RFA2

PomocnyÂ text k jednosemestraÂlnõÂ prÏednaÂsÏce źRelativistickaÂ fyzika a astrofyzika IIł, kterou prÏednaÂsÏõÂ na SlezskeÂ univerziteÏ v OpaveÏ Prof. RNDr. ZdenÏek StuchlõÂk, CSc.

Za vsÏechny prÏeklepy a prÏõÂpadneÂ chyby mohou otrocÏtõÂ prÏepisovcÏi, v zÏaÂdnem prÏõÂpdeÏ ne pan Profesor! :-)

Toto je rozpracovanaÂ a neopravenaÂ verze.

Obsah

1 OTR pro pokrocÏileÂ 3 1.1 TetraÂdovyÂ formalismus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.1.1 ZaÂkladnõÂ 1-formy: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.1.2 Rovnice struktury . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.1.3 DiferenciaÂlnõÂ formy v RiemannoveÏ geometrii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2 Integrace v prostorocÏasech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.2.1 DuaÂlnõÂ tenzory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.2.2 Integrace v prostorocÏasu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2.3 Stokesovy veÏty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2.4 IntegraÂlnõÂ tvar zaÂkonuÊ zachovaÂnõÂ energie a hybnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.5 Integrace v krÏiveÂm prostorocÏase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.3 Tenzor momentu hybnosti a spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.3.1 SpinovyÂ (vnitrÏnõÂ) moment hybnosti S^{μν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.3.2 Fermiho a FermihośWalkeruÊv prÏenos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.3.3 FermihośWalkeruÊv prÏenos v krÏiveÂm prostorocÏase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.3.4 LokaÂlnõÂ referencÏnõÂ systeÂm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.4 Energie, hybnost a moment hybnosti gravitacÏnõÂho pole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.4.1 IntegraÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.4.2 TransformacÏnõÂ vlastnosti globaÂlnõÂch velicÏin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 1.5 Lieova derivace a Killingovy vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 CÏ erneÂ dõÂry 28 2.1 ReissnerśNordstroÈmova geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.2 KerrśNewmanova geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.3 Kerrova geometrie a rotujõÂcõÂ cÏernaÂ dõÂra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.4 Kerrova cÏernaÂ dõÂra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.5 Extrakce energie z rotujõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3 RannyÂ vesmõÂr 45 3.1 Termodydamika rovnovaÂzÏneÂho stavu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.2 PRVOTNIÂ JADERNAÂ SYNTEÂ ZA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Kapitola 1

OTR pro pokrocÏileÂ

1.1 TetraÂdovyÂ formalismus

1.1.1 ZaÂkladnõÂ 1-formy:

Vektor (kontravariantnõÂ) ⃗e_{(a)}; e^α_{(a)} (α jsou slozÏky - kontravariantnõÂ, (a) - cÏõÂsluje vektor)

Deőnujeme źframe komponentył (w-aÂdoveÂ slozÏky; tetraÂdoveÂ ve 4-dimenzõÂch) libovolneÂho tenzoru

T_{ab...} = T_{αβ...}e^α_{(a)}e^β_{(b)} . . .

Matice skalaÂrnõÂch soucÏinuÊ vektoruÊ base: g_{ab} = ⃗e_{(a)} · ⃗e_{(b)}; tetraÂdoveÂ slozÏky metrickeÂho tezoru:

g_{ab} = g_{αβ}e^α_{(a)}e^β_{(b)}.

JelikozÏ jsou ⃗e_{(a)} nezaÂvisleÂ existuje inverznõÂ matice g^{ab} takovaÂ, zÏe platõÂ g^{ab}g_{ac} = δ^b_c. Pak deőnujeme duaÂlnõÂ baÂzi ⃗e^{(a)}:

⃗e^{(a)} = g^{ab}⃗e_{(b)}.

PlatõÂ ⃗e^{(a)} · ⃗e_{(b)} = δ^a_b . Je zrÏejmeÂ, zÏe e^{(a)}_α , e^β_{(b)} jsou inverznõÂ matice:

⃗e_{(c)} · ⃗e^{(a)} = g^{ab}⃗e_{(c)} · ⃗e_{(b)} = g^{ab}g_{bc} = δ^a_c ,

daÂle je i e^{(a)}_α e^β_{(a)} = δ^β_α. Zavedme 1-formy asociovaneÂ s vektory duaÂlnõÂ base

Θ^a = ⃗e^{(a)}_α dx^α. (1.1)

(PrÏesneÏ psaÂno Θ^a(d⃗x) = ⃗e^{(a)}α dx^α = ⃗e^{(a)} · d⃗x.) TakeÂ lze potom psaÂt dx^α = ⃗e^α_{(a)}Θ^a. (1.2) Vztahy (1.1) a (1.2) lz interpretovat 2 zpuÊsoby : 1) NumerickeÂ vztahy, prÏicÏemzÏ d⃗x(≡ dx^α) je vektorovyÂ argument dosazovanyÂ do formy Θ^a - tj. Θ^a(d⃗x) = e^{(a)}_α dx^α.

2) Lze chaÂpat jalo lineaÂrnõÂ vztah mezi formami Θ^a a dx^α;

viz: dx^α(d⃗x) = dx^α. . . cozÏ je slozÏka d⃗x. Je totizÏ jasneÂ, zÏe Θ^α = dx^α, kdyzÏ e^{(a)}_α = δ^a_α, tj. maÂm prÏirÏazenou sourÏadnicovou basi ( gradx^α).

Θ^{(a)} tvorÏõÂ basi vsÏech 1-forem - jelikozÏ ⃗e^{(a)} tvorÏõÂ uÂplnou vektorovou basi. MeÏjme jizÏ drÏõÂve zavedenou formu α = A_αdx^α; pokud pouzÏijeme (1.2) dostaÂvame α = A_αe^α_{(a)}Θ^a = A_aΘ^a - libovolnaÂ forma α je lineaÂrnõÂ kombinacõÂ Θ^a. PodobneÏ Θ^a ∧ Θ^b tvorÏõÂ baÂzi 2-forem

Φ(d⃗x, ⃗y) = 2!F_{αβ} dx^{[α}dy^{β]} = F_{αβ} dx^α ∧ dy^β = F_{αβ} (e^α_{(a)}Θ^a) ∧ (e^β_{(b)}Θ^b) = F_{αβ} e^α_{(a)}e^β_{(b)}Θ^a ∧ Θ^b = F_{ab}Θ^a ∧ Θ^b.

Pro prÏirozeneÂ vektoroveÂ base e^α_{(a)} = δ^α_a ; e^{(a)}_α = δ^a_α platõÂ, zÏe dx^α, dx^α ∧ dx^β . . . jsou prÏirozeneÂ base 1-forem.

Interval muÊzÏeme vyjaÂdrÏi pomocõÂ forem jako (numerickyÂ vztah) ds^2 = g_{αβ} dx^αdx^β = g_{ab}Θ^aΘ^b.

PlatõÂ Θ^a = e^{(a)}_γ dx^γ a g_{ab} = g_{αβ} e^α_{(a)}e^β_{(b)} tedy

ds^2 = g_{αβ}e^α_{(a)}e^β_{(b)} · e^{(a)}_γ dx^γ e^{(b)}_δ dx^δ = g_{αβ}e^α_{(a)}e^{(a)}_γ · e^β_{(b)}e^{(b)}_δ dx^γ dx^δ = g_{αβ}δ^α_γ δ^β_δ = g_{γδ}dx^γ dx^δ .

PrÏõÂklad: Gaussovy polaÂrnõÂ sourÏadnice ρ, φ v 2-prostoru; metrika:

ds^2 = dρ^2 + [f(ρ, φ)]^2dφ^2 rovina: f = ρ; ds^2 = dρ^2 + ρ^2dφ^2 povrch koule: f = sin ρ; ds^2 = dρ^2 + sin^2 ρdφ^2

Zvolme jednotkoveÂ vektory podeÂl sourÏadnic ρ, φ (nenõÂ prÏirozenaÂ base)

⃗e_{(1)} = � 1 √ g_{11} , 0 � = (1, 0);

⃗e_{(2)} = � 0, 1 √ g_{22} � = � 0, 1 f �

g_{(2)(2)} = ⃗e_{(2)} ·⃗e_{(2)} = g_{αβ}⃗e^α_{(2)}⃗e^β_{(2)} = g_{22}(e^2)^2 = f^2 1 f^2 = 1 g_{ab} = ⃗e_a·⃗e_b = δ_{ab} ⇒ g^{ab} = δ^{ab}; ⃗e^{(a)} = g^{ab}⃗e_{(b)} = ⃗e_{(a)}

Je-li dx^α = (dρ, dφ) libovolneÂ posunutõÂ, pak Θ^1(d⃗x) = ⃗e^{(1)}d⃗x = e^{(1)}_α dx^α = dρ;

Θ^2(d⃗x) = ⃗e^{(2)}d⃗x = e^{(2)}_α dx^α = fdφ, e^{(2)}_α = √ g_{22}.

Metrika je pak ds^2 = (Θ^1)^2 + (Θ^2)^2.

SlozÏky ⃗e^{(a)} urcÏõÂme z podmõÂnky e^{(a)}_α e^β_{(a)} = δ^β_α a δ^β_α = e^{(2)}_α · e^β_{(2)} tedy

1 = e^{(2}_1 e^1_{(2)} + e^{(2)}_2 e^2_{(2)} = 0 + e^{(2)}_2 1 f ⇒ e^{(2)}_2 = f

PlatõÂ tedy sice, zÏe ⃗e^{(a)} = ⃗e_{(a)}. SlozÏkoveÏ maÂme ⃗e^{(a)α} = ⃗e^α_{(a)}.

g_{ab} = g_{αβ} e^α_{(a)}e^β_{(b)} � · e^{(a)}_γ g_{ab}e^{(a)}_γ = g_{αβ} e^α_{(a)}e^β_{(b)}e^{(a)}_γ

e_{(b)γ} = e_{(b)α}e^α_{(a)}e^{(a)}_γ ; musõÂ byÂt e_{(b)γ} = e_{(b)α}δ^α_γ SlozÏky jsou pochopitelneÏ daneÂ vztahy δ^α_β = e^{(a)}_β e^α_{(a)}.

1-formy konexe UdeÏlejme kovarinatnõÂ diferenciaÂl baÂzoveÂho vektoru ⃗e_{(a)}; (VõÂme, zÏe obycÏejneÏ DU^μ = U^μ_{;γ} dx^γ ) D⃗e_{(a)} = ⃗e_{(a)}(x + dx) − ⃗e_{||(a)}(x) Ve slozÏkaÂch je tedy ((a) je pouze porÏadoveÂ cÏõÂslo) [D⃗e_{(a)}]^α = e^α_{(a);γ} dx^γ ;

prÏedpoklaÂdaÂme tedy, zÏe afőnõÂ konexe Γ^α_{βγ} je daÂna (ne nutneÏ Christofelovy symboly) U^μ_{;γ} = U^μ_{,γ} + Γ^μ_{νγ} U^ν .

D⃗e_{(a)} je vektor, muÊzÏeme jej tedy vyjaÂdrÏit jako lineaÂrnõÂ kombinaci vektoruÊ base ⃗e_{(c)} - tedy D⃗e_{(b)} = ω^c_b⃗e_{(c)}; (1.3) napravo nemusõÂ byÂt ukryto d⃗x, nebot’je v deőnici (1.3); jsou tedy ω^c_b(d⃗x) 1-formy konexe; indexy^c_b jen źcÏõÂslujõÂł formu - bude jich n^2! VyjaÂdrÏõÂme si expilicitneÏ 1-formu konexe: D⃗e_{(b)} = ω^c_b⃗e_{(c)} | · ⃗e^{(a)} ⃗e^{(a)}D⃗e_{(b)} = ω^c_b⃗e_{(c)}⃗e^{(a)} = ω^c_bδ^a_c ω^a_b = ⃗e^{(a)}D⃗e_{(b)} NynõÂ pouzÏijeme poznatku, zÏe derivace cÏõÂsla je nulovaÂ D � ⃗e^{(a)}⃗e_{(b)} � = 0 = ⃗e^{(a)}D⃗e_{(b)} + ⃗e_{(b)}D⃗e^{(a)}.

Tedy

ω^a_b = −⃗e_{(b)}D⃗e^{(a)} = −e^β_{(b)}[D⃗e^{(a)}]_β = −e^β_{(b)}e^{(a)}_{β;γ}dx^γ ω^a_b(d⃗x) = −e^{(a)}_{β;γ}e^β_{(b)}dx^γ .

NynõÂ si 1-formu ω^a_b vyjaÂdrÏõÂme v baÂzi Θ^c; koeőcienty rozkladu budou Ricciho rotacÏnõÂ koeőcienty ω^a_b = γ^a_{bc}Θ^c;

ω^a_b = −e^{(a)}_{β;γ} e^β_{(b)}δ^σ_γ dx^σ = −e^{(a)}_{β;γ}e^β_{(b)}e^γ_{(c)}e^{(c)}_λ dx^λ = −e^{(a)}_{β;γ} e^β_{(b)}e^γ_{(c)}Θ^c.

Riciho rotacÏnõÂ koeőcienty γ^a_{bc} = −e^{(a)}_{β;γ}e^β_{(b)}e^γ_{(c)} - jsou to pouze skalaÂry! ω^a_b = γ^a_{bc}Θ^c Shrnuji, se sourÏadnicovou transformacõÂ se nemeÏnõÂ 1-formy fonexe ω^a_b urcÏujõÂ D⃗e^{(a)}, D⃗e_{(b)}; jsou lineaÂrnõÂ koeőcienty base Θ^c = e^{(c)}_α dx^α s koeőcienty - Ricciho rotacÏnõÂmi. VyjdeÏme z rovnice g_{ab} = ⃗e_{(a)} · ⃗e_{(b)}; vezmeme diferenciaÂl (Jedno zda obycÏejnyÂ, cÏi kovariantnõÂ, nebot’pro danaÂ a, b je g_{ab} skalaÂr!)

dg_{ab} = Dg_{ab} = ⃗e_{(a)}D⃗e_{(b)} + ⃗e_{(b)}D⃗e_{(a)} = ⃗e_{(a)}⃗e_{(c)}ω^c_b + ⃗e_{(b)}⃗e_{(c)}ω^c_a = g_{ac}ω^c_b + g_{bc}ω^c_a = ω_{ab} + ω_{ba} Tedy dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{ba} = 2ω_{(ab)} d lze tedy braÂt jako źvneÏjsÏõÂ diferenciaÂlł, nebot’g_{ab} je skalaÂr - vyÂsledkem je 1-forma ω_{ab} + ω_{ba}. SymetrizovaneÂ 1-formy 2ω_{(ab)} jsou vneÏjsÏõÂ diferenciaÂl 0-forem g_{ab}.

SourÏadnicoveÂ (prÏirozeneÂ base). UkaÂzÏeme, zÏe ve formalismu forem je obsazÏen tradicÏnõÂ prÏõÂstup k RiemanoveÏ geometrii. Specialisujme se na sourÏadnicoveÂ base. MeÏjme sourÏadnicovyÂ systeÂm x^α; volõÂme sourÏadnicovou basi: ⃗e^{(a)} ≡ grad x^α; ⃗e^{(a)}_α = δ^a_α, vektory ⃗e_{(a)} jsou tecÏneÂ k sourÏadnicovyÂm krÏivkaÂm. dx^α ≡ Θ^α jsou zaÂkladnõÂ 1-formy. TetraÂdoveÂ slozÏky libovolneÂho tenzoru jsou numericky rovny obycÏejnyÂm slozÏkaÂm. Pro rotacÏnõÂ Ricciho koeőcienty je

γ^a_{bc} = −e^{(a)}_{β;γ} e^β_{(b)}e^γ_{(c)}; e^{(a)}_{β;γ} = e^{(a)}_{β,γ} − Γ^δ_{βγ} e^{(a)}_δ ;

e^{(a)}_β = δ^a_β ;

∂e^{(a)}_β ∂x^γ = 0 γ^a_{bc} = − � e^{(a)}_{β,γ} − Γ^δ_{βγ} e^{(a)}_δ � e^β_{(b)}e^γ_{(c)} = Γ^δ_{βγ} δ^a_δ δ^β_b δ^γ_c = Γ^a_{bc} JelikozÏ e^α_{(a)} = δ^α_a , budou si vsÏude numericky rovny (vsÏe v daneÂm systeÂmu sourÏadnic) i g_{αβ} a g_{ab}, tedy i jejich obycÏejneÂ (kovariantnõÂ ne!) diferenciaÂly. U g_{ab} je dg_{ab} = Dg_{ab} - nebot’ g_{ab} je skalaÂr (ale g_{αβ} ne!). MaÂme dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{be} z cÏehozÏ plyne dg_{ab} = (γ_{abc} + γ_{bac})Θ^c; v sourÏadnicoveÂ basi ovsÏem bude

dg_{αβ} = (γ_{αβγ} + γ_{βαγ} )Θ^γ ∂_γ g_{αβ} = γ_{αβγ} + γ_{βαγ} = g_{αμ}Γ^μ_{βγ} + g_{μβ} Γ^μ_{αγ} ∂_γ g_{αβ} − g_{αμ}Γ^μ_{βγ} − g_{μβ}Γ^μ_{αγ} = 0 g_{αβ;γ} = 0 klasickyÂ vyÂsledek!

1.1.2 Rovnice struktury

ZpeÏt v obecneÂm formalismu. SpocÏõÂtame si vneÏjsÏõÂ diferenciaÂly 1-forem Θ^a = e^{(a)}_α dx^α. Podle deőnice:

dΘ^a = 2!e^{(a)}_{β;γ}dx^{[γ} dx^{β]};

γ^a_{bc} = −e^{(a)}_{β;γ}e^β_{(b)}e^γ_{(c)}; e^{(a)}_{β;γ} = γ^a_{bc}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ ; dΘ^a = −2!γ^a_{bc}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^{[γ} dx^{β]}

= −γ^a_{bc} � e^{(b)}_β e^{(c)}_γ � dx^γ dx^β − dx^β dx^γ � = −γ^a_{bc}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^γ ∧ dx^β = −γ^a_{bc} � e^{(c)}_γ dx^γ � ∧ � e^{(b)}_β dx^β � dΘ^a = −γ^a_{bc}Θ^c ∧ Θ^b; γ^a_{bc}Θ^c = ω^a_b. (1.4) Tedy dΘ^a = −ω^a_b ∧ Θ^b - 1.Cartanova rovnice struktury Tyto rovnice rÏõÂkajõÂ, zÏe Ricciho rotacÏnõÂ koeőcienty v antisymetrizovaneÂ cÏaÂsti γ^a_{[bc]}, snadno zõÂskaÂm, kdyzÏ udeÏlaÂm rotaci (vneÏjsÏõÂ diferenciaÂl) duaÂlnõÂ base ⃗e^{(a)}. JelikozÏ je Θ^c ∧ Θ^b antisymetrickeÂ v b, c, tedy i v dΘ^a efektivneÏ zuÊstane je antisymetrickaÂ cÏaÂst viz. (1.4).

dΘ^a = γ^a_{bc}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^γ dx^β + γ^a_{bc}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^β dx^γ = −γ^a_{cb}e^{(c)}_γ e^{(b)}_β dx^β dx^γ + γ^a_{bc}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^β dx^γ = (γ^a_{bc} − γ^a_{cb}) e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^β dx^γ = γ^a_{[bc]}e^{(b)}_β e^{(c)}_γ dx^β dx^γ .

Ve speciaÂlnõÂm prÏõÂpadeÏ sourÏadnicoveÂ base, kdy ⃗e^{(a)} = gradx^α prÏejdou 1.rovnice struktury na triviaÂlnõÂ tvrzenõÂ dΘ^α = d^2x^α; je γ^α_{βγ} = Γ^α_{βγ} a Γ^α_{βγ} Θ^β ∧ Θ^γ ≡ 0. Pro formy platõÂ zÏe antisymetrickaÂ ∧ symetrickaÂ = 0. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe znaÂme 1-formy Θ^a a matici g_{ab} jako funkce sourÏadnic. Pak 1-formy ω^a_b jsou zcela urcÏeny vztahy dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{ba}; dΘ^a = −ω^a_b ∧ Θ^b.

DuÊlezÏiteÂ je to proto, zÏe RiemanuÊv tenzor spocÏtu diferencovaÂnõÂm ω^a_b . ω^a_b mnohdy vychaÂzõÂ slozÏiteÏ, ale v zajõÂmavyÂch prÏõÂpadech (naprÏõÂklad pro ortonormaÂlnõÂbasi, cÏi Sachsovu nulovou tetraÂdu) vychaÂzõÂ g_{ab} konstntnõÂ! (nezaÂvisõÂ na x^α) Pak je vsÏe jednoducheÂ. dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{ba} tedy ω_{ab} = −ω_{ba} - antisymetri ZbyÂvaÂ pak rÏesÏit dΘ^a = −ω^a_b ∧ Θ^b - toto rÏesÏenõÂ lze obvykle uhaÂdnout! PrÏitom si ukaÂzÏeme, zÏe rÏesÏenõÂ je jednoznacÏneÂ.

VeÏta: ZnaÂme-li 1-formu Θ^a a matici g_{ab} jako funkci x^μ, pak 1-formy konexe ω^a_b jsou zcela urcÏeny relacemi dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{ba}; (1.5) dΘ^a = −ω^a_b ∧ Θ^b. (1.6)

1) Z (1.5) jsou jednoznacÏneÏ urcÏeny numerickeÂ koeőcienty γ_{(ab)c}, nebot’:

dg_{ab} = γ_{abc}Θ^c + γ_{bac}Θ^c = 2γ_{(ab)c}Θ^c ZnaÂme-li g_{ab}, znaÂme dg_{ab} (obycÏejnyÂ dif. = vneÏjsÏõÂ dif.) a znaÂme dle prÏedpokladu Θ^c. Pak γ_{(ab)c} urcÏõÂme jako koeőcienty lineaÂrnõÂ kombinace dg_{ab} = 2γ_{(ab)c}Θ^c.

2) Z (1.6) urcÏõÂme γ_{a[bc]}; udeÏlejme v (1.6) nejdrÏõÂv a → c, vynaÂsobme pak g_{ab}:

g_{ab}dΘ^b = −g_{ab}ω^b_c ∧ Θ^c = −g_{ab}γ^b_{cd}Θ^d ∧ Θ^c = −γ_{acd}Θ^d ∧ Θ^c = −2γ_{a[cd]}Θ^d ∧ Θ^c = −2γ_{a[bc]}Θ^c ∧ Θ^b.

Θ^c ∧ Θ^b tvorÏõÂ basi 2-forem, tedy γ_{a[bc]} jsou urcÏeny jednoznacÏneÏ. Pak

ω_{ab} = γ_{abc}Θ^c = = � γ_{(ab)c} + γ_{(ac)b} − γ_{(bc)a} + γ_{a[bc]} + γ_{b[ca]} − γ_{c[ab]} � Θ^c.

Pro nasÏe GaussovskeÂ polaÂrnõÂ sourÏadnice je g_{ab} = δ_{ab}, Θ^1 = dρ, Θ^2 = f(ρ, φ)dφ.

VõÂme, zÏe d^2Ω = 0; d (fΩ) = fdΩ + df ∧ Ω; tedy dΘ^1 = d^2ρ = 0;

dΘ^2 = fd^2φ + df ∧ dφ = f_{,ρ} dρ ∧ dφ + f_{,φ} dφ ∧ dφ = f_{,ρ} dρ ∧ dφ + 0 = (f_{,ρ}/f) Θ^1 ∧ Θ^2.

Z ω_{ab} = −ω_{ba} plyne, zÏe ω^1_1 = ω^2_2 = 0.

Z dΘ^a = −ω^a_b ∧ Θ^b võÂme

dΘ^1 = −ω^1_2 ∧ Θ^2 = 0 dΘ^2 = −ω^2_1 ∧ Θ^1 = (f_{,ρ}/f) Θ^1 ∧ Θ^2.

Je jasneÂ, zÏe kdyzÏ haÂdaÂme ω^2_1 = (f_{,ρ}/f) Θ^2 = −ω^1_2 jsme pouzÏili Ricciho koeőcienty ω^a_b = γ^a_{bc}Θ^c, maÂme tedy γ^2_{12} = (f_{,ρ}/f) = −γ^1_{22} ostatnõÂ γ^a_{bc} = 0.

2-formy krÏivosti MaÂme ω^a_b = γ^a_{bc}Θ^v = γ^a_{bc}e^{(c)}_γ dx^γ , navõÂc Θ(d⃗x) = e^{(a)}α dx^α dω^a_b ≡ 2! � γ^a_{bc}e^{(c)}_γ � ;δ dx^{[δ} dx^{γ]}.

RiemanuÊv tenzor - deőnice: e^{(a)}_α R^α_{βγδ} = 2e^{(a)}_{β;[γδ]}.

VõÂme, zÏe je γ^a_{bc} = e^{(a)}_{β;γ} e^β_{(b)}e^γ_{(c)} tedy e^{(a)}_{β;γ} = −γ^a_{bc}e^{(c)}_γ e^{(b)}_β ;

tudõÂzÏ lze psaÂt

e^{(a)}_{β;γδ} = − � γ^a_{bc}e^{(c)}_γ � ;δ e^{(b)}_β − γ^a_{bc}e^{(c)}_γ e^{(b)}_{β;δ};

γ^a_{bc}e^{(c)}_γ e^{(b)}_{β;δ} = γ^a_{hc}e^{(c)}_γ � −γ^h_{bd}e^{(d)}_δ e^{(b)}_β �

= − � γ^a_{hc}e^{(c)}_γ � � γ^h_{bd}e^{(b)}_δ � e^{(b)}_β

e^{(a)}_{β;γδ} = − � γ^a_{bc}e^{(c)}_γ � ;δ e^{(b)}_β + � γ^a_{hc}e^{(c)}_γ � � γ^h_{bd}e^{(b)}_δ � e^{(b)}_β · 2dx^{[γ} dy^{δ]}

2e^{(a)}_{β;γδ}dx^{[γ} dx^{δ]} = 2e^{(a)}_{β;[γδ]}dx^{[γ} dx^{δ]} = e^{(a)}_α R^α_{βγδ}dx^{[γ} dx^{δ]}

= −2 � γ^a_{bc}e^{(c)}_γ � ;δ e^{(b)}_β dx^{[γ} dy^{δ]} +2 � γ^a_{hc}e^{(c)}_γ � � γ^h_{bd}e^{(b)}_δ � e^{(b)}_β dx^{[γ} dy^{δ]}

= dω^a_be^{(b)}_β + ω^a_h ∧ ω^h_be^{(b)}_β

Θ^c ∧ Θ^d = 2!e^{(c)}_γ e^{(d)}_δ dx^{[γ} dy^{δ]}

e^{(a)}_α R^α_{βγδ}dx^{[γ} dy^{δ]} = � dω^a_b + ω^a_h ∧ ω^h_b � e^{(b)}_β

= e^{(a)}_λ R^λ_{βγδ}δ^γ_λδ^δ_ν dx^{[λ}dy^{ν]} = e^{(a)}_λ R^λ_{βγδ}e^γ_{(c)}e^{(c)}_λ e^δ_{(d)}e^{(d)}_τ dx^{[λ}dx^{τ ]}

1 2 e^{(a)}_α R^α_{βγδ}e^γ_{(c)}e^δ_{(d)}Θ^c ∧ Θ^d = � dω^a_b + ω^a_h ∧ ω^h_b � e^{(g)}_β � � · e^β_{(b)}

R^α_{βγδ}e^{(a)}_α e^β_{(b)}e^γ_{(c)}e^δ_{(d)} = R^a_{bcd}; 1 2 R^a_{bcd}Θ^a ∧ Θ^d = dω^a_b + ω^a_h ∧ ω^h_b

OznacÏme 2-formy krÏivosti Ω^a_b =^1_2 R^a_{bcd}Θ^c ∧ Θ^d; pak

Ω^a_b = dω^a_b +ω^a_h ∧ω^h_b 2.Cartanovy rovnice strktury

OpeÏt prÏõÂpad GaussovyÂch sourÏadnic. UzÏ jsme zjistili, zÏe je: g_{ab} = δ_{ab}, Θ^1 = dρ, Θ^2 = f(ρ, φ)dφ;

ω^1_1 = ω^2_2 = 0; ω^2_1 = −ω^1_2 = (f_{,ρ}/f) Θ^2.

2-formy krÏivosti jezÏ nevymizõÂ jsou (dΘ^a = −ω^a_bΘ^b)

Ω^1_2 = −Ω^1_2 = dω^2_1 + ω^2_p ∧ ω^p_1 = d � (f_{,ρ}/f) Θ^2 � + ω^2_1 ∧ ω^1_1 + ω^2_2 ∧ ω^2_1 = (f_{,ρ}/f) dΘ^2 + d (f_{,ρ}/f) ∧ Θ^2;

dΘ^2 = −ω^2_1 ∧ Θ^1 = (f_{,ρ}/f) Θ^1 ∧ Θ^2 d (f_{,ρ}/f) ∧ Θ^2 = (f_{,ρ}/f)_{,ρ} dρ ∧ Θ^2 = � f_{,ρρ}/f − f^2_{,ρ}/f^2 � Θ^1 ∧ Θ^2

Ω^2_1 = (f_{,ρ}/f)^2 Θ^1 ∧ Θ^2 + � f_{,ρρ}/f − f^2_{,ρ}/f^2 � Θ^1 ∧ Θ^2 Ω^2_1 = −Ω^1_2 = (f_{,ρρ}/f) Θ^1 ∧ Θ^2

SrovnaÂnõÂm s koeőcenty v rovnici Ω^a_b =^1_2 R^a_{bcd}Θ^c ∧ Θ^d dostaÂvaÂme

Ω^2_1 = −Ω^1_2 = 1 2 R^2_{112}Θ^1 ∧ Θ^2 = (f_{,ρρ}/f) Θ^1 ∧ Θ^2

JedinaÂ netriviaÂlnõÂ slozÏka Riemanova tenzoru je

R^2_{112} = f_{,ρρ}/f.

1.1.3 DiferenciaÂlnõÂ formy v RiemannoveÏ geometrii

Idnetity pro krÏivost V CartanoveÏ formalismu dostaÂvaÂme Bianchiho identity jednodusÏe jako podmõÂnky integrability 2. rovnic struktury:

Ω^a_b = dω^a_b + ω^a_c ∧ ω^c_b.

UdeÏlaÂme vneÏjsÏõÂ diferenciaÂl Ω^a_b. Budeme potrÏebovat:

d^2ω^a_b = 0; d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)^{ab}α ∧ dβ;

pro 1-formy d(α ∧ β) = dα ∧ β − α ∧ dβ; ω^a_c - jsou 1-formy.Tedy

dΩ^a_b = d^2ω^a_b + dω^a_c ∧ ω^c_b − ω^a_c ∧ dω^c_b = � Ω^a_c − ω^a_d ∧ ω^d_c � ∧ ω^c_b − ω^a_c ∧ � Ω^c_b − ω^c_d ∧ ω^d_b � . NeÏktereÂ cÏleny se vyrusÏõÂ, takzÏe maÂme

dΩ^a_b = Ω^a_c ∧ ω^c_b − ω^a_c ∧ Ω^c_b,

cozÏ nenõÂ nic jineÂho, nezÏ Bianchiho identity. UkaÂzÏeme to tak, zÏe se specializujeme na sourÏadnou basi a vezmeme Piemanovy sourÏadnice - takzÏe ω^α_β = Γ^α_{βγ} dx^γ = 0 v neÏjakeÂm pevneÂm vybraneÂm bodeÏ. Pak po rozepsaÂnõÂ (1.1.3) dostaÂvaÂme ∂_ϵR^α_{βγδ}dx^{[ϵ}dy^γ dz^{δ]} = 0, tj. R^α_{β[γδ;ϵ]} = 0 - znaÂmyÂ standardnõÂ tvar Bianchiho identit. DalsÏõÂ identitu dostaneme z 1. rovnic struktury; udeÏlaÂme jejich vneÏjsÏõÂ diferenciaÂl

d(α ∧ β) = dα ∧ β − α ∧ dβ;

dΘ^a = −ω^a_b ∧ Θ^b; d^2Θ^a = −dω^a_b ∧ Θ^b + ω^a_b ∧ dΘ^b.

2.r. struktury:

−dω^a_b = −Ω^a_b + ω^a_c ∧ ω^c_b.

0 = (−Ω^a_b + ω^a_c ∧ ω^c_b) ∧ Θ^b + ω^a_b ∧ (−ω^a_c ∧ Θ^c) = −Ω^a_b ∧ Θ^b + ω^a_c ∧ ω^c_b ∧ Θ^b − ω^a_c ∧ ω^c_b ∧ Θ^b

Ω^a_b ∧ Θ^b = 0 JelikozÏ Ω^a_b =^1_2 R^a_{bcd}Θ^c ∧ Θ^d maÂme

R^a_{bcd} Θ^c ∧ Θ^d ∧ Θ^b = 0,

ale to nenõÂ nic jineÂho, nezÏ R^a_{[bcd]} = 0, nebo-li i R_{a[bcd]} = 0. DaÂle lze ukaÂzat, zÏe tato cyklickaÂ identita spolu s antisymetriõÂ Riemannova tenzoru v obou paÂrech implikuje

R_{abcd} = R_{cdab}.

VsÏechny symetrie Riemannova tenzoru jsou tudõÂzÏ shrnuty ve dvou identitaÂch, jezÏ splnÏujõÂ 2-formy krÏivosti:

Ω_{ab} = −Ω_{ba} Ω^a_b ∧ Θ^b = 0

Nakonec si jesÏteÏ ukaÂzÏeme, zÏe platõÂ identita Ω_{ab} = −Ω_{ba}. Vyjdeme z

Ω^a_b = dω^a_b + ω^a_c ∧ ω^c_b, dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{ba}.

Pracujeme jen s indexy a, b . . . - tj. zvysÏujeme a snizÏujeme pomocõÂ g_{ab}, g^{ab}. DaÂle pouzÏijeme uzÏ jen

d (fΩ) = df ∧ Ω + fdΩ.

Ω_{ab} = g_{as}Ω^s_b = g_{as}dω^s_b + ω_{ac} ∧ ω^c_b

Ω_{ab} + Ω_{ba} = g_{as}dω^s_b + ω_{ac} ∧ ω^c_b + g_{bs}ω^s_a + ω_{bc} ∧ ω^c_a = d (g_{as}ω^s_b) − dg_{as} ∧ ω^s_b + d (g_{bs}ω^s_a) −dg_{bs} ∧ ω^s_a + ω_{ac} ∧ ω^c_b + ω_{bc} ∧ ω^c_a = dω_{ab} − (ω_{as} + ω_{sa}) ∧ ω^s_b + dω_{ba} −(ω_{bs} + ω_{sb}) ∧ ω^s_a +ω_{as} ∧ ω^s_b + ω_{bs} ∧ ω^s_a = dω_{ab} + dω_{ba} − ω_{sa} ∧ ω^s_b − ω_{sb} ∧ ω^s_a = 0 − ω_{sa} ∧ ω^s_b + ω^s_a ∧ ω_{sb} = −ω_{sa} ∧ ω^s_b + ω_{sa} ∧ ω^s_b = 0

dg_{ab} = ω_{ab} + ω_{ba}; d^2g_{ab} = 0 = dω_{ab} + dω_{ba}

1.2 Integrace v prostorocÏasech

1.2.1 DuaÂlnõÂ tenzory

Deőnice dualnõÂch tenzoruÊ:

J^∗_{αβγ} = J^με_{μαβγ} - tenzor 3. rÏaÂdu duaÂlnõÂ k vektoru

F^∗_{αβ} = 1 2! F^{μν} ε_{μναβ} - tenzor 2. rÏ. duaÂlnõÂ k tenzoru 2. rÏ.

B^∗_α = 1 3! B^{λμν} ε_{λμνα} - vektor duaÂlnõÂ k tenzoru 3. rÏaÂdu

Ω^∗ = 1 4! Ω^{αβγδ}ε_{αβγδ} - skalaÂr duaÂlnõÂ k tenzoru 4. rÏaÂdu

V OTR zavaÂdõÂme tenzor dvojnaÂsobneÏ duaÂlnõÂ k Riemanovu tenzoru

G^{ικ}_{λμ} = 1 4 e^{ικϱσ} R_{ϱσ}^{τ ξ}e_{τ ξλμ};

pro tento tenzor lze Bianchiho identity napsat v jednoducheÂm tvaru G_{ικλ}^μ_{;μ} = 0 EinsteinuÊv tenzor G_{μν} = G^ι_{μιν} a Bianchiho indentity implikujõÂ žzaÂkon zachovaÂnõÂž

G_μ^ν_{;ν} = 0

ε_{αβγδ} je Levi-CivituÊv permutacÏnõÂ symbol deőnovanyÂ v LorentzovyÂch sourÏadnyÂch systeÂmech tak, zÏe

ε_{0123} = 1; (1.7)

ε_{αβγδ} = � � � +1 (αβγδ) je sudou permutacõÂ (0123) −1 (αβγδ) je lichou permutacõÂ (0123) 0 kdyzÏ jsou libovolneÂ 2 indexy stejneÂ ε_{αβγδ} je antisymetrickeÂ ve vsÏech indexech a ve 4- dimenzionaÂlnõÂm prostorucÏasu mu musõÂ byÂt kazÏdyÂ antisymetricyÂ tenzor 4. rÏaÂdu uÂmeÏrnyÂ, jelikozÏ maÂ takeÂ pouze jednu nezaÂvislu slozÏku. Pro kontravariantnõÂ slozÏky platõÂ:

ε^{αβγδ} = η^{αι}η^{βκ}η^{γλ}η^{δμ}ε_{ικλμ}, tj. ε^{αβγδ} = −ε_{αβγδ}

JelikozÏ ε^{αβγδ} je (azÏ na znameÂnko) permutacÏnõÂ symbol, platõÂ (viz deőnici determinantu):

Λ^0_αΛ^1_β Λ^2_γ Λ^3_δ ε^{αβγδ} = −det|Λ^σ_ϱ |

Λ^μ_ν jsou slozÏky matice Lorentzovy transformace. Proto je

Λ^κ_αΛ^λ_β Λ^μ_γ Λ^ν_δ ε^{αβγδ} = −det|Λ^ϱ_σ|ε^{κλμν} (1.8)

VidõÂme, zÏe ε^{αβγδ} se transformuje jako tenzor prÏi LorentzovyÂch transformacõÂch, pro neÏzÏ je det|Λ^ϱ_σ| = 1. (Vzhledem ke vztahu Λ^μ_αΛ^ν_β η_{μν} = η_{αβ} je obecneÏ det|Λ^ϱ_σ| = ±1. Je-li det|Λ^ϱ_σ| = −1 (Lorentzova transformace obsahuje lichyÂ pocÏet inverzõÂ), pak kdyby byl ε^{αβγδ} tenzor, musely by mõÂt po transformaci vsÏechny slozÏky opacÏneÂ znameÂnko (viz levaÂ strana (1.8)), kde by byly skozÏky ε po transformaci). ToteÂzÏ platõÂ pro kovariantnõÂ slozÏky ε_{αβγδ}, jezÏ se transformujõÂ dle inverznõÂ matice Λ_ϱ^σ, takzÏe znameÂnka obou determinantuÊ jsou stejnaÂ. My jsme ovsÏem deőfnovali ε_{αβγδ} vztahem (1.7) źv kazÏdeÂmł LorentzoveÏ sourÏadneÂm systeÂmu, tj. jako velicÏinu nemeÏnõÂcõÂ slozÏky.Proto se ε_{αβγδ} a ε^{αβγδ} nechovajõÂ prÏi transformacõÂch s det|Λ^ϱ_σ| = −1. Levi-CivituÊv tenzor symbol nazyÂvaÂme źpseudotenzoremł. Transformace s det|Λ^ϱ_σ| = ±1 odpovõÂdajõÂcõÂ prostorovyÂm inverzõÂm, jezÏ jsou patrÏicÏneÂ prÏedevsÏõÂm v cÏaÂstivoveÂ fyzice. Pro nasÏe uÂcÏely nebudeme prostoroveÂ inverze potrÏebovat, muÊzÏeme proto objekty typu ε^{αβγδ} a F^∗_{αβ} povazÏovat za tenzory. (Je-li navõÂc Λ^0_0 > 0 , resp. Λ^0_0 ≥ 0, jde o źvlastnõÂł Lorentzovou transforamci, k nõÂzÏ lze spojiteÏ prÏejõÂt inőnetizemaÂlnõÂmi transformacemi od identickeÂ transforamce Λ^ϱ_σ = δ^ϱ_σ ).

Lze zaveÂst skutecÏnyÂ Levi-CivituÊv tenzor, kdyzÏ jeho slozÏky deőnujeme relacemi (1.7) v systeÂmech, kde e^μ_{(0)} smeÏrÏuje do budoucnosti a e^μ_{(1)}, e^μ_{(2)}, e^μ_{(3)} tvorÏõÂ pravotocÏivyÂ systeÂm v systeÂmech zrcadloveÏ symetrickyÂch pak bude mõÂt ε^{αβγδ} s opacÏnyÂmi znameÂnky - po zrcadlenõÂ je totizÏ det|Λ^ϱ_σ | = −1.

SoucÏiny Levi-CivitovyÂch symboluÊ jsou ovsÏem ve vsÏech prÏõÂpadech tenzory. MajõÂ ve vsÏechsourÏadnyÂch systeÂmech stejneÂ slozÏky a vyjaÂdrÏõÂme je pomocõÂ KroneckerovyÂch symboluÊ:

ε^{αβγδ}ε_{ικλμ} = − � � � � � � � δ^α_ι δ^α_κ δ^α_λ δ^α_μ δ^β_ι δ^β_κ δ^β_λ δ^β_μ δ^γ_ι δ^γ_κ δ^γ_λ δ^γ_μ δ^δ_ι δ^δ_κ δ^δ_λ δ^δ_μ

� � � � � � �

ε^{αβγδ}ε_{ικλδ} = − � � � � � δ^α_ι δ^α_κ δ^α_λ δ^β_ι δ^β_κ δ^β_λ δ^γ_ι δ^γ_κ δ^γ_λ

� � � � � ε^{αβγδ}ε_{ικγδ} = −2 � � � � δ^α_ι δ^α_κ δ^β_ι δ^β_κ � � � � ε^{αβγδ}ε_{ιβγδ} = −6δ^α_ι ε^{αβγδ}ε_{αβγδ} = −24 (1.9)

PomocõÂ uvedenyÂch vztahuÊ lze prÏevaÂdeÏt duaÂlnõÂ tenzory. Pro tenzor elektromagnetickeÂho pole platõÂ:

ε^{δσαβ} F^∗_{αβ} = 1 2! ε^{δσαβ} ε_{αβγδ}F^{γδ} = 1 2 ε^{δσαβ} ε_{γδαβ}F^{γδ} = − 1 2 2(δ^ϱ_γ δ^σ_δ − δ^ϱ_δ δ^σ_γ )F^{γδ} = −F^{ϱσ} + F^{σϱ}

= −2F^{ϱσ}

Proto F^{αβ} = −^1_{2!} ε^{αβγδ}F^∗_{γδ} . Druhou seÂrii MaxwellovyÂch rovnic F_{[αβ,γ]cycl.} = F_{αβ,γ} + F_{βγ,α} + F_{γα,β} = 0 muÊzÏeme vyjaÂdrÏit pomocõÂ dualnõÂho tenzoru: F^{∗αβ}_{,β} = 0

NynõÂ prÏejdeme k neinercialnõÂm sourÏadnyÂch systeÂmuÊ a zakrÏiveneÂm prostorocÏasu, tj. k OTR. Zavedeme pojem tenzoroveÂ hustoty Vyjdeme z transformacÏnõÂho vztahu

~g_{αβ} =

∂x^ϱ ∂~x^α

∂x^σ ∂~x^β g_{ϱσ}

Pravou stranu povazÏujeme za soucÏin trÏõÂ matic, takzÏe

~g = ~△^2g = △^{−2}g ; g = det(g_{αβ} ) , ~△ · △ = 1 ;

kde ~△ = det (^{∂xϱ}_{∂exα} ) je jakobiaÂn inverznõÂ transformace, △ = det (^{∂exϱ}_{∂xα} ) je jakobiaÂn puÊvodnõÂ transformace. PlatõÂli transformacÏnõÂ relace

~T_{αβ...}^{μν...} = | ~△|^W ∂x^γ ∂~x^α

∂x^δ ∂~x^β

· · ·

∂~x^μ ∂x^ρ

∂~x^ν ∂x^σ

T_{γδ...}^{ϱσ...},

kde W je celeÂ cÏõÂslo, pak T je tenzorovaÂ hustota vaÂhy W .

Je tedy g tenzorovaÂ hustota vaÂhy 2, (−g)^{12} je tenzorovaÂ hustota vaÂhy 1, jelikozÏ

(−~g)^{12} = | ~△|(−g)^{12} .

Z tenzoru tedy tenzorovou hustotu vytvorÏõÂme vynaÂsobenõÂm faktorem (| − g|)^{12} :

T_{γδ...}^{ϱσ...} = (−g)^{12} T_{γδ...}^{ϱσ...}

PodobneÏ T_{γδ...}^{ϱσ...} = (−g)^{W2} T_{γδ...}^{ϱσ...} je tenzorovaÂ hustota vaÂhy W.

PermutacÏnõÂ Levi - CivituÊv symbol se chovaÂ jako tenzorovaÂ hustota. PrÏedpokladejme, zÏe slozÏky permutacÏnõÂho symbolu jsou daÂny relacemi (1.7) ve vsÏech sourÏadnicõÂch. Pak ~ε_{αβγδ} = ~△^{−1}

∂x^κ ∂x^{,α}

∂x^λ ∂x^{,β}

∂x^μ ∂x^{,γ}

∂x^ν ∂x^{,δ} ε_{κλμν} ,

odtud je skutecÏneÏ ~ε_{0123} = ~△^{−1} ~△ = 1 ; ostatnõÂ slozÏky jsou daÂny tõÂm, zÏe ε^,_{αβγδ} je vyÂhradneÏ antisymetrickeÂ. Je tedy ε_{αβγδ} tenzorovou hustotou vaÂhy -1. Abychom dostali tenzor, musõÂme deÏlit faktorem (−g)^{− 12} . VelicÏina

e_{αβγδ} ≡ (−g)^{12} ε_{αβγδ}

se transformuje jako tenzor, azÏ na faktor sign ~△ - je to tedy pseudotenzor. PrÏi transforamcõÂch, k nimzÏ lze spojiteÏ prÏejõÂt od identity, je ~△ > 0 a e_{αβγδ} bude Levi-CivituÊv tezor. (V LIS je e_{αβγδ} = ε_{αβγδ}.) KontravariantnõÂ slozÏky Levi-Civitova tenzoru zõÂskaÂme zvednutõÂm indexuÊ:

e^{αβγδ} = (−g)^{12} ε_{κλμν} g^{κα}g^{λβ} g^{μγ} g^{νδ} = (−g)^{12} (−g)^{−1}ε^{αβγδ} ,

takzÏe e^{αβγδ} = (−g)^{− 12} ε^{αβγδ} ;

vyuzÏili jsme relacõÂ det (g^{αβ}) = g^{−1}, ε^{αβγδ} = −ε_{αβγδ}.(Poznamenejme, zÏe pro deőnici tenzoroveÂ hustoty lze pozÏõÂvat i vyÂrazy | △ |^W , △^W , ~△^W ; je-li △ = ±1 pak tenzorovaÂ hustota licheÂ vaÂhy je pseudotenzorem.)

1.2.2 Integrace v prostorocÏasu

NynõÂ se budeme zabyÂvat integracõÂ v inerciaÂlnõÂch sourÏadnyÂch systeÂmech (plocheÂm prostorocÏasu). NaprÏed je potrÏeba stanovit element oblasti prostorocÏasu, prÏes nõÂzÏ integrujeme.

1. DvojrozmeÏrnaÂ plocha Element plochy je daÂn inőnitezimaÂlnõÂmi nezaÂvislyÂmi vektory dx^α, dy^α, tvorÏõÂcimi α-dimenziaÂlnõÂ rovnobeÏzÏnõÂk. Obsahy pruÊmeÏtuÊ rovnobeÏzÏnõÂku do sourÏadnyÂch rovin daÂva velicÏina

dσ^{αβ} = � � � dx^α dy^α dx^β dy^β � � � DualnõÂ velicÏina

dσ^∗_{αβ} = 1 2! ϵ_{αβγδ} dσ^{γδ}

je kolmaÂ k dx^α, dy^α, dσ^{γδ}, tj.

dσ^∗_{αβ} dx^β = dσ^∗_{αβ} dy^β = dσ^∗_{αβ} dσ^{αβ} = 0

VelicÏina dσ^∗_{αβ} proto maÂ povahu vektoroveÂho soucÏinu vektoruÊ tvorÏõÂcõÂch rovnobeÏzÏnõÂka je deőnovaÂna jako

d^{(2)}S = � � � 1 2 dσ_{ab}dσ^{ab} � � � � 1_2 = � � � 1 2 dσ^∗_{αβ} dσ^{∗αβ} � � � � 1_2

(1.10) Pro naÂzornost uvazÏujme 2-plochu vnorÏenou do 3- dimenzionaÂlnõÂ nadplochy t =konst, takzÏe dx^α = (0, d⃗x), dy^α = (0, d⃗y). Pak

d^{(2)}S = � 1 2 dσ_{ab}dσ^{ab}

�_{1/2} = � d^{(2)}S_i d^{(2)}S^i

�_{1/2} , kde d^{(2)}S_i = ϵ_{ijk} dx^j dy^k = 1 2 ϵ_{ijk}σ^{jk}

je vektorovyÂ soucÏin vektoruÊ d⃗x, d⃗y.

2. TrÏõÂrozmeÏrnaÂ nadplocha RovnobeÏzÏnosteÏn ze trÏõÂ nezaÂvislyÂch vektoruÊ dx^α, dy^α, dz^α je charakterizovaÂn uÂplneÏ antisymetrickou velicÏinou

dΣ^{αβγ} = � � � � � dx^α dy^α dz^α dx^β dy^β dz^β dx^γ dy^γ dz^γ

� � � � � .

VelicÏina duaÂlnõÂ

d^{(3)}Σ_α = 1 3! ϵ_{αβγδ} dΣ^{βγδ}

je vektor kolmyÂ ke vsÏem vektoruÊm lezÏõÂcõÂm v daneÂm elementu nadplochy (d^{(3)}Σ_α je kolmeÂ k dx^α, dy^α i dz^α). AbsolutnõÂ hodnota jeho velikosti je rovna velikosti 3-objemu elementu:

dV = (|d^{(3)}Σ_αd^{(3)}Σ^α|)^{12} .

Pro nadplochu t = konst., dx^α = (0, d⃗x), dy^α = (0, d⃗y), dz^α = (0, d⃗z), maÂ d^{(3)}Σ_α nenulovou pouze slozÏku

d^{(3)}Σ_0 = 1 3! ϵ_{0ijk} dΣ^{ijk} = ϵ_{ijk}dx^idy^j dz^k

= d⃗x · (d⃗y × d⃗z) = ±dV

V triviaÂlnõÂm prÏõÂpadeÏ dx^α = (0, dx, 0, 0), dy^α = (0, 0, dy, 0), dz^α = (0, 0, 0, dz) bude dV = dxdydz. (Objem dV > 0, avsÏak znameÂnko d^{(3)}Σ_0 zaÂvisõÂ na orientaci vektoruÊ d⃗x, d⃗y, d⃗z. OdpovõÂdaÂ pravotocÏiveÂm systeÂmu a cÏasoveÂmu vektoru orientovaneÂm do budoucnosti).

3. CÏtyrÏrozmeÏrnaÂ oblast Element vytvorÏenyÂ cÏtyrÏmi nezaÂvislyÂmi vektory dt^α, dx^α, dy^α, dz^α je daÂn uÂplneÏ antisymetrickou velicÏinou

dΩ^{αβγδ} = � � � � � � dt^α dx^α dy^α dz^α dt^β dx^β dy^β dz^β dt^γ dx^γ dy^γ dz^γ dt^δ dx^δ dy^δ dz^δ

� � � � � � .

DuaÂlnõÂ velicÏina

d^{(4)}Ω = 1 4! ϵ_{αβγδ} dΩ^{αβγδ}

reprezentuje objem 4-dimenzionaÂlnõÂho ź[łrovnobeÏzÏnosteÏnu]; prÏi standartnõÂ orientaci dt^α, dx^α, dy^α, dz^α je d^{(4)}Ω kladneÂ. Ve standartneÏ orientovaneÂm LorentzoveÏ systeÂmu je v triviaÂlnõÂm prÏõÂpadeÏ, kdy vektory tvorÏõÂcõÂ element jsou ve smeÏru os bude

d^{(4)}Ω = dt dx dy dz.

1.2.3 Stokesovy veÏty

PrÏedpoklaÂdejme, zÏe v prostorocÏase jsou daÂna patrÏicÏneÏ diferencovatelnaÂ tenzorovaÂ pole T_α, T_{αβ} , T_{αβγ} . UvazÏujme daÂle element krÏivky dl^α a ostatnõÂ elementy zavedeneÂ vyÂsÏe. Stokesovy veÏty pak v prÏõÂpadeÏ vyÂsÏe uvedenyÂch oblastõÂ zapõÂsÏeme v invariantnõÂm tvaru: � ∂σ T_α dl^α = � σ ∂_αT_β dσ^{αβ} � ∂Σ T_{αβ} dσ^{αβ} = � Σ ∂_αT_{βγ} dΣ^{αβγ} � ∂Ω T_{αβγ} dΣ^{αβγ} = � Ω ∂_αT_{βγδ} dΩ^{αβγδ}

IntegraÂly vlevo provaÂdõÂme prÏes hranici obepõÂnajõÂcõÂ integracÏnõÂ oblast stojõÂcõÂ vpravo. Vektory vytvaÂrÏejõÂcõÂ elementy integraÂluÊ vlevo je nutno orientovat v souladu s vektory elementuÊ integraÂluÊ vpravo (necht’ V^α je vektor mõÂrÏõÂcõÂ ven z oblasti ohranicÏeneÂ ∂σ(∂Σ, ∂Ω). Pak orientace vektoru V^α jako prvnõÂho v porÏadõÂ spolu s vektory elementu integrace v daneÂm porÏadõÂ na hranicõÂch integraÂlu vlevo musõÂ byÂt stejnaÂ jako orientace vektoruÊ v daneÂm porÏadõÂ v integraÂlech vpravo). Vzhledem k antisymetrii objemovyÂch elementuÊ je evidentnõÂ, zÏe roli budou hraÂt jen antisymetrickeÂ cÏaÂsti tenzoruÊ T_{αβ} , T_{αβγ} . PrÏi duÊkazu StokesovyÂch veÏt (viz naprÏ. Synge) se postupuje analogicky prÏõÂpadu E_3: oblast rozdeÏlõÂme na inőnitezimaÂlnõÂ elementy, veÏtu dokaÂzÏeme pro kazÏdyÂ element a pak secÏteme prÏes vsÏechny elementy.

ZduÊrazneÏme, zÏe Stokesovy veÏty muÊzÏeme v elegantnõÂ podobeÏ vyjaÂdrÏit v obecneÂm tvaru pomocõÂ diferenciaÂlnõÂch forem: �

V_n

dω = � ∂V_n ω ω je diferenciaÂlnõÂ forma stupneÏ n.

Ilustrujme nynõÂ Stokesovy veÏty na naÂzornyÂch prÏõÂkladech.

1. MeÏjme 2-plochu σ lezÏõÂcõÂ v nadrovineÏ t =konst, jejõÂ elementy dx^α = (0, dx), dy^α = (0, dy). dσ^{αβ} pak maÂ jen prostoroveÂ slozÏky, jezÏ urcÏujõÂ obsah elementu dle vztahu (1.10)^1 Elementy krÏivky obepõÂnajõÂcõÂ oblast σ jsou dl^α = (0, dl). JelikozÏ dσ^{mn} = ε^{imn} d^{(2)}S_i , lze Stokesovu veÏtu upravit naÂsledujõÂcõÂm zpuÊsobem: � ∂σ T dl = � ∂σ T_i dl^i = � σ ∂_mT_n dσ^{mn}

= � σ ∂_mT_nε^{imn} d^{(2)}S_i = � σ (rotT) d^{(2)}S,

cozÏ je standardnõÂ tvar Stokesovy veÏty v EukleidovskeÂm prostoru.

2. UvazÏujme nadrovinu t = konst. s 3-dimenzionaÂlnõÂ oblastõÂ Σ s elementy tvorÏenyÂmi vektory dx^α = (0, dx), dy^α = (0, dy), dz^α = (0, dz). Σ je obklopeno 2-plochou ∂Σ s elementy z vektoruÊ du^α = (0, du), dv^α = (0, dv). Ve StokesoveÏ veÏteÏ budou vystupovat jen prostoroveÂ slozÏky T_{αβ} . PolozÏõÂme

T_{bc} = ε_{bcs}T^s,

Zavedeme dΣ^{abc} = ε^{abc} dV ( dΣ^{abc} je uÂplneÏ antisymetrickeÂ a musõÂ byÂt uÂmeÏrneÂ ε^{abc}; koeőcient uÂmeÏrnosti urcÏõÂme prÏi standardnõÂ orientaci dΣ^{123} = dV ) a daÂle je dσ^{bc} = ε^{ibc} dS^{(2)}S_i. PrÏi uÂpravaÂch Stokesovy veÏty budeme vyuzÏõÂvat vztahu ε_{akl}ε^{bkl} = 2δ^b_a. Pak � ∂Σ T · d^{(2)}S = � ∂Σ T^i d^{(2)}S_i

= � ∂Σ 1 2 ε_{sbc}T^sε^{ibc} d^{(2)}S_i

= � ∂Σ 1 2 ε_{sbc}T^s dσ^{bc}

= � Σ 1 2 ∂_a(ε_{sbc}T^s) dΣ^{abc}

1d^{(2)}S = [1/2(dσ_{ab} dσ^{ab})]^{1/2} = (d^{(2)}S_id^{(2)}S^i)^{1/2}.

= � Σ 1 2 ε_{sbc}∂_aT^sε^{abc} dV

= � Σ ∂_sT^s dV = � Σ divT dV.

DostaÂvaÂme tedy obvyklou Gaussovu veÏtu pro E_3.

3. Aplikujme Gaussovu veÏtu v prostorocÏase. Zavedeme

T_{βγδ} = ε_{σβγδ}T^σ.

DaÂle musõÂ byÂt dΩ^{αβγδ} = −ε^{αβγδ} d^{(4)}Ω ( dΩ^{αβγδ} je uÂplneÏ antisymerickeÂ, tedy uÂmeÏrneÂ ε^{αβγδ}). VyuzÏijemeli jesÏteÏ d^{(3)}Σ_α =^1_{3!} ε_{αβγδ} dΣ^{βγδ}, muÊzÏeme Stokesovu veÏtu upravovat naÂsledujõÂcõÂm zpuÊsobem: � ∂Ω T^σ3! d^{(3)}Σ_σ = � ∂Ω T^σε_{σαβγ} dΣ^{αβγ}

= � Ω ∂_α(ε_{σβγδ}T^σ)[−ε^{αβγδ} d^{(4)}Ω]

= � Ω 6 δ^α_σ ∂_αT^σ d^{(4)}Ω

= 6 � Ω ∂_σ T^σ d^{(4)}Ω

Gaussova veÏta maÂ tedy ve 4-dimenzionaÂlnõÂm prÏõÂpadeÏ tvar analogickyÂ 3-dimenzionaÂlnõÂmu prÏõÂpadu: � ∂Ω T^σ d^{(3)}Σ_σ = � Ω ∂_σ T^σ d^{(4)}Ω

ZobecneÏnõÂ StokesovyÂch veÏt na obecneÏ relativistickeÂ situace, tj. zakrÏiveneÂ prostorocÏasy, lze proveÂst pomeÏrneÏ prÏõÂmocÏarÏe, nebot’Stokesovy veÏty jsou nezaÂvisleÂ na tom, zda na varieteÏ existuje metrika.

1.2.4 IntegraÂlnõÂ tvar zaÂkonuÊ zachovaÂnõÂ energie a hybnosti

V plocheÂm prostorocÏase platõÂ lokaÂlnõÂ zaÂkon zachovaÂnõÂ pro tenzor energieśhybnosti

T^{μν}_{;ν} = 0

IntegracõÂ tohoto zaÂkona prÏes vhodneÏ zvolenou oblast prostorocÏasu dostaneme integraÂlnõÂ tvar zaÂkona zachovaÂnõÂ celkoveÂ 4-hybnosti izolovaneÂho systeÂmu.

Ze 4-dimenzionaÂlnõÂ Gaussovy veÏty a diferenciaÂlnõÂho zaÂkona zachovaÂnõÂ vidõÂme, zÏe � Ω T^{μν}_{,ν} d^{(4)}Ω = � ∂Ω T^{μσ} d^{(3)}Σ_σ = 0, (1.11)

kde d^{(4)}Ω a d^{(3)}Σ_σ jsou elementy 4-dimenzionaÂlnõÂ oblasti Ω a jejõÂ 3-dimenzionaÂlnõÂ hranice ∂Ω. UvazÏujme oblast Ω omezenou obeÏma prostorovyÂmi nadplochami Σ_1, Σ_2 (jejich normaÂly majõÂ v kazÏdeÂm bodeÏ cÏasovou povahu).

t

x d^{(3)}Σ_σ

d^{(3)}Σ_σ d^{(3)}Σ_σ

t_1 t_2 Ω ∂Ω Σ1

Σ_2

Ve zvoleneÂm inerciaÂlnõÂm systeÂmu jsou to nadplochy t = t_1, t = t_2; v nekonecÏnu jsou spojeny nadplochou cÏasoveÂ povahy ś žplaÂsÏt’eÏm vaÂlcež s normaÂlou prostoroveÂ povahy. Integrace prÏes nadplochu v nekonecÏnu neprÏispõÂvaÂ k celkoveÂmu integraÂlu v (1.11), pokud T^{μν} vymizõÂ v nekonecÏnu dostatecÏneÏ rychle. Vezmeme-li pak v uÂvahu zmeÏnu znameÂnka normaÂly k Σ_1 a Σ_2, bude

P^μ � � �_{Σ1} ≡ � Σ_1

T^{μσ} d^{(3)}Σ_σ = � Σ_2

T^{μσ} d^{(3)}Σ_σ ≡ P^μ � � �_{Σ2} ,

takzÏe celkovaÂ hybnost v celeÂm prostoru je v cÏase t_2 stejnaÂ jako v cÏase t_1. V LorentzovskeÂm systeÂmu L, v neÏmzÏ dΣ_σ = d^{(3)}x = dx^1 dx^2 dx^3 je celkovaÂ 4-hybnost izolovaneÂho systeÂmu

P^μ = � t=konst.

T^{μν} d^{(3)}x

Takto furmulovanyÂ zaÂkon jisteÏ platõÂ pro prostoroveÏ omezeneÂ systeÂmy, kdy T^{μν} ≠ 0 pouze uvnitrÏ sveÏtoveÂ trubice konecÏnyÂch prostorovyÂch rÏezuÊ, tj. naprÏ. pro kapalinu uzavrÏenou v naÂdobeÏ (se zahrnutõÂm T_{μν} materiaÂlu steÏn), nebo elektromagnetickeÂho pole, jezÏ je od jisteÂ vzdaÂlenosti nuloveÂ.

V nestacionaÂrnõÂch prÏõÂpadech (zaÂrÏenõÂ) nebude T_{μν} klesat k nekonecÏnu dostatecÏneÏ rychle, aby integraÂl prÏes plaÂsÏt’vymizel. Pro

T^{μν}_{(EM)} ∼ E^2 + B^2 E, B ∼ 1/r T^{μν}_{(EM)} ∼ 1/r^2 t

x t_0

Σ_2(t = t_2)

Σ_1(t = t_1) záření

Element nadplochy d^{(3)}Σ_σ ∼ r^2 sin θ dθ dφ dt a tok T^{μν} plaÂsÏteÏm nevymizõÂ. Pokud systeÂm zacÏal zaÂrÏit v cÏase t_0 > −∞, cozÏ je realistickyÂ prÏedpoklad, nebot’ ostrovnõÂ izolovaneÂ systeÂmy zaÂrÏõÂcõÂ nekonecÏneÏ dlouho by potrÏebovaly nekonecÏnou energii, lze vzõÂt plaÂsÏt’vzÏdy tak daleko, aby jõÂm zÏaÂdneÂ zaÂrÏenõÂ neprochaÂzelo (zaÂrÏenõÂ se sÏõÂrÏõÂ podeÂl sveÏtocÏar t − r = konst.). Chceme-li tedy, aby se 4-hybnost zachovaÂvala i v prÏõÂpadeÏ, zÏe systeÂm zaÂrÏõÂ, musõÂme integrovat prÏes celou nadplochu t = konst., azÏ do r → ∞ ś pak zahrneme i vsÏechno zaÂrÏenõÂ emitovaneÂ v cÏase t_0 (vylucÏujeme dopadajõÂcõÂ zaÂrÏenõÂ z vneÏjsÏku). Pak se 4-hybnost zachovaÂvaÂ, ale nedostaneme informaci o mnozÏstvõÂ vyzaÂrÏeneÂ energie mezi t_1 a t_2.

Integrujeme-li prÏes konecÏnou oblast nadplochy t = konst., plaÂsÏt’ spojujõÂcõÂ nadplochy Σ_1 a Σ_2 je v konecÏneÂ vzdaÂlenosti od systeÂmu a proteÂkaÂ jõÂm hybnost a energie; 4-hybnost v Σ_2 je zmensÏenaÂ oproti 4-hybnosti na Σ_1 a 4- hybnostõÂ prosÏlou plaÂsÏt’eÏm do nekonecÏna. t Σ_2(t_2)

Σ_1(t_1)

S u = t − r =konst

ObklopõÂme ostrovnõÂ systeÂm 2-plochou S (kulovou), jejõÂ historie bude plaÂsÏt’vaÂlce v prostorocÏasu. Pak

P^μ � � �_{Σ2} − P^μ � � �_{Σ1} = −

t_2�

t_1 dt � S T^{μj} d^{(2)}S_j ,

kde dt d^2S_j jsou prostoroveÂ slozÏky elementu plaÂsÏteÏ (normaÂla je prostoroveÂ povahy, cÏasovaÂ slozÏka ve zvoleneÂm systeÂmu je nulovaÂ). VelicÏina − dP^μ dt = � S T^{μj} d^{(2)}S_j

bude rychlostõÂ poklesu 4-hybnosti systeÂmu. TyÂzÏ vyÂsledek implikuje i 3-dimenzionaÂlnõÂ Gaussova veÏta: − dP^μ dt = − d dt � T^{μ0} d^{(3)}x = − � T^{μ0}_{,0} d^{(3)}x = � T^{μj}_{,j} d^{(3)}x = � S T^{μj} d^{(2)}S_j

V objemovyÂch integraÂlech integrujeme prÏes vnitrÏek plochy S. Je-li vzdaÂlenost ostrovnõÂho systeÂmu nabiteÂ nekoherentnõÂ hmoty patrÏicÏneÏ velkaÂ, aby plochou S neprochaÂzela nekoherentnõÂ hmota, pak T^{μj} = T^{μj}_{(EM)}. Pak bude tok 4-hybnosti plochou S obsahovat induktivnõÂ, nezaÂrÏiveÂ (reverzibilnõÂ) prÏõÂspeÏvky teÏch cÏaÂstõÂ pole, jezÏ do nekonecÏna klesanõÂ rychleji nezÏ 1/r. IreverzibilnõÂ cÏaÂst 4-hybnosti vyzaÂrÏenou do nekonecÏna dostaneme, kdyzÏ źpolomeÏrł plochy S je r → ∞. Do nekonecÏna ovsÏem musõÂme žputovat se zaÂrÏenõÂmž, takzÏe r → ∞ prÏi u = konst., nikoliv t = konst.; u = t − r je retardovanyÂ cÏas pocÏaÂtku, jemuzÏ jsou v 1.aproximaci rovny retardovaneÂ cÏasy naÂbojuÊ tvorÏõÂcõÂch izolovanyÂ systeÂm rozklaÂdajõÂcõÂ se kolem pocÏaÂtku. Pro kulovou plochu o polomeÏru r je element plochy s normaÂlou n^i = x^i/r daÂn vztahem d^2S_{(j)} = n^j r^2 sin θ dθ dφ = n^j r^2 dΩ a celkovyÂ vyÂkon elektromagnetickeÂho zaÂrÏenõÂ prochaÂzejõÂcõÂ touto kulovou plochou bude

L_{EM}(t, r) ≡ − dE dt = − dP^0 dt = � T^{oj}_{EM}n^j r^2 dΩ.

T^{oj}_{EM}n^j je projekce Poyntingova vektoru do jednotkoveÂho vektoru v radiaÂlnõÂm smeÏru n^j , tj. je to radiaÂlnõÂ slozÏka Poyntingova vektoru (E × B)^r. Hybnost elektromagnetickeÂho pole je vyzarÏovaÂna rychlostõÂ − dP^i dt = � T^{ij}_{EM}n^j r^2 dΩ.

V obou integraÂlech integrujeme prÏes uÂhloveÂ sourÏadnice θ, φ v obvyklyÂch mezõÂch, prÏicÏemzÏ r → ∞ prÏi pevneÂm u. Limita r → ∞ odpovõÂdaÂ tomu, zÏe nezaÂrÏiveÂ cÏleny (∼ 1/r^2) lze zanedbat vuÊcÏi zaÂrÏivyÂm (∼ 1/r). KulovaÂ plocha tedy lezÏõÂ ve žvlnoveÂ zoÂneÏž.

DuÊlezÏitaÂ je skutecÏnost, zÏe celkovaÂ 4-hybnost izolovaneÂho systeÂmu je transformovaÂna prÏi LorentzoveÏ transformaci jako 4-vektor. PrÏi vyÂpocÏtu P^μ lze integrovat prÏes libovolnou prostorovou nadplochu (nemusõÂ byÂt ani nadrovinou) anizÏ se hodnoty P^μ zmeÏnõÂ, pokud T^{μν} dostatecÏneÏ rychle vymizõÂ v nekonecÏnu. Zvolme kromeÏ nadplochy Σ (t = konst. v inerciaÂlnõÂm systeÂmu L) nadplochu Σ^′ (t^′ = konst. v inerciaÂlnõÂm systeÂmu L^′). Pak je P^μ � � �_{Σ′} = P^μ � � �_Σ. OvsÏem P^μ � � �_{Σ′} nejsou slozÏky celkoveÂ 4-hybnosti v L^′. Z kovariantnõÂho tvaru pro celkovou 4-hybnost plyne P^{′μ} � � �_{Σ′} = Λ^μν P^ν � � �_{Σ′} , kde se na obou stranaÂch integruje prÏes tuteÂzÏ nadplochu Σ^′. DuÊsledkem nezaÂvislosti P_ν na Σ maÂme

P^{′μ} � � �_{Σ′} = Λ^μν P^ν � � �_Σ

CelkovaÂ 4-hybnost tedy maÂ charakter 4-vektoru, je-li deőnovaÂna v kazÏdeÂm inerciaÂlnõÂm systeÂmu jako integraÂl prÏes prÏõÂslusÏnou nadplochu soucÏasnosti v prÏõÂslusÏneÂm inerciaÂlnõÂm systeÂmu. InerciaÂlnõÂ pozorovateleÂ meÏrÏõÂ stejnyÂ vektor celkoveÂ 4-hybnosti, ktereÂmu odpovõÂdajõÂ ruÊzneÂ slozÏky v ruÊznyÂch systeÂmech.

1.2.5 Integrace v krÏiveÂm prostorocÏase

Formalismus pouzÏityÂ pro integrace v inerciaÂlnõÂch systeÂmech lze bezprostrÏedneÏ modiőkovat na integraci v krÏivyÂch prostorocÏasech. V LIS jsou objemoveÂ elementy daÂny speciaÂlneÏrelativistickyÂm zpuÊsobem. Chceme-li integrovat prÏes konecÏnou oblast, kde LIS nenõÂ pouzÏitelnyÂ s dostatecÏnou prÏesnostõÂ, musõÂme prÏejõÂt k obecnyÂm sourÏadnicõÂm. Pak mõÂsto ϵ_{αβγδ} pouzÏõÂvaÂme pseudotenzory (jezÏ povazÏujeme za tenzory, nebot’ prostoroveÂ inverze nebudeme uvazÏovat):

e_{αβγδ} = (−g)^{12} ϵ_{αβγδ}e^{αβγδ}

= (−g)^{− 12} ϵ^{αβγδ} = 3 − (−g)^{− 12} ϵ_{αβγδ}.

Elementy 2-rozmeÏrneÂ plochy, 3-rozmeÏrneÂ nadplochy a 4- rozmeÏrneÂ oblasti, tj. antisymetrickeÂ velicÏiny dσ^{αβ} , dΣ^{αβγ} , dΩ^{αβγδ} zavedeme opeÏt pomocõÂ determinantuÊ jako ve speciaÂlneÏ relativistickyÂch situacõÂch. SlozÏky vetoruÊ tvorÏõÂcõÂch tyto elementy, nemajõÂ zde źmetrickyÂł vyÂraz. (NaprÏ. pro dx^α = (0, dx, 0, 0) nenõÂ dx rovno deÂlce elementu dx^α.) DuaÂlnõÂ velicÏiny dσ^∗_{αβ} , d^{(3)}Σ_α, d^{(4)}Ω deőnujeme pomocõÂ

Levi-Civitova tenzoru e_{αβγδ} (nikoli permutacÏnõÂho ϵ_{αβγδ}). U duaÂlnõÂch velicÏin se objevõÂ faktor (−g)^{12} . InvariantõÂ obsahy teÏchto elementuÊ deőnujeme speciaÂlneÏ-relativistickyÂm zpuÊsobem. PrÏepoklaÂdame-li, zÏe vektory tvorÏõÂcõÂ elemnt 4- oblasti jsou vybraÂny podeÂl sousourÏadnyÂch cÏar,tj. dt^α = (dt, 0, 0, 0), dx^α = (0, dx, 0, 0), dy^α = (0, 0, dy, 0), dz^α = (0, 0, 0, dz), pak bude prÏi standartnõÂ orientaci

d^{(4)}Ω = 1 4! e_{αβγδ}dΩ^{αβγδ} = (−g)^{12} dtdxdydz.

UvazÏujeme-li v prostoroveÂ nadplosÏe t = konst. 3-rozmeÏrnyÂ elemnt tvorÏen vektory dx^α = (0, dx^i), dy^α = (0, dy^i), dz^α = (0, dz^i), pak invariantnõÂ velikost 3-objemu elementu je dV = (|d^{(3)}Σ_αd^{(3)}Σ^α|)^{12}

= (| 1 3! e_{αβγδ}dΣ^{βγδ} 1 3! e^α_{κλμ}dΣ^{κλμ}|)^{12}

= (|e_{0ijk} dx^idy^j dz^ke^0_{klm}dx^k dy^ldz^m|)^{12}

= (|(−g)^{12} ϵ_{ijk}dx^idy^j dz^kg^{00}(−g)^{12} ϵ_{klm}dx^k dy^ldz^m|)^{12}

= |γ^{12} ϵ_{ijk} dx^idy^j dz^k| = |e_{ijk} dx^idy^j dz^k|,

k γ ≡ g · g^{00}; zavedli jsme tzv. prostorovou metriku γ_{ik} = g_{ik} + γ_iγ_k, kde γ_i = g_{0i}/(−g_{00}). ProstorovaÂ metrika urcÏuje prostorovou geometrii na nadplochaÂch t = konst. Lze ukaÂzat, zÏe je γ = det|γ_{ik}| = gg^{00}. Vztah e_{ijk} = γ^{1/2}ϵ_{ijk} odpovõÂdaÂ vztahu e_{αβγδ} = (−g)^{1/2}ϵ_{αβγδ}, meÏrÏõÂme vzdaÂlenost na plosÏe konstantnõÂho cÏasu.

Stokesovy veÏty v MinkovskeÂho prostorocÏasu majõÂ tvar nezaÂvislyÂ explicitneÏ na metrice, takzÏe v identickeÂm tvaru platõÂ v libovolnyÂch sourÏadnicõÂch v krÏiveÂm prostorocÏase. ZapõÂsÏeme je v obecneÂm tvaru pro s-rozmeÏrnou oblast ω_s s hranicõÂ ∂ω_s: � ∂ω_s

T_{α1...αs−1} ω^{α1...αs−1} = � ω_s

∂_{αs} T_{α1 ...αs−1} dω^{α1 ...αs} .

Takto zapsanaÂ Stokesoav veÏta maÂ tentyÂzÏ tvar v libovolnyÂch sourÏadnicõÂch, acÏ vpravo nevystupujõÂ kovariantnõÂ, nyÂbrzÏ parciaÂlnõÂ derivace. Je totizÏ dω^{α1...αs} uÂplneÏ antisymetrickaÂ ve vsÏech indexech, takzÏe i v T_{α1} . . . α_{s−1}, dolnõÂ index α_s stacÏõÂ uvazÏovat uÂplneÏ antisymetrickou cÏaÂst. Pro ni vsÏak platõÂ

T_{[α1...αs−1 ,αs]} = T_{[α1...αs−1 ;αs]},

v cÏemzÏ se lze prÏesveÏdcÏit prÏõÂmyÂm vyÂpocÏtem. Gaussovou veÏtu pro 4-rozmeÏrnou oblast dostaneme pro s = 4, polozÏõÂme-li

T_{βγδ} = e_{σβγδ}T^σ.

V analogii se speciaÂlneÏ prÏõÂmyÂm vyÂpocÏtem muÊzÏeme psaÂt � ∂Ω T^σ3!d^{(3)}Σ_σ = � Ω ∂_α(e_{σβγδ}T^σ)[−e^{αβγδ}d^{(4)}Ω] = � Ω 6 ∂_σ ( √ −g T^σ) 1 √ −g d^{(4)}Ω,

kde d^{(4)}Ω =^1_{4!} e_{αβγδ}dΩ^{αβγδ}, d^{(3)}Σ_σ =^1_{3!} e_{σβγδ}dΣ^{βγδ} jsou kovariantnõÂ elementy, jezÏ jsou prostrÏednictvõÂm e_{αβγδ} obsahujõÂ metriku. PouzÏijeme-li vztah A^μ_{;μ} = 1√ −g ( √ −gA^μ)_{,μ}, muÊzÏeme napsat Gaussovu ve zjevneÏ invariantnõÂm tvaru � ∂Ω T^σd^{(3)}Σ_σ = � Ω T^σ_{;σ}d^{(4)}Ω.

vektorovou hustotu (vaÂhy 1, cozÏ jizÏ daÂle nebudeme uvaÂdeÏt)

T^σ = (−g)^{−1/2}T^σ

a zaved’me oznacÏenõÂ

d^{(3)}S_σ = (−g)^{−1/2}d^{(3)}Σ_σ = 1 3! ϵ_{σβγδ}dΣ^{βγδ},

d^{(4)}x = (−g)^{−1/2}d^{(4)}Ω = 1 4! ϵ_{αβγδ}dΩ^{αβγδ},

takzÏe d^{(3)}S_σ a d^{(4)}x jsou hustotami vaÂhy −1, neobsahujõÂ metriku a tvarem jsou shodneÂ se speciaÂlneÏ relativistickyÂmi vyÂrazy. VeÏtsÏinou bude d^{(3)}S_σ element nadplochy t =konst., prÏicÏemzÏ vektory tvorÏõÂcõÂ element lze smeÏrÏovat podeÂl sourÏadnyÂch cÏar, spolu s vektory tvorÏõÂcõÂmi d^{(4)}Ω. Pak bude

d^{(3)}S_i = 0, d^{(3)}S_0 = d^{(3)}x = dx^1dx^2dx^3 d^{(4)}x = dx^0dx^1dx^2dx^3

a Gaussova veÏta pro vektorovou hustotu maÂ rovneÏzÏ invariantnõÂ tvar � ∂Ω T^σd^{(3)}S_σ = � Ω T^σ_{,σ} d^{(4)}x,

prÏicÏemzÏ v nõÂ nikde nevystupuje metrika.

V raÂmci STR (naprÏ. prÏi odvozenõÂ integraÂlnõÂch zaÂkonuÊ zachovaÂnõÂ) lze Gaussovu veÏtu pouzÏõÂt pro tenzoroveÂ pole 2.rÏaÂdu, prÏestozÏe byla odvozena z invariantnõÂ Stokesovy veÏty jen pro vektorovaÂ pole. To je mozÏneÂ proto, zÏe Lorentzovy sourÏadnice vztahu � ∂Ω T^{ασ}d^{(3)}Σ_σ = � Ω T^{ασ}_{,σ}d^{(4)}Ω

lze α chaÂpat jako volnyÂ index, tj. braÂt Gaussovu veÏtu pro kazÏdeÂ α zvlaÂsÏt’. PrÏi transformaci od jednoho Lorentzova systeÂmu k druheÂmu se oba integraÂly v GaussoveÏ veÏteÏ transformujõÂ jako vektory, protozÏe integranty jsou vektory a konstantnõÂ koeőcienty Λ^α_β Lorentzovy transformace lze vysunot prÏed integracÏnõÂ symbol.

V krÏiveÂm prosotrocÏase by pro tenzorovaÂ pole meÏla mõÂt Gaussova veÏta tvar � ∂Ω T^{ασ}d^{(3)}Σ_σ = � Ω T^{ασ}_{;σ}d^{(4)}Ω;

α jizÏ ovsÏem nenõÂ volnyÂ index, nebot’T^{ασ}_{;σ} obsahuje obecneÏ vsÏechny slozÏky T^{ασ}, daÂle integraÂly vystupujõÂcõÂ v GaussoveÏ veÏteÏ se prÏi nelineaÂrnõÂch obecnyÂch transformacõÂch netransformujõÂ jako vektory, protozÏe ∂x^′/∂x nelze vysunout prÏed integraÂl. Chceme-li dostat kovariantnõÂ vyÂsledek, muÊzÏeme v krÏiveÂm prostorocÏase scÏõÂtat v ruÊznyÂch bodech (tj. integrovat) pouze skalaÂry - nelze scÏõÂtat vektory a tenzory umõÂsteÏneÂ v ruÊznyÂch bodech.

Hledejme motivaci ve formaÂlneÏjsÏõÂm duÊkazu Gaussovy veÏty pro tenzoroveÂ pole v raÂmci speciaÂlnõÂ relativity. UvazÏujme vektoroveÂ pole n_α, libovolneÂ, ale konstantnõÂ v celeÂ oblasti Ω, tj. n_{α,β} = 0. Pak Gaussova veÏta pro vektoroveÂ pole T^σ = n_αT^{ασ} muÊzÏe byÂt zapsaÂna ve tvaru

n_α � ∂Ω T^{ασ}d^{(3)}Σ_σ = n_α � Ω T^{ασ}_{,σ}d^{(4)}Ω.

V plocheÂm prostorocÏase lze zvolit cÏtyrÏi libovolnaÂ nezaÂvislaÂ konstantnõÂ vektorovaÂ pole - naprÏ. vektory baze, implikuje prÏedchozõÂ vztah Gaussovu veÏtu pro tenzorovaÂ pole. Analogicky lze Gaussovu veÏtu zobecnit na tenzorovaÂ pole libovoneÂho stupneÏ.

V krÏiveÂm prostorocÏasu bychom prÏi analogickeÂm postupu dostali na praveÂ straneÏ � Ω (n_αT^{ασ})_{;σ} d^{(4)}Ω, takzÏe prÏi libovoneÂm T^{ασ} by muselo byÂt n_{α;σ} = 0 v celeÂm Ω, tj. n_{α,σ} −Γ^ρ_{ασ}n_ρ = 0. JelikozÏ n_α =konst., v celeÂm Ω musõÂ byÂt Γ^ρ_{ασ} = 0 a prostorocÏas musõÂ byÂt plochyÂ. Pro symetrickeÂ T^{ασ} stacÏõÂ, aby n_α splnÏovalo Killingovu rovnici n_{α;σ} +n_{σ;α} = 0, protozÏe v tomto prÏõÂpadeÏ � Ω (n_αT^{ασ})_{;σ} d^{(4)}Ω = � Ω 1 2 (n_{α;σ} + n_{σ;α}) T^{ασ}d^{(4)}Ω + � Ω n_αT^{ασ}_{;σ}d^{(4)}Ω = � Ω n_αT^{ασ}_{;σ} d^{(4)}Ω.

MaÂ-li Killingova rovnice platit pro n_α =konst., musõÂ byÂt Γ^ρ_{ασ} = 0 v celeÂm Ω. Pouze pro antisymetrickeÂ F^{ασ} platõÂ

F^{ασ}_{;σ} = (−g)^{1/2} � (−g)^{1/2}F^{ασ} � ,σ , takzÏe vyÂsÏe uvedenou rovnici lze po zavedenõÂ tenzoroveÂ hustoty T^{ασ} = (−g)^{1/2}F^{ασ} prÏepsat jako � ∂Ω T^{ασ} d^{(3)}S_σ = � Ω T^{ασ}_{,σ}d^{(4)}x. (1.12)

DostaÂvaÂme tak Gaussovu veÏtu v klasickeÂm provedenõÂ, v nõÂzÏ vystupujõÂ parciaÂlnõÂ (ne kovariantnõÂ) derivace. PrÏi jejõÂm duÊkazu nehrajõÂ roli transformacÏnõÂ vlastnosti funkcõÂ, jezÏ se v nõÂ vyskytujõÂ (integrace perpartes a uÂpravy prÏi nichzÏ nenõÂ duÊlezÏiteÂ, zda se velicÏiny chovajõÂ jako tenzory). VyÂsÏe uvedeneÂ integraÂly nejsou vektory, prÏi obecnyÂch sorÏadnicovyÂch transformacõÂch. V krÏiveÂm prostorocÏase maÂ invariantnõÂ tvar jen Gaussova veÏta pro vektoroveÂ pole, kdy jsou oba integraÂly skalaÂry.

Rovnice (1.12) platõÂ ve vsÏech sourÏadnyÂch systeÂmech, jsou-li T^{ασ} znaÂmeÂ funkce sourÏadnic ve vsÏech systeÂmech. MuÊzÏe ovsÏem byÂt T^{ασ} daÂno jen v jednom sourÏadneÂm systeÂmu, takzÏe (1.12) v jinyÂch systeÂmech neplatõÂ.

Pro antisymetrickeÂ F_{αβ} lze invariantnõÂm zpuÊsobem formulovat Gaussovu veÏtu prÏevaÂdeÏjõÂcõÂ integraÂl prÏes 2- dimensionaÂlnõÂ hranici ∂Σ na integraÂl z kovariantnõÂ derivace prÏes 3-dimenzionaÂlnõÂoblast Σ. Ve StokesoveÏ veÏteÏ (s=3) vezmeme mõÂsto F_{αβ} duaÂlnõÂ tenzor

F^∗_{αβ} = 1 2! e_{αβγδ}F^{γδ} = 1 2! (−g)^{1/2}ϵ_{αβγδ}F^{γδ},

takzÏe dostaÂvaÂme � ∂Σ F^∗_{αβ} dσ^{αβ} = � Σ ∂_αF^∗_{βγ} dΣ^{αβγ} .

PouzÏijeme uÂpravy:

F^∗_{αβ} dσ^{αβ} = F^∗_{μν} � − 1 2 e^{μναβ} � dσ^∗_{αβ} = F^{αβ} dσ^∗_{αβ} ,

∂_αF^∗_{βγ} dΣ^{αβγ} = ∂_α � 1 2! e_{βγρσ}F^{ρσ} � dΣ^{αβγ} = 1 2! ∂_α � (−g)^{1/2}ϵ_{βγρσ}F^{ρσ} � dΣ^{αβγ} = 1 2! (−g)^{−1/2}∂_α � (−g)^{1/2}F^{ρσ} � e_{βγρσ}dΣ^{αβγ} = 1 2! (−g)^{−1/2}∂_α � (−g)^{1/2}F^{ρσ} � ×2 � δ^τ_ρ δ^α_σ − δ^τ_ρ δ^α_ρ � d^{(3)}Σ_τ

= 2(−g)^{−1/2}∂_α � (−g)^{−1/2}F^{τ α} � d^{(3)}Σ_τ

= 2F^{τ α}_{;α}d^{(3)}Σ_τ .

Stokesova veÏta tedy daÂvaÂ Gaussovu veÏtu v jasneÏ invariantnõÂm tvaru � ∂Σ F^{αβ} dσ^∗_{αβ} = � Σ 2F^{τ α}_{;α}d^{(3)}Σ_τ .

Tato źmatematickaÂł Gaussova veÏta formuluje źfyzikaÂlnõÂł Gaussouvu veÏtu Maxwellovy teorie zpuÊsobem nezaÂvislyÂm na sourÏadnicõÂch: je-li F^{αβ} tenzor elektromagnetickeÂho pole, F^{τ α}_{;α} ∼ J^τ (cÏtyrÏproud) a Σ prostorovou nadplochou. LevaÂ strana teÂto rovnice umozÏnÏuje invariantnõÂm zpuÊsobem deőnovat toky elektrickeÂho a magnetickeÂho pole plochami v krÏivyÂch prostorocÏasech (naprÏ. horizonty cÏernyÂch deÏr). Gaussovu veÏtu (fyzikaÂlnõÂ) lze prÏepsat do standardnõÂho tvaru, dle nejzÏ je tok elektrickeÂho pole uzavrÏen plochou rovnou celkoveÂmu naÂboji.

źElektromagnetickouł Gaussovu veÏtu lze prÏepsat pomcõÂ prÏõÂslusÏneÂ tenzoroveÂ hustoty � ∂Σ F^{αβ} d^{(2)}S^∗_{αβ} = 2 � Σ F^{τ α}_{,α}d^{(3)}S_τ , kde F^{αβ} = (−g)^{1/2}F^{αβ} ,

d^{(2)}S^∗_α = (−g)^{−1/2}dσ^∗_{αβ} = 1 2! ϵ_{αβγδ}dσ^{γδ},

jezÏ neobsahujõÂ metriku a jsou formaÂlneÏ shodneÂ s velicÏinami z STR.

DuÊkaz Gaussovy veÏty nevyzÏaduje, aby v integrandech vystupovaly tenzoroveÂ velicÏiny, takzÏe pro libovolnou skupinu funkcõÂ W^{μν} (x^α) platõÂ � Ω W^{μν}_{,ν} d^{(4)}x = � ∂Ω W^{μσ} d^{(3)}S_σ,

kde d^{(4)}x a d^{(3)}S_σ nezaÂvisõÂ na metrice. PodobneÏ lze pouzÏõÂt Gaussovu veÏtu pro funkce s veÏtsÏõÂm pocÏtem indexuÊ, naprÏ. 3. PlatõÂ-li U^{μνλ} = −U^{μλν} , pak � Σ U^{μνλ}_{,λ}d^{(3)}S_ν = 1 2 � ∂Σ U^{μνλ}d^{(2)}S^∗_{νλ}.

V teÏchto vyÂrazech vystupujõÂ jen parciaÂlnõÂ derivace, v elementech d^{(4)}x, d^3S, d^{(2)}S^∗_{νλ} nenõÂ metrika a duÊkazy neobsahujõÂ transformace integranduÊ. ZÏ aÂdnyÂ z integraÂluÊ ovsÏem nenõÂ obecneÏ vektorem - i kdyby W^{μν} a U^{μνλ} byly vektorovyÂmi hustotami, takzÏe integrandy by byly vektory. Pouze v plocheÂm prostorocÏasu jsou integraÂly vektory vuÊcÏi LorentzovyÂm transformacõÂm, nikoliv vsÏak vuÊcÏi obecnyÂm transformacõÂm sourÏadnic.

PrÏi vyÂpocÏtech integraÂluÊ je opeÏt nutno hlõÂdat orientaci vektoruÊ tvorÏõÂcõÂch objemoveÂ elementy, orientace v integraÂlech vlevo je trÏeba mõÂt v souladu s orientacõÂ v integraÂlech vpravo. Gaussovy veÏty je mozÏno prÏepsat pomocõÂ vektoru normaÂly N_ρ k hranici ∂Ω, deőnovan0ho vztahem

d^{(3)}Σ_ρ = ϵ(N)N_ρdV ;

dV je invariantnõÂ, pozitivneÏ deőnitnõÂ objem deőnovanyÂ vztahem dV = |dΣ_αdΣ^α|. (d^{(3)}Σ^ρ = y^{ρλ}d^{(3)}Σ_λ)

IndikaÂtor ϵ(N) = � −1 pro N_ρ cÏasoveÂ povahy +1 pro N_ρ prostoroveÂ povahy

Pro nadplochu t =konst. existuje v kazÏdeÂm sveÏtobodu LIS, v neÏmzÏ d^{(3)}Σ_ρ = � d^{(3)}Σ_0, 0, 0, 0 � , d^{(3)}Σ_0 = −N_0dV = dV, kdyzÏ N^0 = +1, N_0 = −1 a normaÂla mõÂrÏõÂ do budoucnosti a d^{(3)}Σ_0 = −N_0dV = −dV, kdyzÏ N^0 = −1, N_0 = +1 a normaÂla mõÂrÏõÂ do minulosti. Gaussovy veÏty pak platõÂ ve vyÂsÏe uvedeneÂm tvaru, kdyzÏ N^ρ mõÂrÏõÂ staÂle ven z oblasti Ω.

Diskutujme zaÂkon zachovaÂnõÂ v integraÂlnõÂm prÏõÂpadeÏ, plynoucõÂ z Gaussovy veÏty pro vektoroveÂ pole T^σ(x^ι) splnÏujõÂcõÂ podmõÂnku T^σ_{;σ} = 0.

Pak z Gaussovy veÏty plyne � ∂Ω T^σd^{(3)}Σ_σ = 0.

!!! Tady bude obrazek !!!

PodobneÏ speciaÂlneÏ relativistickeÂ situaci vybereme oblast Ω vymezenou prostorovyÂmi nadplochami Σ_1, Σ_2 a źplaÂsÏteÏm vaÂlceł. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe pole T^σ(x^ι) na plaÂsÏti vaÂlce vymizõÂ, tj. bud’je nenuloveÂ v konecÏneÂ oblasti, nebo ubyÂvaÂ tak rychle, zÏe pro plaÂsÏt’ limtneÏ posunutyÂ do nekonecÏna integraÂl vymizõÂ. Pak platõÂ � Σ_1

T^σdΣ_σ + � Σ_2

T^σdΣ_σ = 0

a vzhledem k opacÏneÂ orientaci normaÂl na Σ_1 a Σ_2, dostaÂvaÂme � Σ T^μdΣ_μ = konst

a v sourÏadneÂm systeÂmu, v neÏmzÏ Σ jsou nadplochy t =konst zjistõÂme, zÏe � t=konst

T^0(−g)^{1/2}d^{(3)}x = konst

takzÏe takovyÂ integraÂl nezaÂvisõÂ na cÏase t, je to zachovaÂvajõÂcõÂ se skalaÂr. AnalogickeÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ dostaneme, pokud platõÂ W^{μν}_{,ν} = 0.

Pak � Σ W^{μσ} d^{(3)}S_σ = konst

a v sourÏadneÂm systeÂmu, v neÏmzÏ je Σ daÂno relacõÂ t =konst. bude �

t=konst

W^{μ0}d^{(3)}x = konst.

V tomto prÏõÂpadeÏ ovsÏem zachovaÂvajõÂcõÂ se integraÂly nejsou 4-vektory prÏi obecnyÂch transformacõÂch sourÏadnic.

1.3 Tenzor momentu hybnosti a spin

UvazÏujme LorentzuÊv sourÏadnyÂ systeÂm. VolnaÂ cÏaÂstice maÂ konstantnõÂ 4-hybnost P^μ. PrÏirozenyÂm speciaÂlneÏ relativistickyÂm zobecneÏnõÂm klasickeÂho momentu hybnosti je tenzor

L^{μν} = (x^μ − a^μ)P^ν − (x^ν − a^ν )P^μ

vztazÏenyÂ k bodu prostorocÏasu a^μ. Tento tenzor se prÏi pohybu zachovaÂvaÂ, jak zjistõÂme derivovaÂnõÂm podle vlastnõÂho cÏasu.

Soustava cÏaÂstic. Suma tenzoruÊ prÏes jednotkoveÂ cÏaÂstice se nezachovaÂvaÂ, jestlizÏe cÏaÂstice interagujõÂ (prÏedpoklady duÊkazu II. veÏty impulzoveÂ neplatõÂ, nebot’ sõÂly obecneÏ nejsou centraÂlnõÂ, ani nejsou urcÏeny polohami cÏaÂstic v konkreÂtnõÂm cÏase v duÊsledku retardace). Do momentu hybnosti je nutno zahrnout i prÏõÂspeÏvky polõÂ zprostrÏedkujõÂcõÂch interakce. Vyjdeme proto z tenzoru energie-hybnosti. ZavaÂdõÂme tenzor momentu hybnosti

M^{λμν} = (x^λ − a^λ)T^{μν} − (x^μ − a^μ)T^{λν}

T^{μν} je tenzor energie-hybnosti izolovaneÂho systeÂmu splnÏujõÂcõÂ zaÂkon zachovaÂnõÂ T^{μν}_{,ν} = 0. Je-li T^{μν} symetrickyÂ tenzor, platõÂ M^{λμν}_{,ν} = 0 Pro izolovaneÂ systeÂmy laÂtky a polõÂ lze vzÏdy zkonstruovat symetrickyÂ tenzor energie-hybnosti (naprÏ. pro elektromagnetickeÂ pole cÏi dokonalou kapalinu). SymetrickyÂ tenzor energie-hybnosti lze zõÂskat prÏõÂmo z LagranigiaÂnu, kdyzÏ jej prÏepõÂsÏeme do obecneÏ kovariantnõÂho tvaru a provedeme variaci metrickeÂho tenzoru indukovanou obecnou inőnitezimaÂlnõÂ transformacõÂ sourÏadnic.

Z diferenciaÂlnõÂho zaÂkona zachovaÂnõÂ lze odvodit integraÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ jako v prÏõÂpadeÏ hybnosti. Z Gaussovy veÏty � Ω M^{λμν}_{,ν} d^{(4)}Ω = � ∂Ω M^{λμσ} d^{(3)}Σ_σ = 0

IntegraÂly J^{μν} = M^{λμσ} d^{(3)}Σ_σ prÏes prostorovou nadplochu Σ se zachovaÂvajõÂ. Je-li Σ nadplochou soucÏasnosti t =kon.,

J^{μν} = � t=kon.

M^{μν0} d^{(3)}x

= � t=kon.

[(x^μ − a^μ)T^{ν0} − (x^ν − a^ν )T^{μ0}] d^{(3)}x

a jelikozÏ T^{m0} je m-taÂ slozÏka hustoty hybnosti, prÏipomõÂnaÂ integraÂl s μ, ν ≠ 0 klasickyÂ moment hybnosti.

JelikozÏ M^{λμν} = −M^{μλν} , je takeÂ J^{λμ} = −J^{μλ}, takzÏe J^{mn} maÂ praÂveÏ trÏi nezaÂvisleÂ prostoroveÂ slozÏky, jezÏ popisujõÂ celkovyÂ moment hybnosti izolovaneÂho systeÂmu v cÏase t =kon., vztazÏenyÂ k bodu a^μ. DalsÏõÂ trÏi slozÏky J^{0m} = −J^{m0} daneÂ vztahy

J^{0m} = (t − a^0) � t=kon.

T^{m0} d^{(3)}x − � (x^m − a^m)T^{00} d^{(3)}x

= (t − a^0)P^m − � t=kon.

x^mT^{00} d^{(3)}x + a^mP^0, nemajõÂ bezprostrÏednõÂ fyzikaÂlnõÂ vyÂznam. SouvisejõÂ ovsÏem s pohybem hmotneÂho strÏedu systeÂmu. Deőnujemi-li prostoroveÂ sourÏadnice hmotneÂho strÏedu

x^m_s = � x^mT^{00} d^{(3)}x P^0 , dostaÂvaÂme

x^m_s =

P^m P^0

(t − a^0) + a^m −

J^{0m} P^0 , tj. rovnici rovnomeÏrneÂho prÏõÂmocÏareÂho pohybu hmotneÂho strÏedu s 3-rychlostõÂ dx^m_s dt = P^m P^0 , kteraÂ odpovõÂdaÂ 4-rychlosti (M je celkovaÂ klidovaÂ hmotnost systeÂmu) U^μ =

P^μ (−P_σ P^σ)^{1/2} = P^μ M . VsÏechny uvaÂdeÏneÂ vztahy platõÂ v libovolneÂm inerciaÂlnõÂm systeÂmu. Jeden z nich je ovsÏem privilegovanyÂ: jde o klidovyÂ systeÂm L^0, jenzÏ se pohybuje 4-rychlostõÂ U^μ, takzÏe v neÏm platõÂ P^0_{(0)} = M, P^i_{(0)} = 0 Zavedeme nynõÂ vlastnõÂ hmotnyÂ strÏed vztahem

x^m_{(0)vs} = 1 M � t_{(0)} =kon.

x^m_{(0)}T^{00}_{(0)} d^{(3)}x_{(0)}

UvidõÂme, zÏe poloha hmotneÂho strÏedu zaÂvisõÂ na inerciaÂlnõÂm systeÂmu, vuÊcÏi neÏmuzÏ je hmotnyÂ strÏed deőnovaÂn. VsÏechny hmotneÂ strÏedy se pohybujõÂ4-rychlostõÂ U^μ, takzÏe jsou v klidu vuÊcÏi L^0 i vuÊcÏi vlastnõÂmu hmotneÂmu strÏedu.

1.3.1 SpinovyÂ (vnitrÏnõÂ) moment hybnosti S^{μν} . Je to moment hybnosti vuÊcÏi (jakeÂkoliv) udaÂlosti lezÏõÂcõÂ na sveÏtocÏaÂrÏe vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu. V L^0 bude mõÂt takovaÂ udaÂlost sourÏadnice (a^0_{(0)}, x^i_{(0)vs}). SpinovyÂ moment J^{μν} znacÏõÂme S^{μν} . V L^0 bude platit S^{0m}_{(0)} = 0. TrÏem nezaÂvislyÂm prostorovyÂm slozÏkaÂm S^{mn}_{(0)} prÏirÏazujeme 4-vektor spinu o slozÏkaÂch

S_{(0)0} = 0, S_{(0)1} = S^{23}_{(0)}, S_{(0)2} = S^{31}_{(0)}, S_{(0)3} = S^{12}_{(0)}

V obecneÂm inercilnõÂm systeÂmu L maÂ 4-vektor spinu slozÏky

S_μ = − 1 2 ε_{μνκλ}S^{νκ}U^λ

ProtozÏe jde o tenzorovou rovnici, stacÏõÂ ji dokaÂzat v jednom sourÏadnicoveÂm systeÂmu, naprÏ L^0, kde je U^λ_{(0)} = (1, 0, 0, 0) a S^{μν}_{···} jsou daÂny vyÂsÏe.

PrÏejdeme-li od referencÏõÂho bodu a^μ k noveÂmu bodu ã^μ a zavedeme-li oznacÏenõÂ b^μ ≡ ã^μ − a^μ, pak zmeÏna celkoveÂho momentu hybnosti bude

J^{λμ}|_ã − J^{λμ}|_a = −b^λP^μ + b^μP^λ

LezÏõÂ-li a^μ na sveÏtocÏaÂrÏe vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu, pak J^{λμ}|_a ≡ S^{λμ}. NynõÂ je evidentnõÂ, zÏe ve vztahu pro 4-vektor spinu lze psaÂt mõÂsto S^{λμ} tenzor J^{λμ} - moment hybnosti vzhledem k libovolneÂmu bodu, nebot’cÏleny vpravo po vynaÂsobenõÂ U^λ = P^λ/M jsou kvadratickeÂ v P a vypadnou prÏi uÂzÏenõÂ s antisymetrickyÂm ε_{αβγδ}. ObecneÏ proto platõÂ

S_μ = − 1 2 ε_{μνκλ}J^{νκ}U^λ;

spin na volbeÏ referencÏnõÂho bodu nezaÂvisõÂ. Ihned nahleÂdneme, zÏe 4-vektor spinu je kolmyÂ na 4-rychlost soustavy:

S_μU^μ = 0

LezÏõÂ-li a^μ na sveÏtocÏaÂrÏe vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu, ã^μ je libovolneÂ, dostaÂvaÂme rozklad

J^{λμ} = S^{λμ} + L^{λμ}

CelkovyÂ moment hybnosti vuÊcÏi obecneÂmu ã^μ je slozÏen z vnirÏnõÂho momentu S^{λμ} a orbitaÂlnõÂho momentu

L^{λμ} = −b^λP^μ + b^μP^λ = (a^λ − ã^λ)P^μ − (a^μ − ã^μ)P^λ.

L^{λμ} je moment hmotneÂho bodu s 4-hybnostõÂ P^μ, umõÂsteÏneÂho ve vlastnõÂm hmotneÂm strÏedu vuÊcÏi ã^μ. DaÂle platõÂ: 1 M^2

J^{λμ}P_μ = b^λ + U^λ(U_μb^μ) = b^λ_⊥;

projekci b^μ do smeÏru kolmeÂho k U^μ urcÏõÂme ze soucÏinu J^{λμ} a P^μ.

Pro izolovanyÂ systeÂm se 4-vekor spinu zachovaÂvaÂ, spolu se 4-vektorem P^μ a celkovyÂm momentem hybnosti J^{λμ}:

dS_μ dt = − 1 2 ε_{μνκλ} dJ^{νκ} dt U^λ − 1 2 ε_{μνκλ}J^{νκ} d dt � P^λ M � = 0.

Je-li systeÂm nestacionaÂrnõÂ, urcÏõÂme rychlost ztraÂty momentu hybnosti vzhledem k pocÏaÂtku sourÏadnic plochou S ve tvaru − dJ^{μν} dt = � S M^{μνj} d^{(2)}S_j = � S (x^μT^{νj} −x^ν T^{μj} ) d^{(2)}S_j ;

postup odvozenõÂ je analogickyÂ odvozenõÂ rychlosti ztraÂty hybnosti.

Pro ztraÂtu vnitrÏnõÂho momentu hybnosti (v systeÂmu, v neÏmzÏ P^m = 0 a pocÏaÂtek lezÏõÂ ve vlastnõÂm hmotneÂm strÏedu) budou netriviaÂlnõÂ slozÏky (1, 2), (2, 3), (1, 3).

UrcÏujeme-li ztraÂtu momentu hybnosti v duÊsledku vyzarÏovaÂnõÂ, musõÂme plochu S mõÂt ve vlnoveÂ zoÂneÏ (prÏõÂklad: binaÂrnõÂ systeÂm gravitacÏneÏ zaÂrÏõÂ a ztraÂcõÂ moment hybnosti).

HmotneÂ strÏedy deőnovaneÂ v obecnyÂch inerciaÂlnõÂch systeÂmech L se lisÏõÂ od vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu deőnovaneÂho v L^0. HmotnyÂ strÏed v L je ovsÏem v klidu vuÊcÏi L^0, protozÏe v L maÂ rovneÏzÏ 4-rychlost U^μ. Poloha hmotnyÂch strÏeduÊ tedy zaÂvisõÂ na L, vuÊcÏi nimzÏ jsou deőnovaÂny, vsÏechny hmotneÂ strÏedy jsou v klidu vuÊcÏi L^0. UrcÏeme vztah mezi polohou vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu vuÊcÏi hmotneÂmu strÏedu vzhledem k L. VyjdeÏme ze vztahu pro J^{om}. Za udaÂlost a^μ zvolõÂme libovolnou udaÂlost na sveÏtocÏaÂrÏe vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu, takzÏe J^{om} je prÏevedeno na S^{om}, a^m nahradõÂme x^m_{vs}, cozÏ jsou prostoroveÂ sourÏadnõÂce vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu v systeÂmu L. Pak v sourÏadnicõÂch systeÂmu L lze psaÂt vztah pro J^{om} ve tvaru

(t − a^0)P^m − (x^m_s − x^m_{vs})P^0 − S^{om} = 0.

Zavedeme 4-vektor Δx^μ_s , jenzÏ maÂ v L slozÏky (t − a^0, x^m_s − x^m_{vs}), ś spojuje tedy udaÂlost na sveÏtocÏaÂrÏe vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu s udaÂlostõÂ na sveÏtocÏaÂrÏe hmotneÂho strÏedu vzhledem k L. DaÂle zavedeme 4-vektor V^μ, jenzÏ maÂ v L slozÏky V^μ = (1, 0, 0, 0), takzÏe v jineÂm inerciaÂlnõÂm systeÂmu ~L je to 4- rychlost L (pocÏaÂtku) vuÊcÏi ~L. Pak muÊzÏeme vyÂsÏe uvedenyÂ vztah prÏepsat do kovariantnõÂho tvaru

(Δx^μ_s P^ν − Δx^ν_s P^μ − S^{μν} )V_μ = 0.

Tento vztah platõÂ v libovolneÂm inerciaÂlnõÂ systeÂmu a v L^0 se redukuje na jednoduchyÂ 3-dimenzionaÂlnõÂ vztah

Δx_{(0)s} = − 1 M (V_{(0)} × S_{(0)}),

kde V_{(0)} = (V^i_{(0)}/V^0_{(0)}) je obycÏejnaÂ rychlost systeÂmu L v systeÂmu L_0. Oba hmotneÂ strÏedy jsou v klidu v L_0 a separuje je vektor Δx_{(0)s}. HmotneÂ strÏedy splynou, kdyzÏ fyzikaÂlnõÂ systeÂm nemaÂ vnitrÏnõÂ moment hybnosti, takzÏe S = 0. Pro ν = 0 dostaÂvaÂme Δx_{(0)s} · v = 0, cozÏ ovsÏem jizÏ plyne z (2.16). V beÏzÏnyÂch jednotkaÂch je Δx_{(0)s} ∼ 1/c^2, takzÏe v nerelativistickeÂ limiteÏ bude Δx_{(0)s} ∼ 0.

Z hlediska L^0 vytvorÏõÂ hmotneÂ strÏedy vuÊcÏi ruÊznyÂm L kruhovyÂ disk kolmyÂ k S o polomeÏru (v beÏzÏnyÂch jednotkaÂch) R = |S|/cM se strÏedem ve vlastnõÂm hmotneÂm strÏedu. Pro Zemi vychaÂzõÂ R ∼ 10 m, pro atomy ovsÏem muÊzÏe byÂt R srovnatelneÂ s rozmeÏry atomu.

PrÏi danyÂch hodnotaÂch M a |S| je polomeÏr fyzikaÂlnõÂho sysyteÂmu konecÏnyÂch rozmeÏruÊ r omezen v klidoveÂm systeÂmu L^0 zdola limitou r ≥ R = |S|/cM, pokud je v kazÏdeÂm L hustota energie T^{00} ≥ 0. Pokud by byl rozmeÏr mensÏõÂ, existoval by systeÂm L, v neÏmzÏ by se hmotnyÂ strÏed nachaÂzel vneÏ fyzikaÂlnõÂho systeÂmu a hustota energie by nemohla byÂt pozitivneÏ deőnitnõÂ. Jsou-li daÂny rozmeÏr R a hmotnost M fyzikaÂlnõÂho systeÂmu, na velikost spinu dostaÂvaÂme omezenõÂ |S| < cRM.

1.3.2 Fermiho a FermihośWalkeruÊv prÏenos

PrÏedpoklaÂdejme, zÏe v L^0, v neÏmzÏ je v daneÂm okamzÏiku vlastnõÂ hmotnyÂ strÏed fyzikaÂlnõÂho systeÂmu v klidu, puÊsobõÂ na systeÂm sõÂla pouze v tomto strÏedu ś nevznikajõÂ tedy momenty sil. To je realizovatelneÂ bodovou cÏaÂsticõÂ se spinem, nebo bezsilovyÂm setrvacÏnõÂkem upevneÏnyÂm ve strÏedu. Pak v L^0, kde v daneÂm okamzÏiku je U^λ_{(0)} = (1, 0, 0, 0), platõÂ

dS^i_{(0)} dt_{(0)}

= 0.

Tento vztah lze prÏepsat pro libovolneÂ L v lorentzovsky invariantnõÂm tvaru dS^μ dτ = AU^μ;

τ je vlastnõÂ cÏas vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu. MultiplikativnõÂ faktor A musõÂme urcÏit. DerivovaÂnõÂm podmõÂnky ortogonality S_μU^μ = 0 dostaneme

S_κ dU^κ dτ + AU_κU^κ = 0,

takzÏe vzhledem k relacõÂm U_αU^α = −1, m^{dU α}_{dτ} = f^α (f^α je 4-sõÂla) lze psaÂt

A = S_κ dU^κ dτ = S_κ f^κ M a 4-vektor spinu v takoveÂm prÏõÂpadeÏ splnÏuje rovnici

dS^α dτ = � S_κ dU^κ dτ U^α �

Vektor S^α splnÏujõÂcõÂ tuto diferenciaÂlnõÂ rovnici podeÂl sveÏtocÏaÂry x^μ(τ) s tecÏnyÂmi vektory U^μ = dx^μ/dτ se podeÂl teÂto sveÏtocÏaÂry prÏenaÂsÏõÂ Fermiho prÏenosem.

PrÏi Fermiho prÏenosu vektor S^α nekonaÂ zÏaÂdnou rotaci vuÊcÏi osaÂm inerciaÂlnõÂho systeÂmu, v neÏmzÏ je v daneÂm okamzÏiku v klidu U^μ = (1, 0, 0, 0). Vektor S^α konaÂ rotaci v (cÏasoveÂ) rovineÏ vektoruÊ U^μ a dU^μ/dτ , prÏicÏemzÏ zuÊstaÂvaÂ ortogonaÂlnõÂ k U^μ. NaprÏ. v rovineÏ (t, x) bude 4-vektor S^α konat rotaci, bude-li dS^α dτ = −Ω^{ακ}S_κ,

kde Ω^{ακ} = −Ω^{κα} maÂ nenuloveÂ slozÏky Ω^{tx} = −Ω^{xt}; pak dS^α maÂ nenuloveÂ slozÏky dS^t, dS^x, prÏicÏemzÏ slozÏky S^y, S^z se nemeÏnõÂ. SamotnyÂ S^α v rovineÏ (t, x) lezÏet nemusõÂ.

Vektor S^α bude konat rotaci v rovineÏ vektoruÊ U^ι, A^ι = dU^ι/dτ, pokud Ω^{ικ} = A^ιU^κ − U^ιA^κ. Pak dostaÂvaÂme

dS^ι dτ = −Ω^{ικ}S_κ = −A^ι(U^κS_κ) + (S_κA^κ)U^ι

a prÏi S_κU^κ = 0 dostaÂvaÂme podmõÂnku Fermiho prÏenosu. Tato podmõÂnka zajisÏt’uje zachovaÂnõÂ podmõÂnky ortogonality S_κU^κ = 0 beÏhem prÏenosu: d dτ (S_κU^κ) = dS_κ dτ U^κ + S_κ dU^κ dτ = � S_μ dU^μ dτ � U_κU^κ � � � =−1 +S_κ dU^κ dτ = 0

V prÏõÂpadeÏ zrychleneÂho pohybu spin zachovaÂvaÂ svuÊj smeÏr a velikost v kazÏdeÂm okamzÏiteÂm klidoveÂm inerciaÂlnõÂm systeÂmu, avsÏak vuÊcÏi pevneÂmu inerciaÂlnõÂmu systeÂmu se meÏnõÂ ś jde o tzv. Thomasovu precesi! Pokud fyzikaÂlnõÂ systeÂm (cÏaÂstice, setrvacÏnõÂk) nenõÂ urychlen (U^μ = konst.), spin se prÏenaÂsÏõÂ paralelneÏ!

Fermiho prÏenos pro libovolnyÂ vektor kolmyÂ k U^ι zachovaÂvaÂ jejich ortogonalitu a velikost. PomocõÂ Fermiho prÏenosu muÊzÏeme zaveÂst lokaÂlnõÂ referencÏnõÂ systeÂm urychleneÂho pozorovatele. FyzikaÂlneÏ realizujeme osy tohoto referencÏnõÂho systeÂmu trÏemi navzaÂjem kolmyÂmi setrvacÏnõÂky, upevneÏnyÂmi ve spolecÏneÂm vlastnõÂm hmotneÂm strÏedu. SõÂla triaÂdu setrvacÏnõÂkuÊ urychluje, puÊsobõÂ vsÏak ve spolecÏneÂm vlastnõÂm hmotneÂm strÏedu, takzÏe spin kazÏdeÂho setrvacÏnõÂku je fermiovsky prÏenaÂsÏen. Vektory spinu oznacÏõÂme jako vektory baÂze e^α_{(i)}, i = 1, 2, 3 cÏõÂsluje vektory. V daneÂm τ = τ_0 je normujeme a uveÏdomõÂme si, zÏe jsou kolmeÂ k U^μ.

η_{λμ}e^λ_{(i)}e^μ_{(j)} = S_{ij} ; η_{λμ}e^λ_{(i)}U^μ = 0

Zavedeme-li v τ > τ_0 podeÂl sveÏtocÏaÂry x^μ(τ) vektory e^ν_{(i)}(τ) vyhovujõÂcõÂ rovnici Fermiho prÏenosu

de^ι_{(i)} dτ = � e_{(i)κ} dU^κ dτ � U^ι,

maÂme zajisÏteÏno, zÏe e^ι_{(i)} budou s U^μ v libovolneÂm τ tvorÏit ortonormaÂlnõÂ tetraÂdu, kteraÂ splnÏuje (2.42), prÏicÏemzÏ triaÂda e^ι_{(i)} bude ve vyÂsÏe popsaneÂm smyslu nerotujõÂcõÂ!

FermihośWalkeruÊv prÏenos je zobecneÏnõÂm Fermiho prÏenosu ś na rozdõÂl od vektoruÊ prÏenaÂsÏenyÂch kolmo k U^μ se zavaÂdõÂ pro libovolneÂ vektory. Vektor W^μ je prÏenaÂsÏen FermihośWalkerovyÂm zpuÊsobem podeÂl sveÏtocÏaÂry x^μ(τ), jeli splneÏna rovnice

dW^μ dτ = � W_κ dU^μ dτ � U^μ − (W_κU^κ) dU^μ dτ . Pro W^μ ⊥ U^μ dostaÂvaÂme jizÏ automaticky rovnici Fermiho prÏenosu.

Rovnici FermihośWalkerova prÏenosu opeÏt muÊzÏeme prÏepsat ve tvaru dW^α dτ = −Ω^{ακ}W_κ, kde Ω^{ακ} = −Ω^{κα} = A^αU^κ − A^κU^α, A^α = dU^α dτ ; opeÏt jde o rotaci v rovineÏ A^α, U_α, ve stejneÂm smyslu jako u rotace prÏi Fermiho prÏenosu, W^μ ovsÏem nemusõÂ byÂt kolmeÂ k U^μ. Je evidentnõÂ, zÏe samotnyÂ 4-vektor rychlosti U^μ je prÏenaÂsÏen FermiśWalkerovyÂm prÏenosem podeÂl x^μ(τ). PrÏirozenou, nerotujõÂcõÂ tetraÂdou urychleneÂho pozorovatele je cÏtverÏice ortonormaÂlnõÂch vektoruÊ {e^μ_{(ι)}}, e^μ_{(0)} = U^μ, Fermiś Walkerovsky prÏenaÂsÏenaÂ podeÂl sveÏtocÏaÂry.

1.3.3 FermihośWalkeruÊv prÏenos v krÏiveÂm prostorocÏase

V krÏivyÂch prostorocÏasech se volnaÂ testovacõÂ cÏaÂstice pohybuje po geodetice, tj. s nulovyÂm 4-zrychlenõÂm:

A^μ =

DU^μ dτ = U^μ_{;ν} U^ν = 0,

kde 4-rychlost splnÏuje normovacõÂ podmõÂnku

g_{μν} U^μU^ν = −1.

MaÂ-li cÏaÂstice spin, 4-vektor S^μ se podeÂl geodetiky rovneÏzÏ prÏenaÂsÏõÂ paralelneÏ: DS_μ dτ = 0,

jelikozÏ na cÏaÂstici nepuÊsobõÂ vneÏjsÏõÂ (negravitacÏnõÂ) sõÂly. Pro spin prÏitom staÂle musõÂ platit

S_μU^μ = 0

PuÊsobõÂ-li na cÏaÂstici vneÏjsÏõÂ sõÂla, pohybovaÂ rovnice maÂ pro 4-zrychlenõÂ kovariantnõÂ tvar

A^μ =

DU^μ dτ = f^μ m ; 4-sõÂlu f^μ urcÏõÂme v libovolneÂm referencÏnõÂm systeÂmu tak, zÏe vyjdeme z vyÂrazu pro 4-sõÂlu v LIS (naprÏ. v okamzÏiteÂm klidoveÂm systeÂmu) a prÏetransformujeme jej na 4-vektor v obecneÂm sourÏadneÂm systeÂmu. PuÊsobõÂ-li sõÂla na cÏaÂstici ve vlastnõÂm hmotneÂm strÏedu, zaÂkon prÏenosu spinu zõÂskaÂme prÏevedenõÂm rovnice Fermiho prÏenosu do kovariantnõÂ podoby (tj. rovnici Fermiho prÏenosu v gravitacÏnõÂm poli)

DS^ν dτ = � S_κ

DU^κ dτ U^ι � . SoucÏasneÏ ovsÏem platõÂ S_μU^μ = 0 a vektor spinu zuÊstaÂvaÂ staÂle kolmyÂ na 4-rychlost (tj. tecÏnu ke sveÏtocÏaÂrÏe). PrÏitom vuÊcÏi osaÂm LIS, kteryÂ se v daneÂm bodeÏ prostorocÏasu pohybuje stejnou rychlostõÂ nekonaÂ zÏaÂdnou rotaci.

ZobecneÏnõÂ na prÏenos vektoruÊ, jezÏ nemusejõÂ byÂt kolmeÂ k U^μ je FermihośWalkeruÊv prÏenos, jenzÏ bude v obecneÂm gravitacÏnõÂm poli daÂn kovariantnõÂ rovnicõÂ

DW^ι dτ = � W_κ

DU^κ dτ � U^ι − (W_κU^κ)

DU^ι dτ VõÂme, zÏe kazÏdyÂ systeÂm se spinem maÂ zdola omezenyÂ polomeÏr musõÂ byÂt žminimaÂlneÏ rozlehlyÂž. DaÂ se proto ocÏekaÂvat, zÏe se cÏaÂstice se spinem nebude pohybovat prÏesneÏ po geodetice, jak plyne z principu ekvivalence a prÏedpokladu minimaÂlnõÂ vazby, nyÂbrzÏ zÏe se v pohyboveÂ rovnici objevõÂ cÏlen uÂmeÏrnyÂ Riemannovu tenzoru krÏivosti. VõÂme totizÏ, zÏe RiemannuÊv tenzor popisuje nehomogenity gravitacÏnõÂho pole, tj. slapoveÂ sõÂly, jezÏ se prÏi puÊsobenõÂ na žrozlehlouž cÏaÂstici mohou projevit. PlneÏ uspokojiveÂ rÏesÏenõÂ tohoto probleÂmu neexistuje, vzhledem k potõÂzÏõÂm s rigoroÂznõÂ deőnicõÂ teÏzÏisÏteÏ rotujõÂcõÂho teÏlesa v krÏivyÂch prostorocÏasech.

Odchylky od geodetiky budou jisteÏ maleÂ a povedou ke 4-zrychlenõÂ, jezÏ se od nuloveÂho budou lisÏit o cÏleny

mδA^μ ∼ ε^{αβρσ} R^{μκ}_{αβ} U_κS_ρU_σ.

Pro rotujõÂcõÂ teÏleso s uÂhlovou rychlostõÂ ω, polomeÏrem R, hmotnostõÂ m pohybujõÂcõÂ se rychlostõÂ v ≪ 1 v newtonovskeÂm potenciaÂlu Φ ∼ M/r jsou velikosti slozÏek vlastnõÂho momentu hybnosti (spinu) |S_i| ∼ (mR^2)ω a prostoroveÂ slozÏky 4-rychlosti |U_i ∼ v ∼ (M/r)^{1/2} (ze zaÂkona zachovaÂnõÂ energie prÏi pohybu v gravitacÏnõÂm poli). Pro slozÏky Riemannova tenzou je typicky |R^{μν}_{αβ} | ∼ ∇(∇Φ) ∼ M/r^3. CÏasovaÂ slozÏka |S_0| ∼ v|S_i| ≪ |S_i|, (|U_0| ∼ 1).

Pro slabeÂ gravitacÏnõÂ pole je g_{00} ≈ −(1 + 2Φ), g_{11} = g_{22} = g_{33} = (1 − 2Φ) a lze ukaÂzat, zÏe slozÏky R^{m0}_{ab} = 0. NejveÏtsÏõÂ prÏõÂspeÏvek v δA^i bude mõÂt tvar

|δA^i| ∼ m^{−1}|R^{i0}_{j0}||U_0||S_r|U_s|

∼ m^{−1}(M/r^3)(1)(mR^2ω)(M/r)^{12} tj. δA^i ≈ � ωR^2 r � � M r �_{1/2}

a_{Newton}; a_{Newton} = M r^2 . Pokud by planeta rotovala meznõÂ rychlostõÂ (na rovnõÂku se odstrÏedivaÂ sõÂla rovnaÂ gravitacÏnõÂ), ω^2 = m/R^3, bylo by

|δA^i| ≤ � m R �_{1/2} � R r � � M r �_{1/2} a_{Newton}

a v nasÏõÂ planetaÂrnõÂ soustaveÏ bude |δA^i| ≤ 10^{−12}a_{Newton}

1.3.4 LokaÂlnõÂ referencÏnõÂ systeÂm

MeÏjme libovolneÏ se pohybujõÂcõÂho pozorovatele se sveÏtocÏaÂrou (v obecneÂm sourÏadneÂm systeÂmu) Z^μ(τ); τ je vlastnõÂ cÏas pozorovatele. Pozorovatel je vybaven ortonormaÂlnõÂ triaÂdou vektoruÊ e^μ_{(i)} (meÏrÏõÂcõÂch tycÏõÂ), jezÏ budou pouzÏõÂvaÂny ke konstrukci noveÂho sourÏadneÂho systeÂmu v bezprostrÏednõÂm okolõÂ pozorovatele. V noveÂm sourÏadneÂm systeÂmu, oznacÏeneÂm {X^μ}, bude sveÏtocÏaÂra pozorovatele pocÏaÂtkem, tj. x^i = 0. CÏasovaÂ sourÏadnice x^0 ≡ τ. Jako žnultyÂž vektor baÂze bude tedy vystupovat 4-rychlost pozorovatele; ta maÂ v {X^μ} slozÏky e^μ_{(0)} ≡ U^μ = (1, 0, 0, 0). JelikozÏ je v takoveÂm sourÏadneÂm systeÏmu e^μ_{(i)} = δ^μ_i a tetraÂda je ortonormaÂlnõÂ, musõÂ byÂt podeÂl sveÏtocÏaÂry pozorovatele (historie pocÏaÂtku, x^i = 0, τ libovolneÂ) g_{μν} = η_{μν} , g_{μν,0} = 0. Proto maÂ metrika v bezprostrÏednõÂm okolõÂ sveÏtocÏaÂry (uzÏitõÂm Taylorova rozvoje) tvar

ds^2 = η_{μν} dx^μ dx^ν + g_{μν,i}x^idx^μ dx^ν .

Pozorovatel vysÏle ve smeÏru trÏõÂ prostorovyÂch vekroruÊ e^μ_{(i)} trÏi prostoroveÂ geodetiky (viz obr.), jezÏ budou parametrizovaÂny vlastnõÂ deÂlkou (obloukem) s vystupujõÂcõÂ v roli prostoroveÂ sourÏadnice meÏrÏeneÂ podeÂl prÏõÂslusÏnyÂch sourÏadnyÂch cÏar (geodetik).

!!! Tady bude obrazek !!!

UvazÏujme blõÂzkyÂ bod P , k neÏmuzÏ vede prostorovaÂ geodetika. P i geodetika lezÏõÂ v nadplosÏe x^0 ≡ τ = konst. SourÏadnice bodu jsou x^μ = t^μ.s; t^μ je jednotkovyÂ vektor s pocÏaÂtkem ve smeÏru geodetiky, s je deÂlka oblouku. Proto je d^2x^μ/ds^2 = 0 a rovnice geodetiky maÂ v pocÏaÂtku tvar:

Γ^μ_{ij} dx^i ds dx^j ds = Γ^μ_{ij} t^it^j = 0

pro libovolnaÂ t^i. MusõÂ tedy byÂt Γ^μ_{ij} = 0 . Z rovnice g_{αβ,γ} = g_{μα}Γ^μ_{βγ} + g_{μβ} Γ^μ_{αγ} a z metriky vyÂsÏe zavedeneÂ pak plyne, opeÏt pouze v pocÏaÂtku x^i = 0 a prÏi libovolneÂm τ, zÏe je

g_{ij,k} = 0; g_{0i,j} = −g_{0j,i}.

JelikozÏ je g_{0i,j} antisymetrickaÂ v i, j, maÂ jen trÏi nezaÂvisleÂ žslozÏkyž, jimzÏ lze prÏirÏadit 3-vektor ω^k, takovyÂ, zÏe

g_{0i,j} = −ε_{ijk} ω^k,

kde ε_{ijk} je 3-dimenzionaÂlnõÂ Levi-CivituÊv symbol; prostorovaÂ metrika je v x^i = 0 eukleidovskaÂ.

ProstoroveÂ slozÏky 4-zrychlenõÂ uvazÏovaneÂho pozorovatele jsou v zavedenyÂch sourÏadnicõÂch daÂny relacemi

a^i = U^i_{;μ}U^μ = U^i_{;0} = Γ^i_{0ρ}U^ρ = Γ^i_{00} = 1 2 η^{iμ}(g_{μ0,0} + g_{0μ,0} − g_{00,μ}),

takzÏe a^i = − 1 2 g_{00,i}

a derivace g_{00} lze vyjaÂdrÏit pomocõÂzrychlenõÂ. Metriku v okolõÂ sveÏtocÏaÂry uvazÏovaneÂho pozorovatele, vyjaÂdrÏenou v jeho prÏirozenyÂch sourÏadnicõÂch pak dostaÂvaÂme v prosteÂ formeÏ:

ds^2 = −(1 + 2a_ix^i)(dx^0)^2 − 2ε_{ijk}x^j ω^kdx^0dx^i +δ_{ij} dx^idx^j + O(|x^i|^2)dx^λdx^κ

NenuloveÂ slozÏky aőnnõÂ konexe prÏõÂslusÏnyÂch teÂto metrice jsou

Γ^i_{00} = a^i, Γ^0_i = a_i, Γ^i_{0j} = −ε^i_{jk}ω^k.

ZkonstruovanyÂ systeÂm nazyÂvaÂme lokaÂlneÏ referencÏnõÂ systeÂm (LRS) urychleneÂho pozorovatele. Metrika platõÂ v okolõÂ pocÏaÂtku s prÏesnostõÂ cÏlenuÊ lineaÂrnõÂch v x^i (u kvardratickyÂch cÏlenuÊ by se objevily slozÏky Riemannova tenzoru). Pokud je LRS nerotujõÂcõÂ a pozorovatel volneÏ padaÂ, pak vsÏechny slozÏky aőnnõÂ konexe budou nuloveÂ, stejneÏ jako derivace metriky. Pak LRS je LIS ś na rozdõÂl od drÏõÂve diskutovanyÂch LIS, omezenyÂch na okolõÂ jedineÂho sveÏtobodu, nynõÂ jde o LIS v okolõÂ sveÏtocÏaÂry (geodetiky).

Jde-li o LRS podeÂl urychleneÂ sveÏtocÏaÂry, lze v kazÏdeÂ udaÂlosti na sveÏtocÏaÂrÏe naleÂzt LIS pohybujõÂcõÂ se stejnou rychlostõÂ jako LRS (tj. U^μ, jehozÏ osy v daneÂm okamzÏiku splyÂvajõÂ s osami LRS, i kdyzÏ osy LRS vuÊcÏi osaÂm LIS obecneÏ rotujõÂ. Lze prÏedpoklaÂdat, zÏe udaÂlost, v nõÂzÏ LIS konstruujeme, lezÏõÂ v prostoroveÂm i cÏasoveÂm pocÏaÂtku LRS, takzÏe......

UvazÏujme, zÏe LRS pozorovatele v jisteÂm okamzÏiku mõÂjõÂ volneÏ padajõÂcõÂ cÏaÂstice. PohybovaÂ rovnice cÏaÂstice je rovnice geodetiky, parametrizovanaÂ vlastnõÂm cÏasem λ. Rovnice geodetiky zapsanaÂ v LRS daÂvaÂ v cÏasoveÂ slozÏce

d^2x^0 dλ^2

+ 2a_i dx^0 dλ dx^i dλ = 0 a prostoroveÂ slozÏky lze psaÂt s vyuzÏitõÂm cÏasoveÂ slozÏky v naÂzorneÂm tvaru

r̈ = −a − 2ω × r + 2(a · ṙ)ṙ, kde tecÏka znacÏõÂ derivaci podle vlastnõÂho cÏasu pozorovatele, a = (a^i) jsou prostoroveÂ slozÏky jeho zrychlenõÂ a r = (x^i) jsou sourÏadnice cÏaÂstice volneÏ padajõÂcõÂ v LRS. PrvnõÂ cÏlen odpovõÂdaÂ zrychlenõÂ pozorovatele, trÏetõÂ cÏlen je relativitsickaÂ korekce (v konvencÏnõÂch jednotkaÂch ∼ 1/c^2), druhyÂ cÏlen je Coriolisovo zrychlenõÂ.

I kdyzÏ pozorovatel volneÏ padaÂ, zrychlenõÂ cÏaÂstice vuÊcÏi neÏmu nemusõÂ byÂt nuloveÂ, nebot’ osy mohou prÏi paÂdu rotovat a v sourÏadneÂm systeÂmu vaÂzaneÂm na tyto osy se objevõÂ Coriolisovo zrchlenõÂ. Pouze je-li Γ^i_{0j} = 0, tj. ⃗ω = 0, Coriolisovo zrychlenõÂ se neobjevõÂ. To by ovsÏem meÏlo platit tehdy, kdyzÏ se triaÂda e^μ_{(i)} prÏenaÂsÏõÂ FermihośWalkerovyÂm prÏenosem, vlastneÏ Fermiho prÏenosem, nebot’e^μ_{(i)} jsou staÂle ortogonaÂlnõÂ k U^μ. SkutecÏneÏ pro FermihośWalkeruÊv prÏenos vektoruÊ e^μ_{(i)} dostaÂvaÂme

De^μ_{(i)} dτ ≡ e^μ_{(i);ρ}U^ρ = e^μ_{(i);0} = e^μ_{(i),0} + Γ^μ_{κ0}e^κ_{(i)} = Γ^μ_{i0}

= (e^κ_{(i)}a_κ)U^μ = a_iU^μ = a_iδ^μ_0 .

Pro μ = j vidõÂme, zÏe FermihośWalkeruÊv prÏenos je ekvivalentnõÂ Γ^j_{i0} = 0, tj. ⃗ω = 0. NaÂzorneÏ to ukazuje i v raÂmci obecneÂ relativity, zÏe vektory prÏenaÂsÏeneÂ Fermihoś WalkerovyÂm zpuÊsobem nerotujõÂ.

...sourÏadnice v LRS jsou x^i = x^0 = 0. Transformace od LRS (x^μ) k LIS (ξ^μ) je daÂna relacemi:

ξ^i = x^i + 1 2 a^i(x^0)^2 + ε^{ijk} ω^j x^kx^0 + O(|x^i|^3),

ξ^0 = x^0 + (a_sx^s)x^0 + O(|x^i|^3).

InverznõÂ transformace je daÂna relacemi

x^i = ξ^i − 1 2 a^i(ξ^0)^2 + ε^{ijk} ω^j ξ^kξ^0 + O(|ξ^i|^3),

x^0 = ξ^0 − (a_sξ^s)ξ^0 + O(|ξ^i|^3).

Z transformacÏnõÂch vztahuÊ pro metriku a aőnnõÂ konexi zjistõÂme, zÏe v pocÏaÂtku LIS (ξ^i = ξ^0 = 0) je metrika MinkovskeÂho a slozÏky aőnnõÂ konexe vymizõÂ.

PrÏi ω^i = 0 jsou vyÂsÏe uvedeneÂ transformace limitou prÏesneÂ transformace mezi rovnomeÏrneÏ zrychlenyÂm a inerciaÂlnõÂm systeÂmem ve STR. Pokud se rovnomeÏrneÏ zrychlenyÂ systeÂm (v STR je jeho zrychlenõÂ konstantnõÂ v kazÏdeÂm okamzÏiteÂm klidoveÂm IS) se sourÏadnicemi x, y, z, t pohybuje se zrychlenõÂm a podeÂl prvnõÂ osy inerciaÂlnõÂho systeÂmu se sourÏadnicemi X, Y, Z, T , prÏesnaÂ transformace je ve standardnõÂch jednotkaÂch: X = c^2 a � cosh at c − 1 � + x cosh at c , Y = y,

Z = z, T = c a sinh at c + x c sinh at c . Rozvojem hyperbolickyÂch funkcõÂ v (at/c) a ponechaÂnõÂm prvnõÂch cÏlenuÊ dostaneme transformacÏnõÂ vztahy uvedeneÂ vyÂsÏe.

1.4 Energie, hybnost a moment hybnosti gravitacÏnõÂho pole

Podle EinsteinovyÂch gravitacÏnõÂch rovnic budõÂ fyzikaÂlnõÂ systeÂmy gravitacÏnõÂ pole prostrÏednictvõÂm symetrickeÂho tenzoru energieśhybnosti. V raÂmci STR tenzor energieśhybnosti izolovaneÂho systeÂmu splnÏuje zaÂkon zachovaÂnõÂ

T^{μν}_{,ν} = 0

a zaÂkon zachovaÂnõÂ momentu hybnosti je

(x^λT^{μν} − x^μT^{λν} )_{,ν} = 0.

Z teÏchto lokaÂlnõÂch, diferenciaÂlnõÂch zaÂkonuÊ lze odvodit globaÂlnõÂ, integraÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ.

V prÏõÂtomnosti gravitace pro tenzor energieśhybnosti hmoty platõÂ kovariantnõÂ zaÂkon zachovaÂnõÂ

T^{μν}_{;ν} = 0

Z neÏj vsÏak jizÏ integraÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ neplynou. UkaÂzali jsme ovsÏem, zÏe pro vektoroveÂ pole s nulovou kovariantnõÂ divergencõÂ lze naleÂzt integraÂlnõÂ velicÏiny, jezÏ se zachovaÂvajõÂ. Pro tenzorovaÂ pole by vsÏak musela vymizet obycÏejnaÂ divergence, aby byla aplikovatelnaÂ Gaussova veÏta.

IntuitivneÏ je jasneÂ, zÏe prÏi interakci hmotneÂho systeÂmu s gravitacõÂ se nebudou celkovaÂ energie a hybnost hmoty zachovaÂvat. V nestacionaÂrnõÂch prÏõÂpadech zjevneÏ budou vyzarÏovaÂny gravitacÏnõÂ vlny, jezÏ budou odnaÂsÏet energii a hybnost. V oblastech, kde se gravitace muÊzÏeme zbavit a kde s dostatecÏnou prÏesnostõÂ muÊzÏeme pouzÏõÂt IS, zaÂkony zachovaÂnõÂ hmoty platit budou; kovariatntnõÂ zaÂkony tam prÏechaÂzejõÂ ve speciaÂlneÏ relativistickeÂ.

ObecneÏ by se meÏla zachovaÂvat celkovaÂ 4-hybnost hmoty a gravitacÏnõÂho pole. DiferenciaÂlnõÂ zaÂkon zachovaÂnõÂ musõÂ obsahovat parciaÂlnõÂ derivace (Gaussova veÏta pak bude pouzÏitelnaÂ), takzÏe jej vyjaÂdrÏõÂme ve tvaru

[(−g)(T^{μν} + t^{μν} )]_{,ν} = 0; (1.13)

t^{μν} charakterizuje energii a hybnost gravitacÏnõÂho pole; aby t^{μν} bylo symetrickeÂ a mohl byÂt formulovaÂn zaÂkon zachovaÂnõÂ momentu hybnosti, musõÂme zaveÂst cÏlen (−g).

Aby zaÂkon zachovaÂnõÂ platil v kazÏdeÂm systeÂmu sourÏadnic, musõÂ divergencÏnõÂ rovnice (1.13) platit v kazÏdeÂm systeÂmu a t^{μν} nemohou byÂt slozÏky tenzoru (obycÏejnaÂ divergence tenzoru by transformacõÂ z LIS do obecneÂho systeÂmu prÏesÏla na divergenci kovariantnõÂ). VelicÏinu t^{μν} nazyÂvaÂme komplex energieśhybnosti graviatcÏnõÂho pole.

PrÏi konstrukci komplexu t^{μν} vychaÂzõÂme z EinsteinovyÂch rovnic, z nichzÏ vyjaÂdrÏõÂme T^{μν} ; pak po vynaÂsobenõÂ (1.13)16π dostaÂvaÂme

[(−g)(2G^{μν} + 16πt^{μν} )]_{,ν} = 0 (1.14)

Tato rovnice by meÏla byÂt splneÏna identicky.

Vyjdeme z analogie s negraviatcÏnõÂmi poli. Budeme proto prÏedpoklaÂdat, zÏe t^{μν} zaÂvisõÂ jen na metrickeÂm tenzoru a jeho prvnõÂch derivacõÂch, vystupujõÂcõÂch v roli intenzit graviatcÏnõÂho pole. ZaÂvislost na prvnõÂch derivacõÂch budizÏ kvadratickaÂ. V (1.14) vystupujõÂ dõÂky G^{μν} lineaÂrneÏ i druheÂ derivace metriky.

Jako identicky splnõÂme rovnici divB = 0 polozÏõÂme-li B = rotA, tj.

B_i = ε_{ijk} A_{k,j} = U_{ij,j} , U_{ij} = −U_{ji} = ε_{ijk}A_k .

Rovnici (1.14) identicky splnõÂme, bude-li

(−g)(2G^{μν} + 16πt^{μν} ) = h^{μνλ}_{,λ}, (1.15)

kde jsme zavedli suprepotenciaÂl h^{μνλ} splnÏujõÂcõÂ podmõÂnky symetrie

h^{μνλ} = −h^{μλν} , h^{μνλ}_{,λ} = h^{νμλ}_{,λ};

prvnõÂ podmõÂnka spolu s (1.15) zarucÏuje identickeÂ splneÏnõÂ (1.14), druhaÂ zarucÏuje symetrii t^{μν} . SuprepotenciaÂl nesmõÂ obsahovat vysÏsÏõÂ nezÏ prvnõÂ derivace metriky. To bude splneÏno, bude-li superpotenciaÂl divergencõÂ vyÂrazu zaÂvisleÂho pouze na metrice:

h^{μνλ} = H^{μνλκ}_{,κ}.

PozÏadavky symetriõÂ superpotenciaÂlu urcÏujõÂ H^{μνλκ} azÏ na multiplikativnõÂ konstantu. ZapõÂsÏeme prÏõÂmo vyÂsledek

H^{μνλκ} = (−g)(g^{μν} g^{λκ} − g^{μλ}g^{νκ})

MuÊzÏeme se prÏesveÏdcÏit, zÏe platõÂ symetrie:

H^{μνλκ} = −H^{μλνκ}, H^{μνλκ} = −H^{κνλμ}, H^{μνλκ} = H^{νμκλ}, H^{[μ|ν|λκ]cycl} = H^{μνλκ} + H^{κνμλ} + H^{λνκμ} = 0

Z H^{μνλκ} ucÏõÂme superpotenciaÂl a z G^{μν} a (1.14) dostaneme po dlouheÂm vyÂpocÏtu komplex energie a hybnosti gravitacÏnõÂho pole. Je vyÂhodneÂ uzÏõÂt velicÏiny ḡ^{μν} = √ −g g^{μν} ; pak

16π(−g)t^{μν} = ḡ^{μν}_{,α} ḡ^{αβ}_{,β} − ḡ^{μα}_{,α} ḡ^{νβ}_{,β} + 1 2 g^{μν} g_{αβ}ḡ^{αγ}_{,δ} ḡ^{δβ}_{,γ}

−g_{αβ}ḡ^{αγ}_{,δ} (g^{μδ}ḡ^{νβ}_{,γ} + g^{νδ}ḡ^{μβ}_{,γ} ) +g_{αβ} g^{γδ}ḡ^{μα}_{,γ} ḡ^{νβ}_{,δ} + 1 8 (2g^{μα}g^{νβ} − g^{μν} g^{αβ})

×(2g_{γδ}g_{ικ} − g_{δι}g_{γκ})ḡ^{γκ}_{,α} ḡ^{δι}_{,β}

Takto deőnovanaÂ velicÏina je nazyÂvaÂna LandauÊvśLifsÏicuÊv komplex energieśhybnosti. MaÂ tyto vlastnosti:

• Spolu s tenzorem energieśhybnosti hmoty splnÏuje v duÊsledku gravitacÏnõÂho zaÂkona diferenciaÂlnõÂ zaÂkon zachovaÂnõÂ [(−g)(T^{μν} + t^{μν} )]_{,ν} = 0, z neÏhozÏ lze odvodit integraÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ celkoveÂ energie a hybnosti.

• Je symetrickyÂ, takzÏe umozÏnÏuje formulovat zaÂkon zachovaÂnõÂ celkoveÂho momentu hybnosti.

• Obsahuje kvadraticky prvnõÂ derivace metrickeÂho tenzoru, vysÏsÏõÂ derivace neobsahuje.

Vzhledem k posledneÏ jmenovaneÂ vlastnosti nenõÂ t^{μν} tenzorem. ZvolõÂme-li v daneÂ udaÂlosti LIS, g^{αβ}_{,γ} = 0 a t^{μν} vymizõÂ. Kdyby bylo t^{μν} tenzorem, muselo by vymizet ve vsÏech sourÏadnyÂch systeÂmech. JenzÏe obecneÏ je t^{μν} ≠ 0.

Z toho, zÏe volbou sourÏadneÂho systeÂmu lze t^{μν} vynulovat, plyne duÊlezÏityÂ zaÂveÏr: gravitacÏnõÂ energie nenõÂ lokalizovatelnaÂ!

NemaÂ smysl hovorÏit o mnozÏstvõÂ gravitacÏnõÂ energie v urcÏiteÂ lokaÂlnõÂ oblasti. OvsÏem globaÂlnõÂ gravitacÏnõÂ energie izolovanyÂch systeÂmuÊ maÂ dobryÂ smysl.

Tento vyÂsledek je ovsÏem vcelku prÏirozenyÂ vzhledem k principu ekvivalence, dle neÏjzÏ muÊzÏeme gravitacÏnõÂ sõÂlu nechat vymizet; prÏezÏõÂvajõÂ jen slapoveÂ sõÂly, tj. nelokaÂlnõÂ efekty (energie souvisõÂ s pracõÂ a ta je daÂna silou). DalsÏõÂ verze tohoto argumentu rÏõÂkaÂ, zÏe globaÂlneÏ nelze gravitacÏnõÂ sõÂly odtransformovat, nebot’neexistuje zaÂpornaÂ gravitacÏnõÂ hmota (v roli naÂboje budõÂcõÂho pole).

Komplex t^{μν} nenõÂ obecneÏ tenzorem, transformuje se vsÏak jako tenzor prÏi lineaÂrnõÂch ortogonaÂlnõÂch transformacõÂch se strukturou odpovõÂdajõÂcõÂ LorentzovyÂm transformacõÂm. PlatõÂ- li x^{′ μ} = Λ^μ_ν x^ν + b^μ, Λ^μ_ρΛ^ν_σ η_{μν} = η_{ρσ} ,

pak snadno oveÏrÏõÂme, zÏe

t^{′ μν} = Λ^μ_ρΛ^ν_σ t^{ρσ} .

V oblastech prostorocÏasu s velkou krÏivostõÂ to je pouze formaÂlnõÂ vlastnost. Daleko od ostrovnõÂch systeÂmuÊ hmot bude prostorocÏas prÏechaÂzet na MinkovskeÂho prostorocÏas STR, pak vyÂsÏe uvedeneÂ transformace odpovõÂdajõÂ LorentzovyÂm transformacõÂm svazujõÂcõÂ sourÏadneÂ systeÂmy, jezÏ jsou asymptoticky LorentzovskeÂ. Ty pak majõÂ metrickyÂ vyÂznam (urcÏujõÂ prostoroveÂ a cÏasoveÂ vzdaÂlenosti) a jsou fyzikaÂlneÏ privilegovaneÂ.

1.4.1 IntegraÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ

V analogii s vyÂrazy pro zachovaÂvajõÂcõÂ se velicÏiny charakterizujõÂcõÂ rozlozÏenõÂ hmoty ś velicÏiny (−g)(T^{μν} + t^{μν} ) splnÏujõÂ diferenciaÂlnõÂ zaÂkony zachovaÂnõÂ s parciaÂlnõÂmi derivacemi a majõÂ roli W^{μν} . DostaÂvaÂme zachovaÂvajõÂcõÂ se velicÏiny

P^μ = � Σ (−g)(T^{μν} + t^{μν} )d^{(3)}S_ν ,

kde d^{(3)}S_ν je prostorovaÂ nadplocha. PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe (−g)(T^{μν} + t^{μν} ) ubyÂvaÂ v prostoroveÂm nekonecÏnu dostatecÏneÏ rychle. Je-li sourÏadnyÂ systeÂm vybraÂn tak, zÏe Σ je daÂna x^0 = t = konst., pak

P^μ = � t=konst.

(−g)(T^{μ0} + t^{μ0})d^{(3)}x.

Hodnoty P^μ nezaÂvisejõÂ na volbeÏ Σ; za neprÏõÂtomnosti gravitacÏnõÂho pole prÏejdou v LorentzovyÂch sourÏadnicõÂch na celkovou 4-hybnost hmotneÂho systeÂmu v STR. P^μ daneÂ vyÂsÏe uvedenyÂmi vyÂrazy je tedy celkovaÂ 4-hybnost izolovaneÂho systeÂmu hmoty a gravitacÏnõÂho pole.

Budeme uvazÏovat pouze izolovaneÂ ostrovnõÂ systeÂmy, kdy je prostorocÏas asymptoticky plochyÂ. P^μ se bude zachovaÂvat pouze tehdy, kdyzÏ (−g)(T^{μν} +t^{μν} ) ubyÂvaÂ patrÏicÏneÏ rychle v prostoroveÂm nekonecÏnu. V OTR je ostrovnõÂ systeÂm takovyÂ, zÏe prostorocÏas je asymptoticky plochyÂ. UvidõÂme, zÏe globaÂlnõÂ velicÏiny (cekovaÂ 4-hybnost, moment hybnosti, vnitrÏnõÂ moment hybnosti a rychlosti jejich poklesu) majõÂ fyzikaÂlnõÂ smysl pouze v asymptoticky plocheÂm prostorocÏasu.

PrÏi integraci prÏes 2-rozmeÏrnou plochu S prÏedpoklaÂdaÂme, zÏe celaÂ tato plocha obklopujõÂcõÂ izolovanyÂ systeÂm hmot lezÏõÂ v asymptoticky plocheÂ oblasti, kde jsou zavedeny Lorentzovy sourÏadnice. V asymptoticky plocheÂ oblasti existuje systeÂm sourÏadnic x^μ, v nichzÏ prÏi oznacÏenõÂ r = � (x^1)^2 + (x^2)^2 + (x^3)^2 platõÂ

g_{μν} → η_{μν} pro r → ∞

SourÏadnice nazveme asymptoticky LorentzovyÂmi.

RigoroÂznõÂ deőnice izolovaneÂho systeÂmu a asymptotickeÂ plochosti je velice obtõÂzÏnaÂ. ProstorocÏas totizÏ nenõÂ nemeÏnnou areÂnou fyzikaÂlnõÂch procesuÊ jako v STR (a MinkovskeÂho metrice), nyÂbrzÏ je saÂm dynamickou entitou. NicmeÂneÏ v OTR rigroÂzneÏ zõÂskaneÂ vyÂsledky odpovõÂdajõÂ fyzikaÂlneÏ naÂzornyÂm prÏedstavaÂm formulovanyÂm v STR. NaprÏ. izolovanyÂ systeÂm muÊzÏe vysõÂlat zaÂrÏenõÂ jen konecÏnou dobu (maÂ jen konecÏnou energii), pak dõÂky integraci prÏes celou nadplochu t = konst. bude i vyzaÂrÏenaÂ energie a hybnost zahrnuta do integraÂlu a P^μ se zachovaÂvaÂ.

Abychom zjistili, kolik energie a hybnosti ostrovnõÂ systeÂm vyzarÏuje, musõÂme jej obklopit pevnou 2-plochou a pocÏõÂtat toky touto plochou (jako ve speciaÂlneÏ relativistickeÂm prÏõÂpadeÏ). V OTR volõÂme cÏasto plochu S v asymptoticky plocheÂ oblasti, daleko od ostrovnõÂho zdroje. Pak rychlost poklesu celkoveÂ 4-hybnosti hmoty gravitacÏnõÂho pole dostaÂvaÂme − dP^μ dt = � (−g)(T^{μj} + t^{μj} ) d^{(2)}S_j ,

d^{(2)}S_j je 3-vektor lezÏõÂcõÂ na nadplosÏe t = konst., kolmyÂ k S. d^{(2)}S_j neobsahuje metriku ś je shodneÂ se slozÏkami d^{(2)}S^∗_{0j} , nebot’dσ^{γδ} maÂ nenuloveÂ slozÏky pro γ = c, δ = d. Vektory tvorÏõÂcõÂ element dvojplochy lezÏõÂcõÂ v t = konst. a d^{(2)}S^∗_{αβ} maÂ nenuloveÂ slozÏky d^{(2)}S^∗_{0j} =^1_2 ε_{0jcd} dσ^{cd} =^1_2 ε_{jcd} dσ^{cd}. Plochou S nejcÏasteÏji hmota nebude proteÂkat (pro systeÂm Slunce - ZemeÏ by tomu tak nebylo, k Zemi prÏichaÂzõÂ slunecÏnõÂ võÂtr a elektromagnetickeÂ zaÂrÏenõÂ) a pak lze psaÂt − dP^μ dt = � S (−g)t^{μν} d^{(2)}S_j ;

tento vyÂraz vyjadrÏuje ztraÂty 4-hybnosti prostrÏednictvõÂm gravitacÏnõÂho pole, gravitacÏnõÂch vln.

VyÂsÏe uvedeneÂ vyÂrazy lze dokaÂzat uzÏitõÂm diferenciaÂlnõÂho zaÂkona zachovaÂnõÂ a 3-dimenzionaÂlnõÂ Gaussovy veÏty: − dP^μ dt = − d dt � t=konst � (−g) � T^{μ0} + t^{μ0} � d^{(3)}x = − � t=konst � (−g) � T^{μ0} + t^{μ0} � ,0 d^{(3)}x = + � t=konst � (−g) � T^{μj} + t^{μj} � ,j d^{(3)}x = � S � (−g) � T^{μj} + t^{μj} � d^{(2)}S

VyjaÂdrÏeme t^{μν} pomocõÂ superpotenciaÂlu:

(−g) (T^{μν} + t^{μν} ) = 1 16π h^{μνλ}_{,λ} = 1 16π H^{μνλκ}_{,κλ}

SkutecÏnost, zÏe h^{μ00} = 0 a h^{μνλ} = −h^{μλν} , umozÏnÏuje vyjaÂdrÏit P^μ jako integraÂl prÏes 2-plochu obklopujõÂcõÂ systeÂm:

P^μ = � t=konst 1 16π h^{μ0λ}_{,λ}d^{(3)}x = 1 16π � S h^{μ0j} d^{(2)}S_j = 1 16π � S H^{μ0jκ}_{,κ}d^{(2)}S_j

Tedy celkovou enrgii a hybnost ostrovnõÂho (izolovaneÂho) systeÂmu v OTR lze vyjaÂdrÏit pomocõÂ velicÏin charakterizujõÂcõÂch gravitacÏnõÂ pole v asymptotickeÂ oblasi, daleko od systeÂmu hmot jako vyÂsÏe uvedenyÂ integraÂl. (Analogie z elektrodynamiky: celkovyÂ naÂboj urcÏõÂme Gaussovou veÏtou prÏes plochu obklopujõÂcõÂ systeÂm v nekonecÏnu.)

Pro rychlost poklesu celkoveÂ 4-hybnosti dostaÂvaÂme pomocõÂ superpotenciaÂlu − dP^μ dt = 1 16π � S h^{μjλ}_{,λ}d^{(2)}S_j = 1 16π � S H^{μjλκ}_{,κλ}d^{(2)}S_j .

Integraci provaÂdõÂme, prÏes 2-rozmeÏrnou, cÏisteÏ prostorovou (nejcÏasteÏji kulovou) plochu S lezÏõÂcõÂ v nadplosÏe t =konst.

V asymptoticky plochyÂch prostorocÏasech lze zaveÂst radiaÂlnõÂ sourÏadnici r, jezÏ maÂ daleko od ostrovnõÂho systeÂmu vyÂznam radiaÂlnõÂ sourÏadnice v MinkovskeÂho geometrii. Jako plochu S pak volõÂme kouli r =konst (pro r → ∞). Pak

d^{(2)}S_j ∼ x^j r r^2 sin θdθdφ ≡ n_j · r^2dΩ a P^μ = 1 16π � r=konst

H^{μ0jκ}_{,κ}n_j r^2dΩ,

dP^μ dt = 1 16π � r=konst

H^{μjλκ}_{,κλ}n_kr^2dΩ.

Pokud plochou S protecÏe jen gravitacÏnõÂ pole dostaneme pro vyÂkon gravitacÏnõÂho zaÂrÏenõÂ (mnozÏstvõÂ energie projdivsÏõÂ plochou S za jednotku cÏasu) formuli

L_{GR} ≡ − dE dt = − dP^0 dt = � r=konst

t^{0j} n_j r^2dΩ = 1 16π � r=konst

H^{0jλκ}_{,κλ}n_j r^2dΩ.

CelkovaÂ energie je

E = P^0 = � r=konst

H^{00jκ}_{,κ}n_j r^2dΩ.

Vzhledem k symetrii t_{μν} lze v analogii se situacõÂ v STR formulovat zaÂkon zachovaÂnõÂ momentu hybnosti. DiferenciaÂlnõÂ zaÂkon � x^λ(−g) � T^{μν} + t^{μν} � − x^μ(−g) � T^{λν} + t^{λν} � ,ν = 0 vede k zachovaÂnõÂ velicÏiny J^{λμ} = −J^{μλ} daneÂ vyÂrazem

J^{λμ} = � t=konst � x^λ(−g) � T^{μ0} + t^{μ0} �

−x^μ(−g) � T^{λ0} + t^{λ0} � d^{(2)}x,

jezÏ urcÏuje celkovyÂ moment hybnosti systeÂmu (budeme jej v dalsÏõÂm vztahovat vuÊcÏi pocÏaÂtku). CelkovyÂ moment hybnosti lze prÏi vyuzÏitõÂ vztahuÊ pro superpotenciaÂl a standardnõÂ Gaussovy veÏty napsat jako 2-dimenziaÂlnõÂ integraÂly prÏes plochu S:

J^{λμ} = 1 16π � t=konst � x^λh^{μ0κ}_{,κ} − x^ν h^{λ0κ}_{,κ} � d^{(3)}x = 1 16π � t=konst � x^λh^{μ0κ} � ,κ − � x^μh^{λ0κ} � ,κ −δ^λ_κ h^{μ0κ} + δ^μ_κ h^{λ0κ} � d^{(3)}x = 1 16π � t=konst � x^λh^{μ0j} − x^μh^{λ0j} � ,j + � H^{λ0μι} − H^{μ0λι} � ,ι � d^{(3)}x

PouzÏijeme-li relace � H^{λ0μι} − H^{μ0λι} � ,ι = � H^{λ0μι} − H^{ι0λμ} � ,ι = −H^{μ0ιλ}_{,ι} = H^{λ0ιμ}_{,ι} = H^{λ0jμ}_{,j}

dostaÂvaÂme

J^{λμ} = � S � x^λh^{μ0j} − x^μh^{λ0j} + H^{λ0jμ} � d^{(2)}S_j .

Rychlost poklesu celkoveÂho momentu hybnosti uvnitrÏ plochy S, tj. jeho tok plochou S dostaneme z diferenciaÂlnõÂho zaÂkona zachovaÂnõÂ a Gaussovy veÏty standardnõÂm zpuÊsobem (jako u 4-hybnosti): − dJ^{μν} dt = � S � x^μ(−g) � T^{νj} + t^{νj} � −x^ν (−g) � T^{μj} + t^{μj} � d^{(2)}S_j ;

polozÏõÂme-li T^{μj} = 0 (vzdaÂlenou plochou hmota ostrovnõÂho systeÂmu neprochaÂzõÂ) a dosadõÂme-li za (−g) � T^{νj} + t^{νj} � di- vergenci superpotenciaÂlu, pak

−dJ^{μν} = 1 16π � S � x^μh^{νjλ}_{,λ} − x^ν h^{μjλ}_{,λ} � d^{(2)}S_j = 1 16π � S � x^μH^{νjλκ}_{,λκ} − x^ν H^{μjλκ}_{,λκ} � d^{(2)}S_j .

UrcÏeme ztraÂtu vntrÏnõÂho momentu hybnosti tak, zÏe odvozenyÂ vztah aplikujeme v sourÏadnicoveÂm systeÂmu, v neÏmzÏ P^m vymizõÂ.

Deőnujem sourÏadnice hmotneÂho strÏedu jako

x^m_S = � x^m(−g)(T^{00} + t^{00})d^{(3)}x P^0

a celkovou setrvacÏnou hmotnost (energii) a 4-hybnost systeÂmu

M = (−P_σ P^σ)^{1/2}, U^μ = p^μ/M.

SlozÏky J^{0m} (podobneÏ jako v STR) nepopisujõÂ celkovyÂ moment hybnosti hmotneÂ soustavy a gravitacÏnõÂho pole, ale jejich zachovaÂvaÂnõÂ souvisõÂ s pohybem hmotneÂho strÏedu:

tP^m − P^0x^m_S = J^{0m} = konst.

Ve speciaÂlnõÂm sourÏadneÂm systeÂmu, kde je P^m = 0, deőnice θ urcÏuje sourÏadnice vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu. VzdaÂlenost vlastnõÂho hmotneÂho strÏedu od pocÏaÂtku x^λ = 0, vuÊcÏi neÏmuzÏ je vyjaÂdrÏeno J^{μν} , charakterizuje velicÏina

b^λ_⊥ = 1 M^2

J^{λμ}P_μ.

VnitrÏnõÂ moment hybnosti (spin) je daÂn kovariantnõÂm prÏepisem speciaÂlneÏ relativistickeÂ deőnice

S_μ = − 1 2 e_{μνκλ}J^{νκ}U^λ,

kde U^μ = P^μ/M.

V sourÏadneÂm systeÂmu, kde je hmotnyÂ strÏed v pocÏaÂtku, tj. P^m = 0, b^λ_⊥ = 0 a plocha S je kulovaÂ, takzÏe d^{(2)}S_j ≃

x^j

r r^2 sin θdθdφ ≡ n_j r^2dΩ, je celkovyÂ moment hybnosti daÂn antisymetrickyÂmi slozÏkami J^{im} = −J^{mi}, resp. k nim duaÂlnõÂch slozÏek vektoru S_m, prÏicÏemzÏ

J^{lm} = 1 16π � S � x^lh^{m0j} − x^mh^{l0j} + H^{l0jm} � n_j r^2dΩ.

Pro rychlost ztraÂty momentu hybnosti platõÂ − dJ^{lm} dt = � S � x^l(−g)t^{mj} − x^m(−g)t^{lj} � n_j r^2dΩ = 1 16π � S � x^lH^{mjλκ}_{,λκ} − x^mH^{ljλκ}_{λκ} � n_j r^2dΩ.

1.4.2 TransformacÏnõÂ vlastnosti globaÂlnõÂch velicÏin

VelicÏiny P^μ a J^{λμ} nezaÂvisejõÂ na volbeÏ prostoroveÂ nadplochy Σ (resp. t =konst), takzÏe platõÂ pro libovolneÂ dveÏ prostoroveÂ nadplochy Σ a Σ^′

P^μ|_Σ′ = P^μ|_Σ; J^{λμ}|_Σ′ = J^{λμ}|_Σ.

UvazÏujme ostovnõÂ systeÂm, asymtoticky plochyÂ prostorocÏas s asymptoicky plochyÂmi sourÏadnicemi. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe

Σ asymtoticky prÏejde v t =konst jednoho Lorentzova systeÂmu, Σ^′ prÏejde v t^′ =konst druheÂho Lorentzova systeÂmu. Oba systeÂmy jsou svaÂzaÂny lineaÂrnõÂ transformacõÂ jezÏ maÂ vyÂznam asymptoticky Lorentzovy transformace. PrÏi teÂto transformaci se t^{μν} transformuje jako tenzor, P^μ jako vektor a J^{λμ} jako tenzor:

P^{′μ}|_Σ′ = Λ^μ_ν P^ν |_Σ′ = Λ^μ_ν P^ν |_Σ;

J^{′λμ}|_Σ′ = Λ^λ_ν Λ^μ_κJ^{νκ}|_Σ.

CelkovaÂ 4-hybnost, celkovyÂ moment hybnosti ostrovnõÂho systeÂmu se transformuje jako skalaÂr, resp. tenzor prÏi asymtoticky LorentzovyÂch transformacõÂch asymptotickyÂch LorentzovyÂch sourÏadnic. PrÏi obecnyÂch transformacõÂch sourÏadnic ti neplatõÂ (ale to i v STR). JestlizÏe asymptoticky plochyÂ systeÂm őxujeme, pak i prÏi libovolnyÂch zmeÏnaÂch v krÏiveÂ oblasi uvnitrÏ se P^μ, J^{λμ} nemeÏnõÂ - jsou invariantõÂ prÏi libovolneÂ transformaci sourÏadnic, jezÏ nemeÏnõÂ asymptoticky Lorentzovy sourÏadnice. x^μ → x^{′μ} = f^μ(x^ν ) : f^μ(x^ν ) → x^μ, g^′_{μν} → g_{μν} , g^′_{μν,λ} = g_{μν,λ} pro r → ∞. Σ(t = konst = c), Σ^′(t^′ = konst = c) splyÂvajõÂ pro r → ∞. TrÏetõÂ systeÂm x^{′′μ} takovyÂ, zÏe na Σ(→ x^μ), Σ^′(→ x^{′μ}) Pak P^{′′μ}|_Σ = P^{′′μ}|_Σ′ , ale P^{′′μ}|_Σ = P^μ|_Σ′ , P^{′′μ}|_Σ′ = P^{′μ}|_Σ′ , takzÏe P^μ|_Σ = P^{′μ}|_Σ′ .

Schwarzchildova metrika ve standardnõÂch sourÏadnicõÂch:

ds^2 = − � 1 − 2M r � dt^2 + � 1 − 2M r �_{−1} dr^2

+r^2 � dθ^2 + sin^2 θdφ^2 � . PrÏejdeme k izotropnõÂm sourÏadnicõÂm:

r = R � 1 + M 2R �_2

; R = 1 2 � r^2 − 2Mr

�_{1/2} + r − M � . Metrika pak prÏejde na tvar

ds^2 = −

(1 − M/2R)^2 (1 + M/2R)^2 dt^2 + � 1 + M 2R �_4

× � dR^2 + R^2 � dθ^2 + sin^2 θdφ^2 � .

1.5 Lieova derivace a Killingovy vektory

Pojem Lieovy derivace zavedeme intuitivnõÂm, naÂzornyÂm zpuÊsobem, jenzÏ si neklade naÂrok na striktnõÂ rigroÂznost. Lieova derivace umozÏnuje srovnaÂvat tenzory stejneÂho typu (i geometrickeÂ objekty obecneÏjsÏõÂho raÂzu) v ruÊznyÂch bodech prostorocÏasu (variety) zpuÊsobem nezaÂvislyÂm na sourÏadnicõÂch. PrÏitom nemusõÂ byÂt zadaÂna metrika a aőnnõÂ konexe.

!!! Tady bude obrazek !!!

Mezi teÏmito oblastmi ovsÏm musõÂ byÂt zadaÂna korenspondence. Budeme prÏedpoklaÂdat, zÏe jde o hladkeÂ jedno-jednoznacÏneÂ (1:1) zobrazenõÂ, difeomorősmus f oblasti D na D̄. SousednõÂ body P ,Q prÏijdou do P̄ ,Q̄. InőnitezimaÂlnõÂ vektory P Q do P̄ Q. ObecneÏ ve varieteÏ vektory źnelezÏõÂł, nyÂbrzÏ vytvaÂrÏejõÂ tecÏnyÂ prostor. Tyto tecÏneÂ prostory se bod od bodu lisÏõÂ. RozdõÂly x^μ_{(1)} − x^μ_{(2)} se netransformujõÂ jako vektory, pouze pro x^μ, x^μ + dx^μ se inőnitezimaÂlnõÂ dx^μ transformuje jako vektor. TakovyÂ inőnitezimaÂlnõÂ vektor posunutõÂ lezÏõÂ ve varieteÏ a spojuje dva sousednõÂ body.

LieuÊv prÏenos - rÏekneme, zÏe difeomorősmus f prÏenaÂsÏõÂ vektor P Q lieovsky na vektor P̄ Q. V bodeÏ P̄ ovsÏem obecneÏ prÏedtõÂm mohl byÂt vektor P̄ S. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe v oblasti obsahujõÂcõÂ D i D̄ je zadaÂno vektoroveÂ pole - v bodeÏ P - vektor P Q, v bodeÏ P̄ - vektor P̄ S.

Lieova diference je rozdõÂl vektoruÊ P̄ S a P̄ Q. Lieova derivace je limitou podõÂlu Liovy diference a inőnitezimaÂlnõÂho parametru charakterizujõÂcõÂho zobrazenõÂ f.

FyzikaÂlneÏ naÂzorneÂ zobrazenõÂ , difeomorősmus f lze zkonstruovat pomocõÂ kongruence krÏivek. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe sourÏadnyÂ systeÂm x^μ pokryÂvaÂ D i D̄. Pak kongruenci krÏivek (tj. mnozÏinu krÏivek, z nichzÏ kazÏdyÂm bodem prochaÂzõÂ praÂveÏ jedna) lze charakterizovat funkcemi x^μ = f^μ(a^i, v). PevnaÂ volba parametruÊ a^i(i = 1, 2, 3) speciőkuje urcÏitou krÏivku kongruence, v je parametr meÏnõÂcõÂ se podeÂl krÏivky. ZobrazenõÂ f (mezi D a D̄) speciőkujeme v danyÂch sourÏadnicõÂch jako bodovou transformaci x^μ → x̄^μ(x^0); x^μ = f(a^i, v), x̄^μ = f(a^i, v̄). KorespondujõÂcõÂ body lezÏõÂ na teÂzÏe krÏivce kongruence a odpovõÂdajõÂ jim ruÊzneÂ hodnoty parametru v. Pro v = v̄ je f = 1, tj. identickeÂ zobrazenõÂ. Je-li v̄ = v +δv (δ je pevneÏ daneÂ maleÂ cÏõÂslo), maÂme inőnitezimaÂlnõÂ transfomaci. Pak lze psaÂt x^μ → x̄^μ = x^μ + ϵξ^μ(x^ι), (1.16)

kde ϵ ≡ δv a ξ^μ = ∂x^μ/∂v jsou vektory tecÏneÂ ke krÏivkaÂm kongruence v bodech x^ι. ZadaÂme-li naopak pole tecÏnyÂch vektoruÊ ξ^μ(x^ι), vzÏdy lze najõÂt źintegraÂlnõÂ krÏivkył rÏesÏnõÂm obycÏejnyÂch diferenciaÂlnõÂch rovnic dx^μ/dv = ξ^ν (x^ι). (PrÏedpoklaÂdaÂme spojitost ξ^ν (x^ι) a existenci spojiteÂ parciaÂlnõÂ derivace - pak je existence jednoznacÏneÂho rÏesÏenõÂ zajisÏteÏna alesponÏ v neÏjakeÂ oblasti.)

Jak pomocõÂ vybraneÂ kongruence prÏenaÂsÏt geometrickeÂ objekty z D do D̄? KazÏdyÂ geometrickyÂ objekt (tenzor, deferenciaÂlnõÂ forma..) se daÂ znaÂzornit geometrickyÂmi obrazci. PrÏi LieoveÏ prÏenosu pak prÏenaÂsÏõÂme jednotliveÂ body teÏchto obrazcuÊ pomocõÂ daneÂho zobrazenõÂ (kongurence krÏivek). U vektoru P Q z obr. 1.5 se body prÏenesou pode krÏivek kongruence o tuteÂzÏ hodnotu v. StacÏõÂ ukaÂzat, zÏe graőcky lze znaÂzornit vektor. ZnaÂme-li Lieovu derivaci vektoru, Lieovu derivaci tenzoru zjistõÂme z pozÏadavku, aby pro ni platilo Leibnizovo pravidlo pro derivaci soucÏinu a ze znalosti Lieovay derivace skalaÂru.

PrÏedpoklaÂdejme inőnitezimaÂlnõÂ zobrazenõÂ (1.16) - bodovou transformaci, jenzÏ P (se sourÏadnicemi x^μ) prÏirÏazuje P̄ (se sourÏadnicemi x̄^μ), v teÂmzÏe systeÂmu sourÏadnic. MeÏjme skalaÂrnõÂ pole φ; v bodeÏ P je φ(x^μ). JelikozÏ jde o skalaÂr, pozÏadujeme, aby zobrazenõÂ do P̄ zachovaÂvalo hodnotu pole. LieuÊv prÏenos skalaÂru z P do P̄ tedy znamenaÂ

φ_{|P →}¯_P ≡ φ̄(x̄^μ) = φ(x^μ).

V bodeÏ P̄ vsÏak jizÏ je skalaÂr φ_|¯_P = φ(x̄^μ) a azÏ na velicÏiny vysÏõÂho rÏaÂdu v ϵ je φ(x̄^μ) = φ(x^μ) + ϵ φ,_ρ ξ^ρ.

Lieova derivace skalaÂru φ vuÊcÏi poli ξ^μ.

$_ξφ = lim_{ϵ→0} 1 ϵ [φ_|¯_P − φ_{|P →}¯_P ] = lim_{ϵ→0} 1 ϵ [φ(x̄^μ) − φ̄(x̄^μ)].

Pak dostaÂvaÂme $_ξφ = φ,_ρ ξ^ρ.

UvazÏujme pole kontravariantnõÂch vektoruÊ A^μ. V kazÏdeÂm bodeÏ lze takovyÂ vektor chaÂpat jako tecÏnyÂ vektor ke krÏivce parametrizovaneÂ skalaÂrnõÂm parametrem λ:

A^μ = dx^μ dλ , prÏicÏemzÏ dx^μ jsou slozÏkami inőnitezimaÂlnõÂho vektoru P Q, prÏi zobrazenõÂ P → P̄ , Q → Q̄.

!!! Tady bude obrazek !!!

MuÊzÏeme tedy deőnovat A^μ(x)dλ → Ā^μ(x̄)dλ takto:

Ā^μ(x̄)dλ + ϵξ^μ(x + dx) − ϵξ^μ(x) = A^μ(x)dλ + ϵξ^μ_{,ν} A^ν .

Pro vektor vytvorÏenyÂ LieovyÂm prÏenosem bude

$_ξA^μ = lim_{ϵ→0} 1 ϵ [A^μ(x̄) − Ā^μ(x̄)].

Provedeme-li rozvoj

A^μ(x̄) = A^μ(x) + ϵA^μ_{,ν} ξ^ν ,

dostaÂvaÂme pro Lieovu derivaci

$_ξA^μ = A^μ_{,ν} ξ^ν − ξ^μ_{,ν} A^ν . (1.17)

prÏi deőnici Lieovy derivace libovolneÂho tenzoru vyjdeme z LieovyÂch derivacõÂ skalaÂru a kontravariantnõÂho vektoru a pozÏadavku platnosti beÏzÏneÂho pravidla derivace soucÏinu. NaprÏõÂklad pro kovariantnõÂ vektoroveÂ pole B_μ pozÏadujeme, aby pro libovolneÂ pole A^μ platilo

$_ξ(A^μB_μ) = ($_ξA^μ)B_μ + A^μ($_ξB_μ).

MusõÂ tedy platit:

[$_ξB_μ − B_{μ,ν} ξ^ν − B_ν ξ^ν_{,μ}]A^μ = 0,

takzÏe $_ξ B_μ = B_{μ,ν} ξ^ν + B_ν ξ^ν_{,μ}

Zavedeme-li T_{μν} = A_μB_ν a pozÏadujeme-li

$_ξ(A_μB_ν ) = ($_ξ A_μ)B_ν + B_μ($_ξ B_ν ),

pak dostaÂvaÂme (pouzÏitõÂm vyÂsÏe uvedneÂho vztahu pro $_ξ B_μ)

$_ξT_{μν} = T_{μν,ρ}ξ^ρ + T_{ρν} ξ^ρ_{,ν} .

TõÂmto zpuÊsobem je deőnovaÂna Lieova derivace pro libovolnyÂ kovariantnõÂ tenzor druheÂho rÏaÂdu (nejen pro tenzorovyÂ soucÏin dvou vektoruÊ). Pro tenzorovou hustotu vaÂhy w dostaÂvaÂme

$_ξ T = T^μ_{ν,ρ}ξ^ρ − T^ρ_ν ξ^μ_{,ν} + wT^μ_ν ξ^ρ_{,ρ};

pouzÏili jsme skutecÏnost, zÏe w-taÂ mocnina jakobiaÂnu je do prvnõÂho rÏaÂdu v ϵ | ∂x̄/∂x |^w= 1 + ϵwξ^ρ_{,ν} . Z deőnice Lieovy derivace je jasneÂ, zÏe vytvaÂrÏõÂ z tenzoruÊ tenzory teÂhozÏ typu. NaÂzorneÏji to vidõÂme, je-li zadaÂna aőnnõÂ konexe a muÊzÏeme povaÂdeÏt kovariantnõÂderivace. Pro kontravariantnõÂvektor lze psaÂt

$_ξA^μ = (A^μ_{;ν} − Γ^μ_{ρν} A^ρ)ξ^ν − (ξ^μ_{;ν} − Γ^μ_{ρν} ξ^ρ)A^ν = A^μ_{;ν} ξ^ν − ξ^μ_{;ν} A^ν .

PodobneÏ pro tenzor 2. rÏaÂdu maÂme

$_ξT_{μν} = T_{μν;ρ}ξ^ρ + T_{ρν} ξ^ρ_{;μ} + T_{μρ}ξ^ρ_{;ν} .

Ve vyjaÂdrÏenõÂ Lieovy derivace libovolneÂho tenzoru (hustoty) lze parciaÂlnõÂ derivace nahradit kovariantnõÂmi, takzÏe tenzorovyÂ charakter Lieovy derivace je explicitneÏ videÏt.

Uved’me nynõÂ alternativnõÂ zpuÊsoby zavedenõÂ Lieovy derivace. MõÂsto prÏenosu vektoru z bodu P do P̄ muÊzÏeme prÏeneÂst sourÏadnyÂ systeÂm kolem P do P̄ , naleÂzt slozÏky vektoru A^μ, kteryÂ jizÏ byl v P̄ v noveÂm sourÏadneÂm systeÂmu a srovnat je s puÊvodnõÂmi slozÏkami A^μ v P . V prÏeneseneÂm (źdragged aloneł) sourÏadneÂm systeÂmu musõÂ byÂt sourÏadnice bodu P̄ stejneÂ jako sourÏadnice P v puÊvodnõÂm systeÂmu. PrÏenesenõÂ sourÏadneÂho systeÂmu proto odpovõÂdaÂ transformaci

x^μ → x^{′μ} = x^μ − ϵξ^μ(x) (1.18)

MeÏl-li bod P sourÏadnice x^μ a bod P̄ sourÏadnice x̄^μ = x^μ + ϵξ^μ(x) pak v prÏeneseneÂm sourÏadneÂm systeÂmu (azÏ na cÏleny ∼ ϵ^2 a vyzÏsÏõÂho rÏaÂdu)

x̄′^μ = x̄^μ − ϵξ^μ(x̄) = x^μ + ϵξ^μ − ϵ^μ = x^μ.

SlozÏky A^μ v P̄ v prÏeneseneÂm sourÏadneÂm systeÂmu jsou daÂny beÏzÏnyÂm vztahem pro transformaci vektoru

A^{′μ}(x̄^{′ μ} = x^μ) =

∂x^{′μ} ∂x^ν

A^ν (x̄^ι)

= (δ^μ_ν − ϵξ^μ_{,ν} )[A^μ(x^ι) + ϵA^ν_{,ρ}(x^ι)ξ^ρ] = A^μ(x) + ϵA^μ_{,ρ}(x)ξ^ρ − ϵA^ν (x)ξ^μ_{,ν} .

Lieova derivace je deőnovaÂna vztahem

$_ξ A^μ = lim_{ϵ→0} 1 ϵ [A^{′μ}(P̄ ) − A^μ(P )]

a opeÏt se dostaÂvaÂme k puÊvodnõÂmu vyÂrazu (1.17). Souvislost s prvnõÂm zpuÊsobem zavedenõÂ Lieovy derivace se vyjasnõÂ, kdyzÏ spocÏteme Ā^μ(x̄) (vzniklyÂ LieovyÂm prÏenosem z P do P̄ ) v prÏeneseneÂm sourÏadneÂm systeÂmu. Vzhledem k (1.18) dostaÂvaÂme

Ā^{′μ}(x̄^′) = ∂x^{′μ}

∂x^ν

Ā^ν (x̄) = (δ^μ_ν − ϵξ^μ_{,ν} )[A^μ(x) + ϵξ^ν_{,ρ}A^ρ]

= A^μ(x).

PrÏenaÂsÏeli jsme vektor i sourÏadnyÂ systeÂm z P do P̄ - slozÏky se nezmeÏnily. Deőnice Lieovy derivace jsou shodneÂ: v obou prÏõÂpadech se srovnaÂvaÂ vektor źsedõÂcõÂł puÊvodneÏ v P̄ s vektorem prÏenesenyÂm. Ve druheÂm prÏõÂpadeÏ se srovnaÂnõÂ provaÂdõÂ v prÏeneseneÂm systeÂmu, ale azÏ na cÏleny vyzÏsÏõÂho rÏaÂdu je Lieova derivace v obou systeÂmech stejnaÂ: A^μ(x̄)−Ā^μ(x̄) = A^{′ μ}(x̄^′)−Ā^{′ μ} +O(ϵ^′). DalsÏõÂ, trÏetõÂ zpuÊsob zavedenõÂ Lieovy derivace je pouzÏitelnyÂ v prÏõÂpadeÏ libovolneÂho geometrickeÂho objektu - nemusõÂ to byÂt pouze tenzory. GeometrickyÂ objekt Φ se prÏi transformaci sourÏadnic x → x^′ transformuje podle obecneÂho lineaÂrnõÂho vztahu

Φ^′(x^′) = f(x^′, x)Φ(x),

prÏicÏemzÏ transformace f tvorÏõÂ grupu, takzÏe

f(x^{′′}, x^′)f(x^′, x) = f(x^{′′}, x); f(x^′, x)f(x, x^′) = 1.

Necht’ x^μ → x̄^μ(x^ι) je zobrazenõÂ oblasti D na D̄ v danyÂch sourÏadnicõÂch - jde o bodovou transformaci. Pak objektu Φ(x) v D muÊzÏeme prÏirÏadit Φ̄ v D̄ tak, zÏe

Φ̄ = f(x̄, x)Φ(x).

Vzhledem k vyÂsÏe uvedenyÂm deőnicõÂm lze ukaÂzat, zÏe Φ̄(x̄) se prÏi sourÏadnicoveÂ transformaci taransformuje jako puÊvodnõÂ objekt. Jde o objekty teÂhozÏ typu a v daneÂm x̄ lze vytvorÏit jejich rozdõÂl - Lieovu diferenci

ΔΦ(¯(x)) = Φ(x̄) − Φ̄(x̄).

Takto lze konstruovat prÏenos libovolnyÂch geometrickyÂch objektuÊ z D do D - ten jsme naprÏed provaÂdeÏli źgraőckył v prÏõÂpadeÏ vektoru. Lieovu derivaci pak zavedeme tõÂm, zÏe za bodovou transformaci uvazÏujeme x^μ → x̄^μ = x^μ + ϵξ^μ(x^ι), tj. transformaci generovanou vektorovyÂm polem ξ^μ a deőnujeme

$_ξϕ = lim_{ϵ→0} 1 ϵ ΔΦ(x̄).

Je-li zadaÂn metrickyÂ tenzor (jak je v OTR dobryÂm zvykem) jeho Lieova derivace je daÂna obecnyÂm vztahem pro kovariantnõÂ tenzor 2. rÏaÂdu. Pak dostaÂvaÂme

$_ξg_{μν} = g_{μν;ρ}ξ^ρ + g_{ρν} ξ^ρ_{;ν} + g_{μρ}ξ^ρ_{;ν} .

JelikozÏ g_{μν;ρ} = 0; g_{ρν} ξ^ρ_{;μ} = (g_{ρν} ξ^ρ)_{;μ} = ξ_{ν;μ}, bude

$_ξ g_{μν} = ξ_{μ;ν} + ξ_{ν;μ}.

PrÏi deőnici Lieova prÏenosu (viz obr. 1.5) inőnitezimaÂlnõÂ zobrazenõÂ ξ^μ prÏevaÂdeÏlo P Q na P̄ Q̄, dx^μ na dx̄^μ. UrcÏeme, kdy bude (prÏi pouzÏitõÂ metriky) ds^2_{|P Q} = g_{μν} (x)dx^μdx^ν rovno ds^2_{|P Q} = g_{μν} (x̄)dx̄^μdx̄^ν , tj. kdy bude zobrazenõÂ generovaneÂ ξ^μ izometriõÂ? PodmõÂnku izometrie lze psaÂt ve tvaru

g_{μν} (x)dx^μdx^ν = g_{μν} (x̄)[dx^μ + ϵξ^μ_{,ρ}dx^ρ][dx^ν + ϵξ^ν_{,σ} dx^σ ] = [g_{μν} (x) + ϵg_{μν,τ} ξ^τ ][dx^μdx^ν +ϵ(ξ^ν_{,σ}dx^μdx^σ + ξ^μ_{,ρ}dx^ν dx^ρ)] = g_{μν} (x)dx^μdx^ν

+ϵ[g_{αβ,τ} ξ^τ + 2g_{αν} ξ^ν_{,β} ]dx^αdx^β .

Pro libovolneÂ dx^α musõÂ cÏlen ∼ ϵ vymizet, tj. vyÂraz v hranateÂ zaÂvorce, symetrizovanyÂ v α, β. To ovsÏem je podmõÂnka

$_ξg_{μν} = 0.

K teÂmuzÏ vyÂsledku dojdem, uvaÂzÏõÂme-li, zÏe ds^2 je skalaÂr, takzÏe po LieoeÏ prÏenosu z P do P̄ bude ds^2_{|P Q} = d̄s^2_{|P Q}, takzÏe ḡ_{μν} (x̄) = g_{μν} (x̄), tj. $_ξ g_{μν} = 0. ShrnÏme: aby v prostorocÏasu existovalo izometrickeÂ zobrazenõÂ, musõÂ existovat vektoroveÂ pole tzv. KillingovyÂch vektoruÊ ξ^μ splnÏujõÂcõÂch Killingovu rovnici ξ_{μ;ν} + ξ_{ν;μ} = 0.

PrÏi posunu podeÂl kongruence krÏivek, k nimzÏ je tecÏneÂ Killingovo vektoroveÂ pole, se vzdaÂlenosti zachovaÂvajõÂ. Existence Killingova vektoru souvisõÂ s vnitrÏnõÂ symetrijõÂ prostorocÏasu. Existuje-li võÂce KillingovyÂch vektoruÊ, jejich lineaÂrnõÂ kombinace s konstantnõÂmi koeőcienty jsou takeÂ Killingovy vektory. VõÂme, zÏe existence symetrie v prostorocÏase implikuje zaÂkon zachovaÂnõÂ (teoreÂm NoetheroveÂ). Pro cÏaÂstici s konstantnõÂ klidovou hmotnostõÂ m, kteraÂ se pohybuje po geodetice je

Dp^μ dτ = p^μ_{;ν} U^ν = mU^μ_{;ν} U^ν = 0.

Existuje-li KillinguÊv vektor ξ^μ, pak skalaÂrnõÂ velicÏina

p_{(ξ)} ≡ p_μξ^μ = p^μξ_μ

se podeÂl geodetiky zachovaÂvaÂ (je to pohybovaÂ konstanta):

dp_{(ξ)} dτ = D dτ (p^μξ_μ) = p^μξ_{μ;ν} U^ν = mU^μU^ν ξ_{μ;ν}

= −mU^μU^ν ξ_{ν;μ} = 0.

Je-li ξ^μ cÏasovyÂ vektor, pak −p_{(ξ)} je zachovaÂvajõÂcõÂ se energie cÏaÂstice v asymptoticky plocheÂm prostorocÏase (naprÏ. v SchwarzschildoveÏ geometrii je to energie meÏrÏenaÂ pozorovatelem v nekonecÏnu). I zde tedy zaÂkon zachovaÂnõÂ souvisõÂ s invariancõÂ vuÊcÏi posuvuÊm v cÏase. Existuje SS, v neÏmzÏ krÏivky, k nimzÏ je ξ^μ tecÏneÂ, budou sourÏadnicovyÂmi cÏarami, podeÂl nichzÏ se meÏnõÂ pouze cÏasovaÂ sourÏadnice x^0 ≡ t. Tu lze volit tak, aby ξ^μ = (1, 0, 0, 0) a Killingova rovnice daÂvaÂ

g_{μν,t} = 0,

cozÏ odpovõÂdaÂ stacionaÂrnõÂgeometrii. Existuje SS, v neÏmzÏ g_{μν} nezaÂvisõÂ na cÏase. I kdyzÏ ξ^μ nenõÂ KillingovyÂm vektorem, v SS s ξ^μ = (0, 1, 0, 0), pak pro Lieovu derivaci geometrickyÂch objektuÊ je $_ξ Φ = Φ_{,x}.

PrÏõÂklady KillingovyÂch vektoruÊ:

1) Povrch 2-koule ds^2 = dθ^2 + sin^2 θdφ; [(θ, φ) = (x^1, x^2)], Killingovy vektory jsou lineaÂrnõÂ kombinace ξ^{(1)} = (0, 1), ξ^{(2)} = (− cos φ, cotgθ sin φ). Jsou to slozÏky generaÂtoruÊ grupy rotacõÂ, operaÂtoruÊ momentu hybnosti L_z, L_y, L_x ve sfeÂrickyÂch sourÏadnicõÂch.

2) MinkovskeÂho prostorocÏas: Existuje 10 nezaÂvislyÂch KillingovyÂch vektoruÊ. Ve standartnõÂm LorentzoveÏ systeÂmu to jsou:

a) 4 tlanslacÏnõÂ vektory ξ^{(A)μ} = a^{(A)μ}, A = 1, 2, 3, 4; a^{(A)μ} - konstantnõÂ vektory b) 3 vektory generujõÂcõÂ prostoroveÂ rotace ξ^{(r)μ} = (0, ξ^{(r)m}), ξ^{(r)m} = ϵ^{mrs}x_s, r = 1, 2, 3.

c) 3 vektory generujõÂcõÂ prostorocÏasoveÂ rotace, spec.

Lorentzovy transformace podeÂ trÏõÂ os ξ^{(r)}_μ = 1 2 (δ^0_μx^r − δ^r_μx^0)

3) Schwarzschildova geometrie

ds^2 = −(1 −^{2M}_r )dt^2 + (1 −^{2M}_r )^{−1}dr^2 + r^2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2)

a) 3 źrotacÏnõÂł Killingovy vektory - nebot’ 2-plochy r =konst. a t =konst. majõÂ geometrii euklidovskyÂch 2-koulõÂ.

b) KillinguÊv cÏasovyÂ vektor ξ^μ_{(t)} = (1, 0, 0, 0) - stacionarita Schwarzschildovy geometrie,

g_{μν} ξ^μ_{(t)}ξ^ν_{(t)} = g_{00} = (1 − 2M r ); ξ^μ_{(t)} nemaÂ cÏasovyÂ charakter na r ≤ 2M - uvnitrÏ cÏerneÂ dõÂry.

Kapitola 2

CÏ erneÂ dõÂry

2.1 ReissnerśNordstroÈmova geomet- rie Tlak zaÂrÏenõÂ puÊsobõÂ jinak na protony a jinak na elektrony a ve hveÏzdaÂch tedy muÊzÏe vzniknout elektrickyÂ naÂboj. U neutronoveÂ hveÏzdy muÊzÏe prÏi vyÂbuchu odleteÏt slupka nesoucõÂ naÂboj. NenulovyÂ naÂboj ovsÏem podstatneÏ zmeÏnõÂ charakter cÏerneÂ dõÂry a jejõÂ singularity. CÏaÂstice se pak mohou dostat do jineÂho vesmõÂru.

NejdrÏõÂve je trÏeba najõÂt sfeÂricky symetrickeÂ rÏesÏenõÂ EinsteinśMaxwellovyÂch rovnic

R_{μν} − 1 2 g_{μν} R = 8πG c^4

T_{μν} ,

T_{μν} = 1 4π (−F_μ^σ F_{νσ} + 1 4 g_{μν} F_{ρσ} F^{ρσ} ).

ElektromagnetickeÂ pole budõÂ nulovou krÏivost - T_μ^μ = 0 ⇒ R = 0. Je buzen krÏivyÂ prostor s nulovou skalaÂrnõÂ krÏivostõÂ. ZajõÂmaÂme se o vakuoveÂ rÏesÏenõÂ pouzÏijeme tedy bezzdrojoveÂ rovnice. Maxwellovy rovnice:

1. seÂrie: ( √ −g F^{μν} )_{,ν} = 0 (⇐ F^{μν}_{;ν} = 0) 2. seÂrie: F_{[μν,λ]cycl} = 0

druhaÂ seÂrie se splnõÂ identicky zavedenõÂm 4-potenciaÂlu A^μ, na kteryÂ nalozÏõÂme Lorentzovu podmõÂnku A^σ_{;σ} = 0; pak maÂme d’Allambertovu rovnici pro potenciaÂl

−A^μ_{;σ}^{;σ} + R^μ_σ A^σ = 0.

VzÏdy lze zaveÂst takovyÂ sourÏadnyÂ systeÂm, v neÏmzÏ je sfeÂricky symetrickaÂ metrika daÂna vztahem

ds^2 = e^ν dt^2 − e^λdr^2 − r^2(dθ^2 + sin^2 θ dφ^2).

DosazenõÂm do EinsteinovyÂch rovnic zjistõÂme, zÏe ν, λ zaÂvisõÂ jen na r a ne na t. Tj. ν = ν(r), λ = λ(r) ś BirkhoffuÊv teoreÂm. Einsteinovy rovnice si vynucujõÂ statickou metriku. Chceme E ve smeÏru r tj. radiaÂlnõÂ elektrickeÂ pole. PlatõÂ E = E(r) nebot’ jde o sfeÂrickyÂ prÏõÂpad. Pak je F_{01} ≠ 0; F_{01} = F_{10} a tedy

F_{μν} = � � � 0 E 0 0 −E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

� � � je vyÂhodneÂ rÏesÏit ve smõÂsÏenyÂch slozÏkaÂch, nebot’ se tam vyskytujõÂ δ^0_μ. PlatõÂ, zÏe F^{01} = g^{00}g^{11}F_{01} = e^{−(ν+λ)}E(r). Nakonec dostaÂvaÂme

T^0_0 = 1 4π E^2e^{−(ν+λ)}; T^1_1 = −T^2_2 = −T^3_3 = 1 8π E^2e^{−(ν+λ)}

Lze tedy ukaÂzat, zÏe E = Q/r^2.

VyÂslednaÂ metriku ve tvaru

ds^2 = c^2 � 1 − 2GM c^2r + GQ^2 c^4r^2 � dt^2 − dr^2 1 −^{2GM}_{c2r} +^{GQ2}_{c4r2} −r^2dΩ^2

se nazyÂvaÂ ReissnerśNordstroÈmova geometrie.

Vezmeme-li geometrickeÂ jednotky, v nichzÏ je c = G = 1; GM c^2 → M; √ GQ c^2 → Q; [Q] = cm

3/2g^{−1/2}s^{−1} v CGS [Q] = cm v geometrickyÂch jednotkaÂch. Pak Reissnerś śNordstroÈmova metrika je

ds^2 = � 1 − 2M r + Q^2 r^2 � dt^2 − dr^2 1 −^{2M}_r +^{Q2}_{r2} −r^2(dθ^2 + sin^2 θ dφ^2)

Toto rÏesÏenõÂ je odlisÏneÂ od Schwarzschildova v tom, zÏe zde existujõÂ dva horizonty: r_± = M ± � M^2 − Q^2. Metrika na nich je singulaÂrnõÂ (g_{00} = 0; g_{rr} → ∞). Horizonty existujõÂ pouze pro |Q| ≤ M. Pro |Q| = M maÂme jen jeden horizont r = M vzniklyÂ splynutõÂm obou horizontuÊ. Pro |Q| > M horizonty zmizõÂ, singularita je jen v pocÏaÂtku a nemaÂme tedy zÏaÂdnou cÏernou dõÂru. |Q| = M fyzikaÂlneÏ znamenaÂ, zÏe maÂme hmotu nabitou tak, zÏe elektrostatickaÂ repulze kompenzuje gravitaci.

V tomto prÏõÂpadeÏ urcÏõÂme vzdaÂlenost (vlastnõÂ) z neÏjakeÂho bodu nad horizontem k neÏmu. � dl = r=M�

r_i dr 1 −^M_r → ∞

!!! Tady bude obrazek !!!

VlastnõÂ cÏas, za kteryÂ prÏejde cÏaÂstice z r_i do r = M je konecÏnyÂ (nekonecÏnyÂ je tento cÏas z hlediska vneÏjsÏõÂho pozorovatele). Je videÏt, zÏe nalezeneÂ sourÏadnice jsou na horizontu moc patologickeÂ. PokusõÂme se nynõÂ toto rÏesÏenõÂ zkruskalizovat ś tj. pokryÂt sourÏadnicemi celou varietu. UvidõÂme, zÏe je trÏeba nekonecÏneÏ mnoho map k pokrtõÂ celeÂ variety. Budeme uvazÏovat prÏõÂpad se dveÏma horizonty a budeme braÂt metriku

ds^2 = � 1 − r_+ r � � 1 − r_− r � dt^2 − dr^2 (1 −^{r+}_r )(1 −^{r−}_r ) (2.1) UÂ hlovou cÏaÂst, kteraÂ je zcela reguleÂrnõÂ, nebudeme v metrice daÂle psaÂt.

a) V rovineÏ (r, t) prÏevedeme (2.1) do konformneÏ plochyÂch sourÏadnic t, r^∗ tak, zÏe platõÂ

ds^2 = � 1 − r_+ r � � 1 − r_− r � (dt^2 − dr^{∗2})

Je trÏeba zaveÂst funkci r = r(r^∗). NasÏe metrika je naÂsobkem metriky plocheÂ (dt^2 − dr^{∗2}). MusõÂ byÂt

dr^∗ dr = 1 (1 −^{r+}_r )(1 −^{r−}_r )

t − r^∗ ś retardovanyÂ cÏas t + r^∗ ś advanceovanyÂ cÏas

Plyne z pozÏadavku, aby t − r^∗ = konst. a t + r^∗ = konst. byly vchaÂzejõÂcõÂ, resp. vychaÂzejõÂcõÂ sveÏtelneÂ geodetiky. IntegracõÂ se dostane:

r^∗ = r+ r^2_+ r_+ − r_− ln � � � � r − r_+

r_+ � � � �− r^2_− r_+ − r_− ln � � � � r − r_− r_+ � � � � Z tohoto lze urcÏit r = r(r^∗).

b) Pro r → ∞ je r^∗ → ∞; pro r → r_+ je r^∗ → −∞. Horizont je odsunut do nekonecÏna, ale tõÂm je tam odsunut i celyÂ vnitrÏek pod horizontem. r → r_− ⇒ r^∗ → +∞. Budeme tedy potrÏebovat nejmeÂneÏ jednu dalsÏõÂ mapu k pokrytõÂ celeÂ variety.

!!! Tady bude obrazek !!!

U Schwarzschildova rÏesÏenõÂ byla uvnitrÏ dynamickaÂ oblast, v nõÂzÏ pozorovatel nemohl staÂt na pevneÂm mõÂsteÏ, nebot’ ruÊstu jeho vlastnõÂho cÏasu odpovõÂdalo zmensÏovaÂni se sourÏadnice r. V ReissneroveÏśNordstroÈmoveÏ prÏõÂpadeÏ je uvnitrÏ pod vnitrÏnõÂm horizontem r_− statickaÂ oblast, kde pozorovatel muÊzÏe zuÊstat na pevneÂm r. Tj. hveÏzda zkolabovanaÂ pod r_− nemusõÂ daÂle kolabovat do singularity v r = 0.

c) Zavedeme nynõÂ nuloveÂ sourÏadnice (analogicky k postupu ve SchwarzschildovskeÂm prÏõÂpadeÏ)

t^+ = t + r^∗; t^− = t − r^∗

U Kruskala jsme vsÏe deÏlali vneÏ a prÏisÏli jsme na rÏesÏenõÂ, ktereÂ lze protaÂhnout pod horizont. MaÂme analogickeÂ rovnice a ty naÂm daÂvajõÂ analogickeÂ rÏesÏenõÂ.

Metrika poblõÂzÏ r = r_+ maÂ tvar

ds^2 = � 1 − r_− r_+ � exp � r_+ − r_− 2r^2_+

(t^+ − t^−) � dt^+ dt^−.

(2.2) Budeme chtõÂt zaveÂst nuloveÂ sourÏadnice U, V , v nichzÏ by metrika byla regulaÂrnõÂ na horizontu.

ds^2 = � 1 − r_+ r � � 1 − r_− r � dt^+ dt^−

Z teÂto metriky lze prÏejõÂt k metrice (2.2) a pak k nulovyÂm sourÏadnicõÂm.(?) Budeme odhadovat, co budou deÏlat cÏleny (1 − r_+/r) a (1 − r_−/r), kdyzÏ se r bude blõÂzÏit k vneÏjsÏõÂmu horizontu. r → r_+ → (1 − r_−/r) → (1 − r_−/r_+). Odhad druheÂho cÏlenu bude nesnadneÏjsÏõÂ: r = r(r^∗); r^∗ zaÂvisõÂ na t^+, t^− a prÏejdu k metrice v t^+, t^−:

r ≈ r_+ : r^∗ ≈ r^2_+ r_+ − r_− ln � r − r_+

r_+ � ⇒ exp � r_+ − r_−

r^2_+ r^∗ � = r − r_+

r_+ = � r r_+ − 1 �

Pro r ≈ r_+ ovsÏem platõÂ, zÏe � 1 − r_+ r � ≈ r r_+ � 1 − r_+ r � = � r r_+ − 1 �

tedy � 1 − r_+ r � ≈ exp � r_+ − r_− 2r^2_+

(t^+ − t^−) � , cozÏ bylo trÏeba ukaÂzat. TõÂm je urcÏeno asymptotickeÂ chovaÂnõÂ metriky poblõÂzÏ r = r_+. Zavedeme nynõÂ nuloveÂ kruskalovskeÂ sourÏadnice transformacõÂ

dt^+ = c exp � − r_+ − r_− 2r^2_+ t^+ � dṼ_1,

dt^− = c exp � r_+ − r_− 2r^2_+ t^− � dŨ_1, c = 2r^2_+ r_+ − r_− ś 1.KruskalovskeÂ sourÏadnice r > r_+.

Chceme, aby v teÏchto novyÂch sourÏadnicõÂch exponenciaÂla vypadla. Volba konstanty je provedena tak, aby to prÏi integraci vypadlo. Bude

Ũ_1 = exp � − r_+ − r_− r^2_+ t^− � ; Ṽ_1 = exp � r_+ − r_− 2r^2_+ t^+ �

(Horizonty se z nekonecÏna vracejõÂ touto transformacõÂ zpeÏt.) VyjaÂdrÏõÂme ted’prÏesnou metriku v sourÏadnicõÂch Ũ_1, Ṽ_1.

ds^2 = � 1 − r_+ r � � 1 − r_− r � � 2r2_+

r_+ − r_−

�_2

×exp � r_+ − r_− 2r^2_+

(t^− − t^+) � dṼ_1 dŨ_1

RozepõÂsÏeme si exponenciaÂlu exp � r_+ − r_− 2r^2_+

(t^− − t^+) � = exp � − r_+ − r_−

r^2_+ r^∗ �

= exp � − r_+ − r_−

r^2_+ � r + r^2_+ r_+ − r_− ln � r − r_+

r_+ �

− r^2_− r_+ − r_− ln � r − r_−

r_+ �

= exp � − r_+ − r_−

r^2_+ r � r_+ r − r_+ � r − r_− r_+

�^{“ r}−_{r+}^{”2} . Pak metrika maÂ tvar

ds^2 = r − r_+ r � 1 − r_− r � exp � − r_+ − r_− r^2_+ r �

× r_+ r − r_+ � r − r_−

r_+

�^{“ r}−_{r+}^{”2} � 2r^2_+ r_+ − r_−

�_2 dṼ_1 dŨ_1.

Deőnujme nynõÂ Ũ_1 = V_1 −U_1, Ṽ_1 = V_1 +U_1, tj. dŨ_1 dṼ_1 = dV^2_1 − dU^2_1 . VyÂslednaÂ metrika pak maÂ tvar

ds^2 = r_+ r � 1 − r_− r � � r − r_− r_+

�^{“ r}−_{r+}^{”2}

× � 2r^2_+ r_+ − r_−

�_2 exp � − r_+ − r_− r^2_+ r � [dV^2_1 − dU^2_1 ].

CozÏ lze jesÏteÏ upravit na tvar

ds^2 =

�r_+ r �_2 � r − r_−

r_+

�^{“ r}−_{r+}^{”2}_{+1}

× � 2r^2_+ r_+ − r_− � exp � − r_+ − r_− r^2_+ r � [dV^2_1 − dU^2_1 ].

UdeÏlaÂme si nynõÂ KruskaluÊv diagram. K tomu budeme potrÏebovat vyÂraz

V^2_1 − U^2_1 = Ṽ_1Ũ_1 = −exp � r_+ − r_− r^2_+ r^∗ � =

− � r − r_+ r_+ � � r_+ r − r_−

�^{“ r}−_{r+}^{”2} exp � r_+ − r_−

r^2_+ r � ; � r_− r_+

�_2

< 1; tedy r → ∞ ⇒ ±U_1 → ∞;

r = konst. ⇒ V^2_1 − U^2_1 = konst. ś hyperboly

Ukazuje se, zÏe horizont r_− dostaneme odsunutyÂ azÏ do nekonecÏna; prÏitom lze spocÏõÂtat, zÏe je v konecÏneÂ vzdaÂlenosti. Budeme tedy muset napojovat jesÏteÏ jednou.

!!! Tady bude obrazek !!!

t = konst. vychaÂzõÂ jako u Schwarzschildovy cÏerneÂ dõÂry. t = konst. ⇒ t^+ + t^− = konst. Ũ_1/Ṽ_1 = konst. ⇒ t = konst. jsou cÏaÂry prÏõÂmeÂ uÂmeÏrnosti. V tomto diagramu jsme se nedostali k singulariteÏ, protozÏe vnitrÏnõÂ horizont byl odsunut do nekonecÏna. NasÏe sourÏadnice kolem r_− jsou tedy sÏpatneÂ ⇒ zÏe je lze pouzÏõÂt jen pro neÏjakeÂ r takoveÂ, zÏe r_− < r < r_+. MusõÂme pak zkruskalizovat vnitrÏek ś tj.najõÂt sourÏadnice, ktereÂ by popisovaly oblast od zvoleneÂho r azÏ prÏes vnitrÏnõÂ horizont r_−.

!!! Tady bude obrazek !!!

Deőnujme

t^+_2 = t + r^∗; t^−_2 = t − r^∗;

metrika je:

ds^2 = � 1 − r_+ r � � 1 − r_− r � dt^+_2 dt^−_2 .

Abychom uhaÂdli, jak maÂme prÏijõÂt k Ũ_2, Ṽ_2, budeme muset rozepsat metriku poblõÂzÏ

r ≈ r_− ⇒ � 1 − r_+ r � = � 1 − r_+ r_− � , r^∗ = − r^2_− r_+ − r_− ln � r − r_− r_+ �

UÂ pravami analogickyÂmi prÏedchozõÂmu postupu dostaneme:

ds^2 ≈ � 1 − r_+ r � r_+

r_− exp � r_+ − r_− −r^2_− � � t^+_2 − t^−_2 2 � dt^+_2 dt^−_2

Z toho je videÏt, zÏe

dŨ_2 ∼ −exp � r_+ − r_− 2r^2_− t^−_2 � dt^−_2 ,

dṼ_2 ∼ +exp � − r_+ − r_−

2r^2_− t^+_2 � dt^+_2

Zde se prohazujõÂ znameÂnka oproti Ũ_1, Ṽ_1, nebot’se prohodõÂ prostorovyÂ a cÏasovyÂ charakter sourÏadnic −→ proto zmeÏny ve znameÂnkaÂch exponentuÊ. Konstantu zvolõÂme tak, aby metrika vysÏla podobneÏ jako v ...

Ũ_2 = � r_+ r_− exp � r_+ − r_−

2r^2_− t^−_2 � , Ṽ_2 = � r_+ r_− exp � − r_+ − r_− 2r^2_− t^+_2 �

Metrika maÂ pak tvar:

ds^2 = − r_−r_+ r^2 � r_+ − r r_+

�^{“ r}+_{r−}^{”2}_{+1}

× � 2r^2_− r_+ − r_−

�_2 exp � r_+ − r_− r^2_− r � dṼ_2 dŨ_2

NynõÂ jizÏ opeÏt muÊzÏeme zadeőnovat normaÂlnõÂ KruskalovskeÂ sourÏadnice:

Ũ_2 = −U_2 − V_2; Ṽ_2 = −U_2 + V_2

Jsou voleny tak, aby pro cÏaÂstici, kteraÂ puÊjde dovnitrÏ, beÏzÏel cÏas V_2 staÂle do budoucnosti.

!!! Tady bude obrazek !!!

Metrika maÂ pak tvar

ds^2 = r_−r_+ r^2 � r_+ − r r_+

�^{“ r}+_{r−}^{”2}_{+1}

× � 2r^2_− r_+ − r_− � exp � r_+ − r_− r^2_− r � [dV^2_2 − dU^2_2 ]

Pro r = r_+ jsou zde potõÂzÏe, ale naÂs zajõÂmaÂ oblast kolem r = r_−. SestrojõÂme opeÏt KruskalovskyÂ diagram:

!!! Tady bude obrazek !!!

V^2_2 − U^2_2 = r − r_− r_− � r_+ r_+ − r

�^{“ r}+_{r−}^{”2} exp � − r_+ − r_− r^2_− r �

r → r_+ ⇒ V_2 → ±∞

PlatõÂ tedy r = r_− ⇒ V^2_2 − U^2_2 = 0 - asymptoty jsou vnitrÏnõÂ horizonty r → 0 : V^2_2 − U^2_2 = −1

Singularita maÂ v ReissnerśNordstroÈmov cÏerneÂ dõÂrÏe cÏasovyÂ charakter. V_2 je cÏasovaÂ sourÏadnice, sveÏtelneÂ kuzÏely jsou pod 45^∘, protozÏe maÂme konformneÏ plochou metriku. CÏaÂstice v oblasti V se musõÂ pohybovat uvnitrÏ sveÏtelneÂho kuzÏele. MuÊzÏe padnout do singularity vpravo nebo vlevo, ale na rozdõÂl od Schwarzschildovy cÏerneÂ dõÂry tam padnout nemusõÂ. MuÊzÏe pokracÏovat do oblasti VII, v nõÂzÏ se nachaÂzõÂ se staÂle se zveÏtsÏujõÂcõÂm r a projitõÂm dalsÏõÂm r_+ ś vneÏjsÏõÂm horizontem (zde ovsÏem ve V_2 = +∞ se vynorÏõÂ v jineÂm vesmõÂru. MaÂme tedy vlastneÏ bõÂlou dõÂru, z nõÂzÏ se hmota vynorÏuje.

PuÊvodneÏ jsme ocÏekaÂvali dveÏ mapy, abychom pokryli celou varietu ś prvnõÂ uzÏ zkonstruovanou U_1V_1, druhou U_2V_2. NynõÂ je videÏt, zÏe potrÏebujeme nekonecÏneÏ mnoho map, abychom mohli sledovat cestu cÏaÂstice, kteraÂ se staÂle vyhyÂbaÂ singularitaÂm a cestuje staÂle do dalsÏõÂch vesmõÂruÊ (v neÏktereÂm vesmõÂru ovsÏem cÏaÂstice muÊzÏe vyleÂzt ven).

NynõÂ se pokusõÂme obeÏ mapy spojit.

!!! Tady bude obrazek !!!

Je zrÏejmeÂ, zÏe prÏõÂmo sesÏõÂt tyto dveÏ mapy nejde, protozÏe bychom dostali uzavrÏenou kauzaÂlnõÂ krÏivku. NapojenõÂ nejleÂpe vynikne v konformnõÂ metrice, jak nakonec ukaÂzÏeme. Mapu (IśIV) pouzÏijeme jen pro urcÏitou hyperbolu r = konst.(r_− < r < r_+) a ztotozÏnõÂme ji s hyperbolou odpovõÂdajõÂcõÂ stejneÂmu r v (VśVIII) v kvadrantu V. Je videÏt, zÏe ke sledovaÂnõÂ draÂhy cÏaÂstice je trÏeba napojovat staÂle dalsÏõÂ diagramy.

!!! Tady bude obrazek !!!

Provedeme nynõÂ konformnõÂ transformaci, kteraÂ nekonecÏneÂ oblasti v diagramech stlacÏõÂ na cÏtverce konecÏneÂ velikosti (viz. Carter, Phys. Rev. Letters 21,423 /(1968)). Zavedou se noveÂ sourÏadnice Ψ, ξ naÂsledujõÂcõÂmi transformacÏnõÂmi vztahy:

U − V = tg 1 2 (ξ − Ψ); U + V = tg 1 2 (ξ + Ψ)

JednaÂ se skutecÏneÏ o konformnõÂ transformaci, nebot’maÂme

−(dU + dV )(dU − dV ) = dV^2 − dU^2 = − (dξ^2 − dΨ^2) 4 cos^{2 1}_2 (ξ − Ψ) cos^{2 1}_2 (ξ + ψ)

dU = dV ⇐⇒ dξ = dΨ ⇒ struktura sveÏtelnyÂch kuzÏeluÊ se zachovaÂvaÂ (to platõÂ prÏi vsÏech konformnõÂch transformacõÂch). VyÂslednyÂ graf pak bude vypadat takto:

!!! Tady bude obrazek !!!

Popis zelenaÂ cÏaÂra je trajektorie cÏaÂstice padajõÂcõÂ do ReissnerśNordstroÈmovy cÏerneÂ dõÂry. Jsou tam vyznacÏeny mozÏnosti, ktereÂ si muÊzÏe cÏaÂstice vybrat - bud’paÂd do singularity, nebo vynorÏenõÂ se v jineÂm vesmõÂru, nebo pokracÏovaÂnõÂ do staÂle dalsÏõÂch vesmõÂruÊ.

2.2 KerrśNewmanova geometrie

RÏ esÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic (v praÂzdneÂm prostoru) odpovõÂdajõÂcõÂ vneÏjsÏõÂmu gravitacÏnõÂmu poli rotujicõÂho nabiteÂho teÏlesa hmoty m, s momentem hybnosti na jednotku hmoty rovnyÂm a a naÂbojem e (v geomterickyÂch jednotkaÂch) je daÂno metrikou (vyjaÂdrÏenou zde v BoyerśLindquistovyÂch sourÏadnicõÂch)

ds^2 = g_{μν} dx^μ dx^ν

= ρ^2△^{−1}dr^2 + sin^2 Θ ρ^2

[a dt − (r^2 + a^2) dϕ]^2

+ρ^2 dΘ^2 − △ ρ^2

[ dt − a sin^2 Θ dϕ]^2. (2.3)

2-forma magnetickeÂho pole je f = 1 2 f_{αβ} dx^α ∧ dx^β = e ρ^4

(r^2 − a^2 cos^2 Θ) dx ∧ [ dt − a sin^2 Θ dϕ] −2 e ρ^4 ar cos Θ sin Θ dΘ ∧ [a dt − (r^2 + a^2) dϕ],(2.4) kde ρ^2 = r^2 + a^2 cos^2 Θ a △ = r^2 − 2mr + a^2 + e^2.

Toto rÏesÏenõÂ objevil Newman a dalsÏõÂ aplikacõÂ komplexnõÂ sourÏadnicoveÂ transformace na ReissnerśNordstroÈmovo rÏesÏenõÂ.

Tato transformace byla znaÂma drÏõÂve, protozÏe daÂvala Kerrovo rÏesÏenõÂ ze Schwarzschildova. RÏ esÏenõÂ (2.3) je nazyÂvaÂno KerrovyÂmśNewmanovyÂmrÏesÏenõÂm a maÂ tyteÂzÏ symetrie a tyteÂzÏ Killingovy vektory

l^α_t = (1, 0, 0, 0) ; l^α_ϕ = (0, 0, 0, 1)

jako Kerrovo rÏesÏenõÂ. KdyzÏ je a^2 + e^2 ≤ m^2, je toto rÏesÏenõÂ vybaveno vneÏjsÏõÂm horizontem r = r_+, kde je

r_+ = m + � m^2 − a^2 − e^2

a vnitrÏnõÂm horizontem

r = r_− = m − � m^2 − a^2 − e^2.

r_+ i r_− jsou nulovyÂmi plochami a splyÂvajõÂ v prÏõÂpadeÏ a^2 + e^2 = m^2.

KerrovośNewmanovo rÏesÏenõÂ je rovneÏzÏ vybaveno touteÂzÏ singularitou v r = 0 na rovnõÂkoveÂ rovineÏ jako Kerrovo rÏesÏenõÂ. KillinguÊv vektor l^α_t se staÂvaÂ nulovyÂm na plosÏe urcÏeneÂ vztahem g_{00} = 0, tj. kdyzÏ

r = r_0 = m + � m^2 − a^2 cos^2 Θ − e^2 a r = r_1 = m − � m^2 − a^2 cos^2 Θ − e^2.

Tyto dveÏ plochy splynou v jednu toroidaÂlnõÂ plochu v prÏõÂpadeÏ a^2 + e^2 > m^2.

V gravitacÏnõÂm kolapsu neÏjakeÂho fyzikaÂlnõÂho systeÂmu rÏesÏenõÂ (2.3), (2.4) prÏi a^2 + e^2 ≤ m^2 asymptoticky v cÏase t pokryjõÂ celou bezsingulaÂrnõÂ oblast sourÏadnice r, tj. pro r > r_+ a horizont se vytvorÏõÂ na r = r_+ v limiteÏ t → ∞. VsÏechny dalsÏõÂ detaily nebo kvantovaÂ cÏõÂsla systeÂmu budou vyplaveny prycÏ a pouze trÏi velicÏiny po kolapsu zuÊstanouśhmota, naÂboj a moment hybnosti.

Toto tvrzenõÂ vyjadrÏuje, jesÏteÏ uÂplneÏ nedokaÂzanou, Carterovu - Israckovou domneÏnku, obrazneÏ vyjaÂdrÏenou J. A. Wheelerem na tvrzenõÂ źcÏernaÂ dõÂra nemaÂ zÏaÂdneÂ vlasył.

Je-li tato domneÏnka pravdivaÂ, pak rÏesÏenõÂ (2.3), (2.4) reprezentuje nejobecneÏjsÏõÂ cÏernou dõÂru, kteraÂ je vybavena magnetickyÂm polem, jak daÂle ukaÂzÏeme.

Geometrie vnitrÏnõÂho horizontu r = r_+ nemaÂ velkyÂ fyzikaÂlnõÂ vyÂznam, nebot’ jak bylo v minulyÂch kapitolaÂch uvedeno, dynamika takovyÂch oblastõÂ vstupuje do hry pouze v konecÏnyÂch faÂzõÂch kolapsu samotneÂho vesmõÂru.

ChovaÂnõÂ neÏkteryÂch kuzÏeluÊ v geomerii (2.3) je prÏesneÏ stejneÂ jako v KerroveÏ geometrii, prÏicÏemzÏ r_+ a r_0 jsou nynõÂ daÂny vztahy (2.2), (2.2). Je zde r_0 plochou nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu ve stejneÂm smyslu jako v kapitole IV.

UÂ hlovaÂ rychlost lokaÂlneÏ Lorentzova systeÂmu jak se jevõÂ v nekonecÏnu je nynõÂ daÂna vztahem

ω^′ = − g_{03} g_{33} = a(2mr − e^2) (r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ

RudyÂ posuv meÏrÏenyÂ v nekonecÏnu fotonu emitovaneÂho zdrojem stojõÂcõÂm v klidu v lokaÂlneÏ LorentzovskeÂm systeÂmu na kruhu (r, Θ) bude

ν_{at finity} ν_{source}

= (U^0 − bu^3)^{−1}_{local Lorentz} = △^{1/2}ρ[(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} [(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ − (2mr − e^2)ab] , kde b = −K_3/K_0 je impaktnõÂ parametr fotonu, K_3, K_0 jsou pohyboveÂ konstanty.

Foton emitovanyÂ zdrojem stoupajõÂcõÂm v lokaÂlneÏ LorentzoveÏ systeÂmu bude posunut do ruda nekonecÏneÏ pouze budeli tento systeÂm na vneÏjsÏõÂm horizontu.

Kerrovo-Newmanovo rÏesÏenõÂ maÂ novyÂ podivnyÂ rys. Obsahuje oblast pro r kladnaÂ, ale vzÏdy mensÏõÂ nezÏ |e|, kde

g_{33} = sin^2 Θ � (r^2 + a^2) + a^2 ρ^2

(2mr − e^2) sin^2 Θ � < 0.

V nenabiteÂ KerroveÏ rÏesÏenõÂ je g_{33} zaÂporneÂ pouze v maleÂ oblasti zaÂpornyÂch r v bezprostrÏednõÂm okolõÂ singularity ρ^2 = 0. V teÂto oblasti je azimutaÂlnõÂ sourÏednice ϕ cÏasovou sourÏadnicõÂ a kruzÏnice t = konst., r = konst., Θ = konst. jsou uzavrÏeneÂ cÏasoveÂ krÏivky, cÏõÂmzÏ je porusÏen princip kauzality. Je-li a^2 + e^2 ≤ m^2, pak se nemusõÂme traÂpit, jelikozÏ oblast kauzalitnõÂch poruch je vzÏdy za vnitrÏnõÂm horizontem (r = r_−) a jakaÂkoliv cÏaÂstice nebo foton prÏekrocÏõÂcõÂ vneÏjsÏõÂ horizont (r = r_+) nemuÊzÏe nikdy unikonout zpeÏt do vneÏjsÏõÂho sveÏta. AvsÏak pro a^2 + e^2 > m^2 nemaÂme zÏaÂdneÂ horizonty a pozorovatel muÊzÏe startovat v neÏjakeÂm bodeÏ ve vneÏjsÏõÂm sveÏteÏ, vniknout do oblasti kauzalitnõÂch poruch, pohybem ve smeÏru opacÏneÂm ke smyslu rotace pole putovat v cÏase t nazpaÂtek o 2π|a| za jednu otocÏku kolem osy symetrie, a vraÂtit se zpeÏt do puÊvodnõÂho bodu startu v lokaÂlnõÂm cÏase drÏõÂveÏjsÏõÂm nezÏ (byl) je cÏas startu.

V neÏjakeÂ fyzikaÂlneÏ prÏõÂstupneÂ situaci s a^2 + e^2 > m^2 vsÏak vnitrÏnõÂ rÏesÏenõÂ s hmotou a naÂbojovou hustotou bude pokryÂvat v sourÏadnicõÂch r oblast veÏtsÏõÂ nezÏ 0 ≤ r ≤ |e|, cÏõÂmzÏ bude princip kauzality zachraÂneÏn. DaÂle bude rovneÏzÏ ukaÂzano, zÏe cÏernaÂ dõÂra s a^2 + e^2 ≤ m^2 nemuÊzÏe byÂt vrzÏena do stavu s a^2 + e^2 > m^2 transformacemi testovacõÂch cÏaÂstic.

ElektromagnetickaÂ sõÂla puÊsobõÂcõÂ na testujõÂcõÂ elektrickyÂ naÂboj ϵ stojõÂcõÂ se cÏtyrÏrychlostõÂ u^α je daÂna vztahem:

ϵf^α_ν u^ν = μ

Du^α Dτ = μ � du^α dτ + Γ^α_{βγ} u^βu^γ �

(deviace trajektorie cÏaÂstice s klidovou hmotou μ z geodetiky).

PodobneÏ elektromagnetickyÂ moment puÊsobõÂcõÂ na magnetickyÂ dipoÂl stojõÂcõÂ v tomteÂzÏ systeÂmu bude nulovyÂ, bude-li dipoÂl orientovaÂn ve smeÏru

∗f^α_{·ν} u^ν

kde symbol ∗ odpovõÂdaÂ nasledujõÂcõÂ operaci:

∗f_{μν} = 1 2 (−g)^{1/2}[μνρσ]f^{ρσ} .

JestlizÏe neÏjakyÂ pozorovatel stojõÂcõÂ v lokaÂlnõÂm LorentzoveÏ systeÂmu meÏrÏõÂ sõÂly puÊsobõÂcõÂ na testujõÂcõÂ elektrickyÂ naÂboj a smeÏr orientace magnetickyÂch dipoÂluÊ, obojõÂ stojõÂcõÂ v tomteÂzÏ systeÂmu, zjistõÂ, zÏe existuje neÏjakeÂ elektrickeÂ pole E^μ = f^μ_{·ν} u^ν_{local Lorentz} puÊsobõÂcõÂ na elektrickeÂ naÂboje a magnetickeÂ pole puÊsobõÂcõÂna magntetickeÂ dipoÂly s intenzitou H^μ = ∗f^μ_{·ν} u^ν_{local Lorentz}, kde u^ν_{local Lorentz} je cÏtyrÏrychlost lokaÂlneÏ Lorentzova systeÂmu, urcÏenaÂ vztahy

u^1 = u^2 = 0

u^0_{local Lorentz} =

[(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} △^{1/2}ρ , u^3_{local Lorentz} = a(2mr − e^2)

△^{1/2}ρ 1 [(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} . Pro elektrickeÂ a magnetickeÂ pole pak dostaÂvaÂme naÂsledujõÂcõÂ vyÂrazy

E^r = e

△^{1/2} ρ^5

(r^2 + a^2)(r^2 − a^2 cos^2 Θ) [(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} , E^Θ = −2ea^2

△^{1/2} ρ^5 r cos Θ sin Θ [(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} , H^r = 2ea

△^{1/2} ρ^5 r(r^2 + a^2) cos Θ [(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} , H^Θ = ea

△^{1/2} ρ^5

(r^2 − a^2 cos^2 Θ) sin Θ [(r^2 + a^2)^2 − a^2△ sin^2 Θ]^{1/2} . ElektrickeÂ silocÏaÂry jsou deőnovaÂny jako mnozÏina krÏivek, z nichzÏ kazÏdaÂ maÂ tu vlastnost, zÏe tecÏna k teÂto krÏivce v kazÏdeÂm bodeÏ je paralelnõÂ s vektorem elektrickeÂho pole v tomto bodeÏ, nebo jsou-li x^ι = x^ι(σ) jsou parametrickeÂ rovnice krÏivky,

[ικτ]E^κ dx^? dσ = 0 (?κτ mají hodnoty1, 2, 3)

PodobneÏ jsou magnetickeÂ silokrÏivky deőnovaÂny tak, zÏe

[ικτ]H^κ dx^? dσ = 0 V nasÏem prÏõÂpadeÏ se tyto rovnice redukujõÂ na

(r^2 − a^2 cos^2 Θ)(r^2 + a^2)dΘ + 2a^2r cos Θ sin Θdr = 0 2r cos Θ(r^2 + a^2)dΘ − (r^2 − a^2 cos^2 Θ) sin Θdr = 0

nezaÂvisleÂ na m a e a pravdiveÂ pouze v lokaÂlneÏ LorentzoveÏ systeÂmu ne konstantnõÂm r a Θ.

ElektrickeÂ silokrÏivky se nikde neprotõÂnajõÂ, rozbõÂhajõÂ se ven z prostoru mezi dvoukoulema r = |a cos Θ| (viz obr. ?). MagnetickeÂ silokrÏivky budou radiaÂlnõÂ na dvoukolõÂch r = |a cos Θ| - viz obr. ?.

ElektrickeÂ pole je slabsÏõÂ na poÂlech a silneÏjsÏõÂ na rovnõÂku, zatõÂmco magnetickeÂ pole, velmi podobneÂ poli magnetickeÂho dipoÂlu, bude silneÏjsÏõÂ na poÂlech a slabsÏõÂ v oblasti rovnõÂku. MagnetickyÂ dipoÂlovyÂ moment bude ea. NenõÂ mozÏnaÂ zmeÏna gyromagnetickeÂho pomeÏru, kteryÂ je praÂveÏ e/m, stejneÏ jako Diracovy cÏaÂstice.

PohyboveÂ rovnice testujõÂcõÂ cÏaÂstice v poli magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry mohou byÂt odvozeny, zavedeme-li superhamiltoniaÂn H = 1 2 g^{αβ} (p_α + ϵA_α)(p_β + ϵA_β)

s hybnostõÂ

p_α = g_{αβ} dx^β dλ − ϵA_α

ϵ je naÂboj testovacõÂ cÏaÂstice, τ = μλ je vlastnõÂ cÏas podeÂl jejõÂ sveÏtocÏaÂry a μ je jejõÂ klidovaÂ hmota. A_α je vektorovyÂ potenciaÂl.

StejneÏ jako v nenabiteÂm KerroveÏ prÏõÂpadu maÂme dveÏ konstanty pohybu detrminovaneÂ symetriemi metriky, a to energiõÂ cÏaÂstice E = −p_0 a p_ϕ = p_3, cozÏ je komponenta hybnosti podeÂl osy symetrie.

NaÂboj cÏaÂstice ϵ a hamiltoniaÂn H jsou automaticky pohybovyÂmi konstantami, prÏicÏemzÏ H je urcÏeno normalizacÏnõÂmi podmõÂnkou

g_{αβ} dx^α dλ dx^β dλ = −μ^2 ,

takzÏe H = − 1 2 μ^2

CÏtvrtaÂ pohybovaÂ konstanta nutnaÂ k urcÏenõÂ sveÏtocÏaÂry cÏaÂstice byla nalezena B. Carterem separacõÂ promeÏnnyÂch r, Θ v rovnici (HamiltoniaÂn-Jacobiho) pro Jacobiho akci S: ∂S ∂λ = 1 2 g^{αβ} � ∂S ∂x^α

+ ϵA_α � � ∂S ∂x^β

+ ϵA_β �

v Kerr-NewmanovyÂch sourÏadnicõÂch (viz rovnici ?).

DaÂle musela byÂt vybraÂna speciaÂlnõÂ kalibrace potenciaÂlu A_α, kteryÂ meÏl v Kerr-NewmanovyÂch sourÏadnicõÂch tvar A = er ρ^2

(du − a sin^2 Θ dψ)

HamiltoniaÂn-Jacobiho rovnici nelze separovat v jinyÂch sourÏadnicõÂch, ani prÏi jineÂ kalibraci potenciaÂlu

Rovnice pohybu takto urcÏeneÂ pak majõÂ v Boyer- LinquistovyÂch sourÏadnicõÂch tvar:

ρ^2 dΘ dλ = √ W (2.5)

ρ^2 dr dλ = √ R (2.6)

ρ^2 dϕ dλ = − � aE − p_ϕ sin^2 Θ � + ap △ (2.7)

ρ^2 dt dλ = −(aE sin^2 Θ − p_ϕ) +

(r^2 + a^2)P △ (2.8) kde W = Q − cos^2 Θ � a^2(μ^2 − E^2) + p^2_ϕ sin^2 Θ �

P = E(r^2 + a^2) − p_ϕa − ϵer R = P^2 − △[ μ^2r^2 + (p_ϕ − aE)^2 + Q ]

Q je cÏtvrtaÂ pohybovaÂ konstanta urcÏujõÂcõÂ rovnicõÂ (2.5) vztah mezi Θ a p_Θ.

Energie E meÏrÏenaÂ z nekonecÏna, cÏaÂstice s azimutaÂlnõÂ hybnostõÂ p_ϕ, klidovou hmotou μ a naÂbojem ϵ s radiaÂlnõÂ hybnostõÂ na radiaÂlnõÂ vzdaÂlenosti r je daÂna rÏesÏenõÂm rovnice

E^2 [ r^4 + a^2(r^2 + 2mr − e^2) ] −2E [ (2mr − e^2)ap_ϕ − ϵer(r^2 + a^2) ] −(r^2 − 2mr + e^2)p^2_ϕ + 2ϵearp^2_ϕ + ϵ^2r^2e^2

−(r^2 − 2mr + a^2 + e^2)(μ^2r^2 + Q) = [ (r^2 − 2mr + a^2 + e^2) p_r ]^2 (2.9)

Budeme zde stejneÏ jako v rovnici (?) uvazÏovat poze veÏtsÏõÂ korÏeny E_+, tj. ty, ktereÂ jsou kladneÂ jdeme-li s r → ∞. Tyto korÏeny odpovõÂdajõÂ dt/dτ > 0. KorÏeny E_− odpovõÂdajõÂ dt/dτ < 0. Rovnice (3.51) maÂ symetrii −E_−(−p_{ϕ,−ϵ}) = E_+(p_{ϕ,ϵ}) cozÏ umozÏnÏuje interpretaci anticÏaÂstic jako deÏr ve stavech E_−, konsistentnõÂ s principem ekvivalnce.

Z rovnice (3.51) plyne, zÏe existujõÂ stavy s negativnõÂ energiõÂ dosazÏitelneÂ cÏaÂstice obõÂhajõÂcõÂmi proti smyslu rotace cÏerneÂ dõÂry a s naÂbojem opacÏnyÂm k naÂboji teÂto cÏerneÂ dõÂry. Tyto stavy se zaÂpornou energiõÂ vsÏak mohou byÂt dosazÏeny poze v oblasti mezi jednocestnou membraÂnou (povrchem cÏerneÂ dõÂry) a jisou vneÏjsÏõÂ plochou, kterou lze bezprostrÏedneÏ urcÏit z rovnice (3.51) prÏedpoklaÂdaÂme-li p_r = p_Θ = 0 jdeme-li k limiteÏ μ → 0. Pak dostaÂvaÂme

r^2 − 2mr + e^2 + a^2 cos^2 Θ = sin^2 Θ(2ηar + η^2r^2)

kde η = ϵe/p_ϕ.

Je-li testujõÂcõÂ cÏaÂstice nenabiteÂ pak se tento povrch redukuje na plochu nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. Tyto stavy se zaÂpornou energiõÂ nemohou byÂt dosazÏeny cÏaÂsticemi volneÏ padajõÂcõÂmi z nekonecÏna, ake lze si prÏedstavit stabilnõÂ stavbu obõÂhajõÂcõÂ cÏernou dõÂru nad limitnõÂ plochou (2.2), z nõÂzÏ spousÏtõÂme naÂboj na provaze do oblasti negativnõÂ energiõÂ. Takoto lze zõÂskat energiõÂ vceÏtsÏõÂ nezÏ je energie obsazÏenaÂ v naÂboji, dosaÂhl-li naÂboj stavuÊ se zaÂpornpou energiõÂ. TakovyÂto naboj vsÏak bude padat do cÏerneÂ dõÂry, cÏõÂmzÏ zmensÏõÂ jejõÂ hmotu a naÂboj nebo moment hybnosti nebo obojõÂ. Lze tedy z takoveÂto obõÂhajõÂcõÂ stavby extrahovat bud’ Coulombickou, nebo rotacÏnõÂ, nebo obeÏ energie z magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry.

PrakticÏteÏjsÏõÂ metodou extrakce energie bude vyslaÂnõÂ cÏaÂastice z nekonecÏna a jejõÂ rozpad (naprÏ. radioaktivnõÂ) v oblasti mezi limitnõÂ plochou e jdenocestnou membraÂnou, poprÏ. vyslaÂnõÂ cÏaÂstic z nekonecÏna a jejich sraÂzÏka v teÂto oblasti. TakoveÂ procesy budou zachovaÂvat celkovou 4-hybnost cÏaÂstic v okamzÏiku rozpadu nebo kolise a celkovyÂ naÂboj.

E_1 + E_2 = E_3 + E_4, p_{ϕ1} + p_{ϕ2} = p_{ϕ3} + p_{ϕ4} , ϵ_1 + ϵ_2 = ϵ_3 + ϵ_4 (p_{r1} + p_{r2} )_{at event} = (p_{r3} + p_{r4} )_{at event} (p_{Θ1} + p_{Θ2} )_{at event} = (p_{Θ3} + p_{Θ4} )_{at event}

V obou prÏõÂpadech lze proces naaranzÏovat tak, aby jedna z vytvorÏenyÂch cÏaÂstic (3) meÏla energii E_3 kladnou v lokaÂlneÏ

LorentzoveÏ systeÂmu, ale zaÂpornou vzhledem k nekonecÏnu. CÏaÂstice (3) pak spadne do cÏerneÂ dõÂry, zatõÂmco cÏaÂstice (4) unikne do nekonecÏna s energii E_4 nezÏ soucÏet energiõÂ puÊvodnõÂch cÏaÂstic.

Oblast mezi limitnõÂ plochou (2.2) a jednocestnou membraÂnou bude nazyÂvanaÂ efektvinõÂ ergosfeÂrou, protozÏe v teÂto oblasti lze vytvaÂrÏet praÂci extrakcõÂ energie z cÏerneÂ dõÂry. TermõÂn źefektivnõÂł rÏõÂkaÂ, zÏe rozmeÏry teÂto oblasti zaÂvisõÂ na pomeÏru naÂboje a hmoty testujõÂcõÂ cÏaÂstice.

Je mozÏneÂ prÏedstavit si ruÊzneÂ fyzikaÂlnõÂ modiőkace metod extrakce energie zde popsanyÂch, jako je naprÏõÂklad rozlomenõÂ kapky hmoty puÊsobenõÂm prÏõÂlivovyÂch nebo polarizacÏnõÂch sil. AvsÏak vsÏechny procesy extrakce energie budou mõÂt za naÂsledek asimilaci hmoty, at’jizÏ nabiteÂ nebo nenabiteÂ, cÏernou dõÂrou.

V kazÏdeÂm takoveÂm procesu se moment hybnosti a naÂboj a tedy i rotacÏnõÂ a elektromagnetickaÂ energie cÏerneÂ dõÂry zmensÏõÂ a neustaÂle opakovaÂnõÂ teÏchto procesuÊ zpuÊsobõÂ prÏemeÏnu magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry ve Schwarzsildovou, cÏõÂmzÏ bude dalsÏõÂ extrakce energie nemozÏnaÂ.

ZacÏneme-li pak s novou cÏernou dõÂrou majõÂcõÂ puÊvodnõÂ hmotu, naÂboj a moment hybnosti, pak extrakce energie cÏaÂaticemi s rozdeÏlenyÂm pomeÏrem momentu hybnosti,resp. naÂboje k jejich hmoteÏ, v jinyÂch mõÂstech efektivnõÂ ergosfeÂry nebo pouzÏitõÂm rozdõÂlnyÂch metod extrakce energie, nezÏ tomu bylo u prvnõÂ magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry povede ke vzniku Schwarzsildovy cÏerneÂ dõÂry s hmotou jinou, nezÏ je u puÊvodnõÂ Schvarzsildovy cÏerneÂ dõÂry. StejneÏ jako v kapitole 5. se zde naskyÂtaÂ otaÂzka, jakyÂ proces naÂm daÂ nejmensÏõÂ Schwarzsildovou cÏernou dõÂru, nebo jinyÂmi slovy, jakeÂ je maximaÂlnõÂ mnozÏstvõÂ energie, ktereÂ muÊzÏe byÂt odcÏerpaÂno z magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry. muÊzÏeme rovneÏzÏ zacÏõÂt se Schwarzsildovou cÏernou dõÂrou a prÏidaÂvaÂnõÂm hmoty, momentem hybnosti a naÂboje ji transformovat na magnetickou cÏernou dõÂru se speciőckyÂmi pomeÏry a/m, e/m. Bude pak vzÏdy mozÏneÂ transformovat pak cÏernou dõÂru zpaÂtky na Schwarzsildovou s touteÂzÏ hustotou?

TakovaÂ reversibilnõÂ transformace pak muÊzÏe byÂt pouzÏitaÂ k deőnici cÏisteÏ rotacÏnõÂ nebo CoulombovskeÂ energie magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry.

Je-li cÏaÂtice s uÂhlovou hybnstõÂ p_ϕ a naÂbojem ϵ, obeÏma kladnyÂmi pohlcena cÏernou dõÂrou, dostaneme cÏernou dõÂru s momentem hybnosti L^′ = L + p_ϕ, naÂbojem e^′ = e + ϵ a hmotou m^′ = m + E(p_{ϕ,ϵ}), kde E(p_{ϕ,ϵ}) je energie cÏaÂstice. Abychom dostali puÊvodnõÂ L, e musõÂ byÂt pohlcena cÏaÂstice s uÂhlovou hybnosti (−p_ϕ) a naÂbojem (−ϵ).

NovaÂ hmota cÏerneÂ dõÂry pak bude m^{′′} = m^′+E(−p_ϕ, −ϵ). PodmõÂnka pro reversibilitu maÂ tedy tvar:

△E = E(p_ϕ, ϵ) + E(−p_ϕ, −ϵ)

PozÏadujeme, aby radiaÂlnõÂ hybnost cÏaÂstice byla reaÂlnaÂ v okolõÂ cÏerneÂ dõÂry. Z rovnice (3.51)dostaneme, zÏe △E ≥ 0. Tato podmõÂnka rÏõÂkaÂ, zÏe neexistuje uÂcÏinneÏjsÏõÂ proces extrakce energie, nezÏ je reversibilnõÂ limita △E = 0.

Tento reversibilnõÂ prÏõÂpad nastaÂvaÂ v limiteÏ, kdy kontravariantnõÂ radiaÂlnõÂ hybnosti p^r obou cÏaÂstic jsou libovolneÏ maleÂ

(bod na obraÂzku) v r = r_+ = m + √ m^2 − a^2 − e^2, kde oblast oddeÏlujõÂcõÂ kladneÂ a zaÂporneÂ korÏeny je nulovaÂ (cÏaÂstice pohlcena prÏi dotyku horizontu).

AvsÏak bude-li proces extrakce energie uskutecÏnÏovaÂn staÂle blõÂzÏ reversibilnõÂ limiteÏ, cÏas potrÏebnyÂ k extrakci poroste, protozÏe se prÏiblizÏujeme horizontu.

V limitnõÂm prÏõÂpadeÏ (reversibilnõÂm) prÏõÂpadeÏ je vztah mezi E, p_ϕ, ϵ lineaÂrnõÂ: E = ap_ϕ + r_+eϵ

r^2_+ + a^2

PuÊjdeme-li k limiteÏ inőnitezimaÂlnõÂch cÏaÂstic, pouzÏitõÂm zaÂkonuÊ energie, mometnu hybnosti a naÂboje dosaÂdõÂme-li do (2.2) E = dm, p_ϕ = dL, ϵ = de, cÏõÂmzÏ dostaneme parciaÂlnõÂ diferenciaÂlnõÂ rovnici

dm(L, e) = L m dL + r_+e de r^2_+ +^{L2}_{m2} , jejõÂzÏ interakce daÂvaÂ rovnici

m^2 = � m_{ir} + e^2 4m_{ir}

�_2 + L^2 4m^2_{ir}

urcÏujõÂcõÂ naÂsledujõÂcõÂ podmõÂnku, kteraÂ maÂ byÂt splneÏna

L^2 4m^4_{ir} + e^4 16m^4_{ir} ≤ 1 IntegracÏnõÂ konstanta m_{ir} je hmota Schwarzsildovy cÏerneÂ dõÂry, kteraÂ vznikne vycÏerpaÂnõÂm celeÂ rotacÏnõÂ a CoulombovskeÂ energie magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry reversibilnõÂmi transformacemi - limitnõÂ trÏõÂdou transformacõÂ vymezenyÂch na plochu v obr.?. VsÏechny dalsÏõÂ transformace budouz inversibilnõÂ a zpuÊsobõÂ ruÊst velicÏiny m_{ir} (posun na vysÏsÏõÂ plochu m versus L, e na obr. ?).Neexistuje proces, prÏi neÏmzÏ by tato velicÏina mohla byÂt zmensÏena (nejsou povoleny transformace pod tuto plochu na obr.?). m_{ir} je tedy ireducibilnõÂ hmota magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry.

Obr. 7.3-hmota-energie m v zaÂvislosti na momentu hybnosti L a naÂboji e pro cÏernou dõÂru s ireducibilnõÂ hmotou m_{ir} , ilustrujõÂcõÂ rozdõÂl mezi reversibilnõÂmi a ireversibilnõÂmi transformacemi.

ZmeÏna ireducibilnõÂ hmoty m_{ir} jako vyÂsledek asimilace cÏaÂstice s energiõÂ E = δm, uÂhlovou hybnostõÂ p_ϕ = δL a naÂbojem ϵ = δe se dostane rÏesÏenõÂm rovnice (2.2) pro m_{ir} a variacõÂ m, L, e. Lze najõÂt vztah

4m_{ir} δm_{ir} =

E(r^2_+ + a^2) − a p_ϕ − r_+e ϵ √ m^2 − a^2 − e^2 . Tato zmeÏna je bud’kladnaÂ nebo nulovaÂ.

Hmotaśenrgie magnetickeÂ cÏerneÂ dõÂry tedy muÊzÏe byÂt vyjaÂdrÏena jako soucÏet trÏõÂ faktoruÊ: ireducibolnõÂ hmoty, CoulombickeÂho naÂboje a rotacÏnõÂho momentu hybnosti. IreducibilnõÂ hmota zuÊstaÂvaÂ konstantnõÂ prÏi reversibilnõÂch transformacõÂch a roste prÏi transformacõÂch, prÏicÏemzÏ nenõÂ mozÏneÂ ji zmeÏnit.

CoulombickeÂ a rotacÏnõÂ prÏõÂspeÏvky celkoveÂ energiõÂmohou byÂt zveÏtsÏovaÂny i zmeÏnsÏovaÂny reversibilnõÂmi transformacemi.

(a^2+e^2)/m^2 maÂ maximaÂlnõÂ hodnotu 1, kteraÂ se vyskytuje na limitnõÂ krÏivce

L^2 4m^4_{ir} + e^4 16m^4_{ir}

= 1.

Neexistuje rÏesÏenõÂ rovnice (2.2) pro hpdnoty L, e takoveÂ, zÏe

L^2 4m^4_{ir} + e^4 16m^4_{ir}

> 1.

Proto transformace z konőguracõÂ na limitnõÂ krÏivce (obr. 7.3) mohou byÂt reversibilnõÂ pouze ve smeÏru takoveÂm, zÏe bude vyÂraz

L^2 4m^4_{ir} + e^4 16m^4_{ir}

klesat.

Jak hodnota je videÏt srovnaÂnõÂm rovnic (2.2) a (2.2), uÂhlovaÂ rychlost prÏõÂslusÏnaÂ cÏerneÂ dõÂrÏe, odvozenaÂ z rotacÏnõÂ energie metodou klasickeÂ mechaniky je ω = ∂m ∂L = L 4m^4_{ir} � m_{ir} +^{e2}_{4mir}

�_2 +^{L2}_{4m2ir}

Tato hodnota je identickaÂ s velikostõÂ vlecÏenõÂ inerciaÂlnõÂch systeÂmu na vneÏjsÏõÂm horizontu. NavõÂc teoreÂm uvedenyÂ v kapitole 5. o gravitacÏnõÂm kolapsu rotujõÂcõÂ hveÏzdy platõÂ i pro hveÏzdu majõÂcõÂ magnetickeÂ pole.

2.3 Kerrova geometrie a rotujõÂcõÂ cÏernaÂ dõÂra

V roce 1963 R.P.Kerr zkoumajõÂce stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic ve tvaru g_{μν} = η_{μν} + κ_μκ_ν objevil metriku, kteraÂ maÂ v puÊvodnõÂch KerrovyÂch sourÏadnicõÂch tvar

ds^2 = −dt^2 + dx^2 + dy^2 + dz^2 +

2mρ̄^3 ρ^4 + a^2z^2

(κ_μ dx^μ)^2

(2.10) kde κ_μ je pole nulovyÂch vektoruÊ daneÂ vztahem

κ_μdx^μ = dt + z ρ̄ dz + ρ̄ ρ̄^2 + a^2

(x dx + y dy) + ρ̄ ρ̄^2 + a^2

(x dx − y dy), a x^2 + y^2 ρ̄^2 + a^2 + z^2 ρ̄^2 = 1 PozdeÏji byl nalezen Boyerem a Lindguistem systeÂm sourÏadnic, kteryÂ je daleko vhodneÏjsÏõÂ pro fyzikaÂlnõÂ interpretaci

ds^2 = ρ^2Δ^{−1}dr^2 + ρ^{−2} sin^2 θ[a dt − (r^2 + a^2) dφ]^2 − +ρ^2 dθ^2 − ρ^{−2}Δ[dt − a sin^2 θ dφ]^2, kde ρ^2 = r^2 + a^2 cos θ, Δ = r^2 − 2mr + a^2. (2.11)

Rozbor vlastonstõÂ teÂto metriky je proveden v prÏednaÂsÏce dr. BicÏaÂka. My se zde budeme zabyÂvat pouze rudyÂm posuvem fotonuÊ, lokaÂlneÏ LorentzovskyÂm systeÂmem a pohybovyÂmi rovnicemi cÏaÂstic a fotonuÊ v KerroveÏ geometrii.

Z obecneÂho vztahu pro rudyÂ posuv (...) dostaneme nekonecÏnyÂ rudyÂ posuv fotonu v nekonecÏnu, byl-li emitovaÂn ze zdroje stojõÂcõÂho na plosÏe r = r_0, kde je g_{00} = 0, u^0 = (−g_{00})^{−1/2}, u^3 = u^2 = u^1 = 0. Z vnitrÏku plochy r = r_0 nemohou byÂt fotony emitovaÂny ze stojõÂcõÂho zdroje, protozÏe tam zÏaÂdnyÂ takovyÂ zdroj nemuÊzÏe existovat ś tj. stojõÂcõÂ vzhledem k pozorovateli v nekonecÏnu.

Povrch r = r_0 se proto nazyÂvaÂ povrchem nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. AvsÏak fotony emitovaneÂ zdrojem pohybujõÂcõÂm se po tomto povrchu nebudou posunuty nekonecÏneÏ.

K urcÏenõÂ chovaÂnõÂ sveÏtelnyÂch kuzÏeluÊ v oblasti r_+ ≤ r ≤ r_0 zavedeme referencÏnõÂ systeÂmy, na ktereÂ nepuÊsobõÂ centrifugaÂlnõÂ sõÂly. TakovyÂ systeÂm bude lokaÂlnõÂ inerciaÂlnõÂ (LorentzuÊv) systeÂm s u^1 = u^2 = 0 ś tj. na konstantnõÂm r a θ. Komponenty metrickeÂho tenzoru v tomto systeÂmu musõÂ mõÂt (g_{0i})_{local Lorentz} = 0 (i = 1, 2, 3) a (g_{00})_{local Lorentz} = −1. Element vlastnõÂ vzdaÂlenosti omezenyÂ na Killingovy smeÏry maÂ tvar ds^2 = −dτ^2 + g_{33}dχ^2

kde τ a χ jsou cÏasovaÂ a azimutaÂlnõÂ sourÏadnice v lokaÂlnõÂm LorentzoveÏ systeÂmu. Pak na kazÏdeÂm kruhu (r, θ) se dostane transformacÏnõÂ zaÂkon z kanonickeÂho sourÏadneÂho systeÂmu do lokaÂlnõÂho Lorentzova systeÂmu srovnaÂnõÂm metriky (2.10) a (2.11):

dχ = dφ − ω^′ dt

kde ω^′ je uÂhlovaÂ rychlost vlecÏenõÂ lokaÂlnõÂho Lorentzova systeÂmu cÏernou dõÂrou (jak se jevõÂ v nekonecÏnu).

ω^′ = − g_{03} g_{33} = 2mar (r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ

Toto vlecÏenõÂ je cÏisteÏ obecneÏ relativistickyÂ efekt. PoprveÂ byl ukaÂzaÂn Lensem a Thirringem prÏi zkoumaÂnõÂ vlecÏenõÂ inerciaÂlnõÂho systeÂmu rotujõÂcõÂ materiaÂlnõÂ slupkou. CÏasovyÂ interval je daÂn vztahem:

dτ = − � g_{00} + g^2_{03} g_{33}

�_{1/2} dt = Δ^{1/2}ρ dt [(r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ]^{1/2}

Pozorovatel v lokaÂlneÏ LorentzovskeÂm systeÂmu uvidõÂ krÏivky φ = konst. rotujõÂcõÂ s uÂhlovou rychlostõÂ ω^{′′} danou vztahem

ω^{′′} = −ω^′ dt dτ = − 2mar Δ^{1/2}ρ

[(r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ]^{−1/2}

Na samotneÂm povrchu cÏerneÂ dõÂry je ω^′ = a/(r^2_+ + a^2) nezaÂvisle na sourÏadnici θ a ω^{′′} → −∞. Na velkyÂch vzdaÂlenostech pak ω^′ → ω^{′′} → 2L/r^3.

Z teÏchto vztahuÊ je tedy videÏt, zÏe pozorovatel stojõÂcõÂ na plosÏe r = r_0 se pohybuje rychlostõÂ sveÏtla v lokaÂlneÏ LorentzovskeÂm systeÂmu (KillinguÊv vektor l^α_t je nulovyÂ). Rychlost v v lokaÂlneÏ LorentzovskeÂm systeÂmu je v = � √ g_{33} dχ dτ � r=r_0 = − � 2mar sin θ Δ^{1/2}ρ^2 � r=r_0

= −1

Rychlosti veÏtsÏõÂ nezÏ rychlost sveÏtla dostaneme pro pozorovatele stojõÂcõÂ vzhledem k nekonecÏnu neÏkde v ergosfeÂrÏe (r_+ ≤ r ≤ r_0). To nenõÂ zÏaÂdneÂ prÏekvapenõÂ, protozÏe jsme dostali nekonecÏnyÂ rudyÂ posuv fotonu emitovaneÂho ze zdroje stojõÂcõÂho na r = r_0.

Je-li vsÏak foton emitovaÂn ze zdroje stojõÂcõÂho v lokaÂlneÏ LorentzovskeÂm systeÂmu na kruhu (r, θ) , pak rudyÂ posuv fotonu v nekonecÏnu bude dle

ν_{inőnity} ν_{source}

= (u^0 − bu^3)^{−1}_{local Lorentz}

= Δ^{1/2}ρ

[(r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ]^{1/2} (r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ − 2mabr

b je impaktnõÂ parametr: b =^{κ3}_{κ0} , kde κ_0, κ_3 jsou pohyboveÂ integraÂly. Je videÏt, zÏe foton emitovanyÂ zdrojem stojõÂcõÂm v LLS bude posunut do ruda pouze v prÏõÂpadeÏ, kdy systeÂm bude na vneÏjsÏõÂm horizontu.

GeodetickeÂ rovnice pro pohyb testovacõÂch cÏaÂstic v KerroveÏ geometrii muÊzÏeme odvodit ze superhalmiltoniaÂnu H = 1 2 g^{αβ} p_αp_β , kde hybnost p_α je

p_α = g_{αβ} dx^α dλ a τ = μλ je vlastnõÂ cÏas podeÂl sveÏtocÏaÂry cÏaÂstice s klidovou hmotou μ. Komponenty hybnosti v KilligovyÂch smeÏrech p_αl^α_t , p_αl^α_φ jsou konstanty pohybu. E = −p_0 je energie cÏaÂstice a L = p_φ = p_3 je komponenta momentu hybnosti vzhledem k ose symetrie. NavõÂc hamiltoniaÂn nezaÂvisõÂ explicitneÏ na λ, a je proto automaticky konstantou pohybu. Jeho hodnota je urcÏena normalizacÏnõÂ podmõÂnkou

g_{αβ} dx^α dλ dx^β dλ = −μ^2

a podmõÂnkou vyjadrÏujõÂcõÂ zachovaÂnõÂ klidoveÂ hmoty

H = − 1 2 μ^2.

NynõÂ tedy maÂme 3 konstanty pohybu E, p_φ, H. Abychom urcÏili pohyb, potrÏebujeme konstanty cÏtyrÏi.

CÏtvrtaÂ konstanta byla nalezena B. Carterem separacõÂ promeÏnnyÂch r, θ v rovnici pro HamiltonśJacobiho akci S, ∂S ∂λ = 1 2 g^{αβ} ∂S ∂x^α ∂S ∂x^β

Separace je mozÏnaÂ pouze v KerrovyÂchśNewmannovyÂch sourÏadnicõÂch u a Ψ. Ty jsou BoyerovyÂmiśLingvistovyÂmi sourÏadnicemi t, φ spojeny relacemi

du = dt + (r^2 + a^2)Δ^{−1} dr dΨ = dφ + aΔ^{−1} dr

PohyboveÂ rovnice, ktereÂ pak dostaneme, majõÂ v BoyerovyÂchśLindguistovyÂch sourÏadnicõÂch tvar

ρ^2 dθ dλ = √ Θ (2.12)

ρ^2 dr dλ = √ R ρ^2 dφ dλ = −(aE − p_φ sin^{−2} θ) + aΔ^{−1}P

ρ^2 dt dλ = −a(a E sin^2 θ − p_φ) + (r^2 + a^2)Δ^{−1}P kde Θ = Q cos^2 θ[a^2(μ^2 − E^2) + p^2_φ sin^{−2} θ] (2.13)

P = E(r^2 + a^2) − a p_φ R = P^2 − Δ[μ^2r^2 + (p_φ − aE)^2 + Q]

VelicÏina Q je cÏtvrtou pohybovou konstantou. Hodnota p_2 je na neÏjakeÂm uÂhlu θ urcÏena rovnicemi (2.12) a (2.13).

Zkoumejme testovacõÂ cÏaÂstici padajõÂcõÂ jednocestnou membraÂnou. Z pohybovyÂch rovnic plyne, zÏe se tato orbita s cÏasem t asymptoticky prÏiblizÏuje kruhu s konstantnõÂ žzemeÏpisnou sÏõÂrÏkouž na jednocestneÂ membraÂneÏ; jak plyne z vymizenõÂ dθ/dφ, dr/dφ a z rovnice dφ/dt = a/(r^2_+ + a^2). V r = r_+, maÂ tato orbita konecÏnou periodu, nezaÂvislou na žzemeÏpisneÂ sÏõÂrÏcež.

Tento vztah mezi cÏaÂsticõÂ a cÏernou dõÂrou je efektem vlecÏenõÂ LLS cÏernou dõÂrou. UÂ hlovaÂ rychlost dφ/dt je identickaÂ s rychlostõÂ Lorentzova systeÂmu na vneÏjsÏõÂm horizontu.

KvalitativnõÂ aspekty kolapsu rotujõÂcõÂ hveÏzdy jsou na obraÂzku podle Rufőniho a Wheelera. ZplosÏteÏnõÂ hveÏzdy velmi roste s jejõÂm kolapsem a ruÊstem jejõÂ uÂhloveÂ rychlosti. ZaÂvisõÂ silneÏ na pocÏaÂtecÏnõÂch hodnotaÂch hmoty momentu hybnosti hveÏzdy. Ilustrace jedneÂ z mnoha mozÏnostõÂ je konőgurace zachycenaÂ na obraÂzku.

KdyzÏ hveÏzda dosaÂhne lõÂvanecÏnõÂkoviteÂho tvaru s tlousÏtkou rÏaÂdu 16 km a deÂlkou zhruba 100 km, staÂvaÂ se nestabilnõÂ a zlomõÂ se. RozlomenõÂm se vytvorÏõÂ neÏkolik neutronovyÂch hveÏzd, ktereÂ vytvorÏõÂ võÂr, prÏicÏemzÏ rotuje jedna hveÏzda za druhou. VelkeÂ pulsy gravitacÏnõÂho zaÂrÏenõÂ vznikajõÂcõÂ beÏhem kolapsu do lõÂvanecÏkoviteÂho tvaru budou vystrÏõÂdaÂny gravitacÏnõÂm zaÂrÏenõÂm s pomalu se meÏnõÂcõÂ periodou a dodatecÏneÂ silneÂ pulsy budou vysõÂlaÂny, kdyzÏ budou splyÂvat dva uÂlomky (neutronoveÂ hveÏzdy). GravitacÏnõÂ zaÂrÏenõÂ s sebou bere energii a moment hybnosti, takzÏe se systeÂm staÂvaÂ kompaktneÏjsÏõÂm. Nakonec, kdyzÏ se takto dostane prycÏ dostatecÏneÏ velkyÂ moment hybnosti, vsÏechny uÂlomky splynou a vytvorÏõÂ se cÏernaÂ dõÂra s a < m.

2.4 Kerrova cÏernaÂ dõÂra

Existuje rÏesÏenõÂ, ktereÂ prÏedstavuje rotaci v tom smyslu, zÏe jsem-li daleko od zdroje, je metrika daleko od zdroje stejnaÂ jako metrika rotujõÂcõÂ hveÏzdy. Nebylo vsÏak nalezeno vnitrÏnõÂ rÏesÏenõÂ, ktereÂ by sÏlo na toto rÏesÏenõÂ navaÂzat. NalezeneÂ rÏesÏenõÂ maÂ vsÏak duÊlezÏitost, nebot’se zdaÂ, zÏe je to konecÏneÂ staÂdium gravitacÏnõÂho kolapsu hveÏzdy.

NynõÂ si ukaÂzÏeme, jak se na toto rÏesÏenõÂ prÏijde:

g_{αβ} = η_{αβ} + Hk_αk_β ; (g^{αβ}k_αk_β = 0) g^{αβ} = η^{αβ} − Hk^αk^β ;

k^α = g^{αβ} k_β = η^{αβ} k_β ⇒ η^{αβ} k_αk_β = 0

PlatõÂ k^β ∇_β k^α = 0. Vektory k^α jsou tecÏneÂ ke kongruenci nulovyÂch geodetik.

!!! Tady bude obrazek !!!

|σ| = � 1 2 [k_{α;β} k^{α;β} − 2ρ^2]

Divergence ρ =^1_2 k^μ_{;μ} charakterizuje expanzi (viz Votruba.) OrtogonaÂlnõÂ rÏezy obrazuÊ geodetik jsou bez zkreslenõÂ (nedeőnuje se tvar, ale naprÏõÂklad podobnost apod.)

Kerrovo rÏesÏenõÂ je speciaÂlnõÂm prÏõÂpadem tohoto rÏesÏenõÂ, kdy existujõÂ dveÏ takoveÂ kongruence:

g_{αβ} = η_{αβ} + Hk_αk_β = η_{αβ} + H̃l_αl_β;

R_{αβγδ}k^β k^δ = 0; R_{αβγδ}l^βl^δ = 0

(analogie PetrovovskeÂ klasiőkace) ExplicitnõÂ zaÂpis teÂto metriky maÂ tvar:

ds^2 =

2mr^3 r^4 + a^2z^2

� r(xdx − ydy) + a(xdy − ydx) r^2 + a^2 + zdz r + dt

�_2

− dt^2 + dx^2 + dy^2 + dz^2

kde r je deőnovaÂno vztahem

x^2 + y^2 r^2 + a^2 + z^2 r^2

= 1 (2.14)

Takto na toto rÏesÏeni prÏisÏel Kerr ś z pozÏadavkuÊ kongruencõÂ. Tento tvar je vsÏak nevhodnyÂ pro aplikace. DeÏlaÂ se proto transformace:

x = (r^2 + a^2)^{1/2} sin θ cos � φ − tg^{−1} � a r �

y = (r^2 + a^2)^{1/2} sin θ sin � φ − tg^{−1} �a r � (2.15) z = r cos θ Pak ds^2 = dr^2 + 2a sin^2 θdrdφ + (r^2 + a^2) sin^2 θdφ^2 + (r^2 + a^2 cos^2 θ)dθ^2 −

− dt^2 + 2mr r^2 + a^2 cos^2 θ

(dr + a sin^2 θdφ + dt)^2 (2.16)

To je EddingtonuÊv tvar metriky. Tento tvar maÂ blõÂzko k jednomu tvaru, kteryÂ jsme meÏli v prÏi kruskalizaci Schwarzschildova rÏesÏenõÂ:

ds^2 = − � 1 − 2m r̄ � dt̄^2 + 1 1 −^{2m}_{r̄} dr̄^2 + r̄^2 dΩ̄^2(2.17)

t^+ = t̄ + r̄ + 2m ln(r̄/2m − 1).(2.18)

Zavedu

t = t̄ + 2m ln (r̄/2m − 1) ; t^+ = t + r̄. (2.19)

S tõÂmto t maÂ Schwarzschildova metrika tvar

ds^2 = dr^2 + r^2 dΩ + 2m r ( dr + dt)^2 − dt^2(2.20) Eddingtonovy sourÏadnice pro Schwarzschildovo rÏesÏenõÂ

(2.16) prÏejde v tuto metriku pro a = 0.

a ś charakterizuje moment hybnosti na jednotku gravitacÏnõÂ hmoty. Lze jej promeÏrÏovat pomocõÂ setrvacÏnõÂku daleko od hveÏzdy (a se projevõÂ v metrice, a ta puÊsobõÂ na setrvacÏnõÂk) L = ma ś a tedy charakterizuje rotaci.

ZajõÂmaÂ naÂs nynõÂ, jak v teÏchto sourÏadnicõÂch vypadaÂ geometrie ruÊznyÂch dvojdimenzionaÂlnõÂch ploch. Chceme urcÏit embedding diagramy ś tj. urcÏit plochu v eukleidovskeÂm prostoru takovou, aby jejõÂ metrika byla stejnaÂ jako danaÂ metrika.

t = konst.; r = konst.;

je daÂno vztahem x^2 + y^2 r^2 + a^2 + z^2 r^2 = 1 (konfokaÂlnõÂ elipsoidy) (2.21)

Z (??) plyne, zÏe platõÂ:

x^2 + y^2 = (r^2 + a^2) sin^2 θ; z^2 = cos^2 θ ⇒ x^2 + y^2 a^2 sin^2 θ = r^2 a^2 + 1 (2.22)

Pro θ = konst. dostaÂvaÂme tedy hyperboloidy.

r = 0 : x^2 + y^2 = a^2 sin^2 θ; z = 0 (2.23)

Tedy elipsoid r = konst. v prÏõÂpadeÏ r = 0 degeneruje na disk ś tam je singulaÂrnõÂ na okrajõÂch. Pro

θ = π/2 je ρ^2 = r^2 + a^2 cos^2 θ = 0 (r = 0, cos θ = 0) (2.24) a metrika je singulaÂrnõÂ. Toto pak uzÏ nenõÂ singularita sourÏadnic, nyÂbrzÏ singularita skutecÏnaÂ. Ted’provedeme takovou transformaci, aby metrika prÏesÏla pro a = 0 na konvencÏnõÂ sourÏadnice:

r̄ = r; θ̄ = θ; d̄φ = dφ + a dr Δ(r)

; d̄t = dt − 2mr dr Δ(r)

(2.25)

kde Δ(r) = r^2 − 2mr + a^2; pak maÂ metrika tvar:

ds^2 = (r^2 + a^2 cos^2 θ) � dr^2 r^2 − 2mr + a^2

+ dθ^2 � + (r^2 + a^2) sin^2 θ d̄φ^2 −

− d̄t^2 + 2mr r^2 + a^2 cos^2 θ

(a sin^2 θ d̄φ + d̄t)^2 (2.26)

Pro a = 0 dostaÂvaÂme Schwarzschildovu metriku.

NynõÂ zduÊvodnõÂme to, zÏe toto rÏesÏenõÂ charakterizuje rotaci. PodstatneÂ je, zÏe tato metrika maÂ nediagonaÂlnõÂ cÏlen

g_{φ̄}¯_t ≠ 0; 4mr r^2 + a^2 cos^2 θ a sin^2 θ d̄φ d̄t (2.27)

Tato metrika nenõÂ invariantnõÂ prÏi transformaci φ̄ → −φ̄ (Schwarzschildovo rÏesÏenõÂ naproti tomu invariantnõÂ je). Kerrova metrika je vsÏak invariantnõÂ prÏi trasnformaci φ̄ → −φ̄; t̄ → −t̄ ś to je charakteristickeÂ pro rotaci (vlastneÏ to rotuje na druhou stranu). PrÏi transformaci a → −a; t̄ → −t̄ a takeÂ prÏi a → −a; φ̄ → −φ̄ je metrika rovneÏzÏ invariantnõÂ.

b) g_{φt} ≠ 0 je typickeÂ pro rotaci uzÏ z intuitivnõÂho duÊvodu.

MeÏjme rotujõÂcõÂ disk. Transformace z plocheÂho prostoru na rotujõÂcõÂ disk:

x = cos(φ + ωt); y = r sin(φ + ωt); t = t; z = z

(2.28) ds^2 = dx^2 + dy^2 + dz^2 − dt^2 =

= dr^2 + r^2 dφ^2 + dz^2 + 2ωr dφ dt − (1 − r^2ω^2) dt^2 (2.29)

CÏlen 2ωr vede k odstrÏedivyÂm silaÂm atd. ś maÂ stejneÂ vlastnosti invariance.

c) LencśThirring: v lineaÂrnõÂ teorii ś g_{αβ} = η_{αβ} + h_{αβ} ś lineaÂrnõÂ aproximace h_{tφ} ∼ � ρv^{(φ)} dS (metrika rotujõÂcõÂ slupky ś zõÂskanaÂ rÏesÏenõÂm EinsteinovyÂch rovnic) c a = l/m c = 1 ⇒ L = ma Killingovy vektory:

ξ_{α;β} + ξ_{β;α} = 0 (2.30)

Existuje-li KillinguÊv vektor, lze najõÂt sourÏadnice tak, zÏe tento vektor maÂ jedinou nenulovou slozÏku. Metrika v teÏchto sourÏadnicõÂch pak nezaÂvisõÂ na prÏõÂslusÏneÂ sourÏadnici v nõÂzÏ maÂ ξ^μ nenulovou slozÏku.

CÏasoveÂmu Killingovu vektoru lze daÂt tvar (0, 0, 0, ξ) a metrika pak nezaÂvisõÂ na takto zvoleneÂm cÏase. Killingovy vektory urcÏujõÂ symetrie metriky. Pro Kerrovu metriku existujõÂ dva Killingovy vektory:

l^α_{(t)} = (1, 0, 0, 0); l^α_{(φ)} = (0, 0, 0, 1). (2.31)

Metrika nezaÂvisõÂ na t a φ a je tedy stacionaÂrnõÂ a radiaÂlneÏ symetrickaÂ. l^α_{(t)} nenõÂ gradientem zÏaÂdneÂ nadplochy ś nemaÂ tvar ∂Ψ/∂x^α. To je vyjaÂdrÏenõÂm toho, zÏe neexistuje sourÏadnyÂ systeÂm, kde g_{tφ} = 0. Kdyby byl KillinguÊv vektor ortogonaÂlnõÂ k neÏjakeÂ nadplosÏe, pak by metrika byla statickaÂ, g_{φt} = 0.

V KerroveÏ rÏesÏenõÂ existujõÂ dva horizonty, ktereÂ jsou korÏeny vyÂrazu Δ(r):

r = r_+ = m + � m^2 − a^2 ś vneÏjsÏõÂ horizont

r = r_− = m − � m^2 − a^2 ś vnitrÏnõÂ horizont(2.32)

MusõÂ byÂt: a^2 ≤ m^2; pro m^2 = a^2 oba horizonty splynou. Pro a^2 > m^2 rotace zabranÏuje vzniku horizontu a tedy i cÏerneÂ dõÂry. Mezi horizonty je r cÏasoveÂ povahy. ExistujõÂ zde jesÏteÏ dveÏ vyÂznacÏneÂ plochy:

r = r_0 = m + � m^2 − a^2 cos^2 θ

r = r_1 = m − � m^2 − a^2 cos^2 θ (2.33)

Na teÏchto plochaÂch je g_{00} = 0. (g_{αβ} l^α_{(t)}l^β_{(t)} = g_{00} = 0). l^α_{(t)} zacÏõÂnaÂ byÂt mezi teÏmito plochami prostoroveÂ.

r_0 nazyÂvaÂme plochou nekonecÏneÏ velkeÂho rudeÂnho posuvu. DaÂle se budeme zabyÂvat plochami r_+, r_0 a nebudeme se starat o vnitrÏek.

r_+ je vneÏjsÏõÂ horizont −→ omezuje oblast, ze ktereÂ nesmõÂ nic vyjõÂt ven. U Schwarzschildovy cÏerneÂ dõÂry je plocha r = 2M zaÂrovenÏ horizontem a plochou s g_{00} = 0. U Kerrovy cÏerneÂ dõÂry splyÂvajõÂ tyto plochy pouze na ose symetrie. (obraÂzek)

l^α_{(t)} charakterizuje pozorovatele pro neÏhozÏ r, θ, φ = konst. a tedy stojõÂcõÂho vuÊcÏi pozorovateli v nekonecÏnu. l^α_{(t)} je jeho cÏtyrÏrychlost, metrika je vzhledem k neÏmu statickaÂ.

RotujõÂcõÂ rÏesÏenõÂ taÂhne sveÏltelneÂ kuzÏele ve smeÏru rotace. Proto maÂ na obraÂzku l_{(t)} staÂle stejnyÂ smeÏr a sveÏtelnyÂ kuzÏel se posouvaÂ. U Schwarzschilda by zÏaÂdneÂ tazÏenõÂ ve smeÏru rotace nebylo.

Pro r > r_0 je sveÏtelnyÂ kuzÏel kvalitativneÏ stejnyÂ jako v plocheÂm prostoru. KillinguÊv vektor je cÏasoveÂ povahy.

Pro r = r_0 je l_{(t)} nulovyÂ vektor. CÏaÂst sveÏtelneÂho kuzÏele mõÂrÏõÂ ven do r > r_0 ś proto plocha r = r_0 nenõÂ jednocestnou membraÂnou. CelyÂ kuzÏel je nalevo od l_{(t)}, protozÏe je tazÏen rotacõÂ. ReaÂlneÂ cÏaÂstice musõÂ lezÏet uvnitrÏ tohoto kuzÏele a musõÂ se tedy pohybovat ve smeÏru rotace. CÏaÂstice muÊzÏe staÂt na žmõÂsteÏž v r, θ, φ sourÏadnicõÂch na plosÏe r_0, ale pak se ve skutecÏnosti pohybuje rychlostõÂ sveÏtla vuÊcÏi lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂmu systeÂmu.

Na plosÏe r = r_0 muÊzÏe existovat reaÂlnyÂ pozorovatel , kteryÂ vsÏak nemusõÂ korotovat s metrikou ś musõÂ se meÏnit jeho sourÏadnice φ( dφ/ dt > 0), nebot’jedineÏ tak se muÊzÏe jeho geodetika dostat do vnitrÏku sveÏtelneÂho kuzÏele na r_0.

V bodeÏ r_− < r < r_+ je KillinguÊv vektor prostorovyÂ a zÏaÂdnaÂ fyzikaÂlnõÂ cÏaÂstice tedy nemuÊzÏe v teÂto oblasti staÂt na pevneÂm r, θ, φ ś tj. nemuÊzÏe staÂt vuÊcÏi pozorovateli v nekonecÏnu.

PrÏi r = r_+ lezÏõÂ celyÂ sveÏtelnyÂ kuzÏel uvnitrÏ horizontu. Horizont tedy prÏedstavuje jednocestnou membraÂnu. Je zaÂrvenÏ nulovou plochou, nebot’jeden generaÂtor sveÏtelneÂho kuzÏele (povrsÏka) lezÏõÂ na r = r_+. JestlizÏe z plochy nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu vysÏle pozorovatel stojõÂcõÂ v mõÂsteÏ r_0, θ, φ foton, pak ten u neÏj zuÊstane staÂt. Z plochy r = r_0 vsÏak muÊzÏe vyleteÏt foton do nekonecÏna, kteryÂ prÏitom nenõÂ nekonecÏneÏ rudeÏ posunut.

Foton maÂ nekonecÏneÏ rudyÂ posuv, je-li emitovaÂn zdrojem v klidu na r_0, θ, φ. Pohybuje-li se zdroj ve smeÏru rotace na r = r_0, nebude v nekonecÏnu foton posunut do λ = ∞.

PlatõÂ

ν_{pozorovaná} ν_{emitovaná} = (U^αk_α)_{pozorovaná} (U^αk_α)_{emitovaná}

(2.34)

(prÏejde na konvencÏnõÂ vzorec pro stojõÂcõÂho pozorovatele ve SchwarzschildoveÏ metrice)

U^α = � 1 √ g_{00}

, 0, 0, 0 � (2.35) Je ν_∞ ν_{zdroj}

= Δ^{1/2}ρ � (r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ

�_{1/2} �

(r^2 + a^2 − a^2Δ sin^2 θ − 2mrak

�_{−1} (2.36)

k = −k_3/k_0. Existuje-li l_α ⇒ p_α je konstanta pohybu ⇒ u Kerrova rÏesÏenõÂ jsou k_3, k_0 konstanty pohybu. Δ = 0 ⇒ ν_∞ = 0 ś tj. foton z horizontu maÂ vzÏdy nekonecÏnyÂ rudyÂ posuv. (2.36) je vzorec pro pozorovatele na r = konst., kteryÂ tam vsÏak nestojõÂ, nyÂbrzÏ korotuje a foton tedy nenõÂ do nekonecÏna posunut. Fixujme r = konst., θ = konst. Kdyby bylo pevneÂ i φ, bylo by g_{φt} ≠ 0. My ale chceme zaveÂst pozorovatele na pevneÂm r, θ, kteryÂ necõÂtõÂ vliv rotace, tedy pro ktereÂho g_{φt} = 0. Je: ds^2 = g_{00} dt^2 + 2g_{φt} dt dφ + g_{φφ} dφ^2 a my my chceme metriku takovou, aby ds^2 = − dτ^2 + g_{33} dχ^2. To je lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂ pozorovatel; τ je jeho vlastnõÂ cÏas; g_{φφ} meÏnõÂ geometrii, ale neovlivnÏuje zdaÂnliveÂ sõÂly, ktereÂ jsou urcÏeny slozÏkami g_{0i}, g_{00}. NaÂsÏ lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂ pozorovatel vlastneÏ padaÂ ve smeÏru φ. Mezi sourÏadnicemi budou platit tyto transformacÏnõÂ vztahy:

dχ = dφ − ω^′ dt; ω^′ = − g_{φt} g_{φφ} = 2mar (r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ

dτ = � −g_{00} + g^2_{tφ} g_{φφ}

�_{1/2}

dt =

Δ^{1/2}ρ � (r^2 + a^2)^2 − a^2Δ sin^2 θ

�_{1/2} dt

(2.37)

V takto zavedenyÂch sourÏadnicõÂch maÂ nasÏe metrika skutecÏneÏ tvar ds^2 = − dτ^2 + g_{φφ} dχ^2 (2.38)

VuÊcÏi puÊvodnõÂ metrice (pozorovateli v nekonecÏnu) rotuje tento lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂ pozorovatel s uÂhlovou rychlostõÂ ω^′. AvsÏak vzhledem k tomuto pozorovateli rotujõÂ cÏaÂry φ = konst. na opacÏnou stranu s uÂhlovou rychlostõÂ

ω^{′′} = dχ dτ = −ω^′ dt dτ , nebot’ dχ = −ω^′ dt (2.39)

PtaÂme se, jakaÂ je rychlost pozorovatele stojõÂcõÂho na r, θ, φ = konst. vuÊcÏi korotujõÂcõÂmu lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂmu pozorovateli. φ = konst. ⇒ dφ = 0.

v_{(χ)} = dl dτ = √g_{φφ} dχ dτ = √ g_{φφ} dχ dt dt dτ (2.40)

OvsÏem dχ dτ = −ω^′ pro dφ = 0 ⇒ v_{(χ)} = − √ g_{φφ}ω^′ dt dτ (2.41)

ProvedenõÂm vyÂpocÏtu zjistõÂme, zÏe v_{(χ)} = −1 ⇐⇒ r = r_0. StojõÂcõÂ pozorovatel je na povrsÏce sveÏtelneÂho kuzÏele a korotujõÂcõÂ pozorovatel je uprostrÏed.

Ukazuje se, zÏe ergosfeÂra, cozÏ je oblast mezi plochou nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu a vneÏjsÏõÂm horizontem, je potenciaÂlnõÂm zdrojem energie. Lze uvazÏovat Penrosehoś ChristondeulovuÊv proces, prÏi neÏmzÏ muÊzÏe dochaÂzet k extrakci energie z cÏerneÂ dõÂry. Lze si prÏedstavit, zÏe do ergosfeÂry pustõÂme cÏaÂstici s energiõÂ E_0. CÏaÂstice se v ergosfeÂrÏe rozdeÏlõÂ na dveÏ cÏaÂsti. PrvnõÂ, s energiõÂ E_1, zaÂpornou vzhledem k pozorovateli v nekonecÏnu, spadne do cÏerneÂ dõÂry a druhaÂ cÏaÂst s energiõÂ E_2 > E_0 se vraÂtõÂ zpaÂtky ś vyletõÂ z ergosfeÂry ven. Extrakce energie se deÏje na uÂkor rotacÏnõÂ energie cÏerneÂ dõÂry ś tõÂm, zÏe do nõÂ vletõÂ cÏaÂstice (s energiõÂ E_1) proti smeÏru jejõÂ rotace, se zmensÏõÂ jejõÂ rotacÏnõÂ energie.

PlatõÂ rovnice:

E^2[r^3 + a^2(r + 2m)] − 4maEp_φ + (2m − r)p^2_φ −

−μ^2r^2(r − 2m) − a^2μ^2r − K = 0 (2.42)

E ś konstanta pohybu, meÏrÏenaÂ z hlediska pozorovatele v nekonecÏnu. Toto je kvadratickaÂ rovnice pro konstantu E, kteraÂ maÂ dva korÏeny E_+, E_−. K = [(r^2 − 2mr + a^2)p_r]^2 r + Q r (r^2 − 2mr + a^2) (2.43)

KorÏen E_+ ovsÏem muÊzÏe byÂt pro p_φ < 0 zaÂpornyÂ, tj. korÏen obvykle kladnyÂ prÏechaÂzõÂ do zaÂpornyÂch hodnot (pro urcÏiteÂ r, p_φ < 0 ). CÏaÂstice maÂ pak z hlediska pozorovatele v nekonecÏnu zaÂpornou energii.

SestrojõÂme graf pro elementaÂrnõÂ Kerrovo rÏesÏenõÂ a = m v r = 3m/2 > r_+ = m.

(obraÂzek) Z rovnice geodetiky najdou tedy rovnici (2.42) a za urcÏityÂch podmõÂnek je i fyzikaÂlnõÂ korÏen E_+ zaÂpornyÂ (pro urcÏiteÂ r a p_φ < 0 ś prÏedpoklaÂdaÂme a > 0). Toto muÊzÏe nastat pro r_+ < r < r_0. CÏaÂstice ovsÏem musõÂ byÂt counterrotating. To, zÏe E < 0 neznamenaÂ, zÏe cÏaÂstice maÂ zaÂpornou energii. TõÂm je vyjaÂdrÏeno pouze to, zÏe tam je tak silneÂ pole, zÏe abychom dostali cÏaÂstici do nekonecÏna, musõÂme vykonat praÂci veÏtsÏõÂ nezÏ je anihilacÏnõÂ energie cÏaÂstice (klidovaÂ energie).

Z hlediska nekonecÏna je energie E = μc^2 √ g_{00}; μ je klidovaÂ hmota cÏaÂstice. MuÊzÏeme si prÏedstavit kvazistickeÂ spousÏteÏnõÂ. V lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂm systeÂmu je energie staÂle stejnaÂ (μc^2), nebot’cÏaÂstice je tam v klidu. Do Kerrovy cÏerneÂ dõÂry ovsÏem nelze cÏaÂstici spousÏteÏt.

(obraÂzek) SraÂzÏky a rozpady pocÏõÂtaÂme v LIS, kde platõÂ zaÂkony speciaÂlnõÂ teorie relativity.

(obraÂzek) Penroseova konstrukce (obraÂzek)

POZOROVAÂ NIÂ CÏERNYÂ CH DEÏ R CÏernyÂch deÏr by ve vesmõÂru meÏlo byÂt mnoho. CÏõÂm veÏtsÏõÂ je hmota hveÏzdy, tõÂm rychleji hveÏzda umõÂraÂ. HveÏzda se vytvorÏõÂ z plynu, kteryÂ se stlacÏuje, azÏ se zapaÂlõÂ reakce.

1. τ = 5 × 10^7(M_⊙/M)^2 let ś gravitacÏnõÂ kondedzace rozptyÂleneÂ hmoty

2. StaÂdium jaderneÂho horÏenõÂ, kdy vznikaÂ zaÂrÏenõÂ a hveÏzda svõÂtõÂ: τ = 10^{10}(L_⊙/L)(M/M_⊙) let. Pro veÏtsÏinu hveÏzd je L ∼ M^3 ⇒ τ = 10^{10}(M_⊙/M)^2 let

CÏõÂm je hveÏzda hmotneÏjsÏõÂ, tõÂm rychleji spaÂlõÂ palivo a vyhasnou v nõÂ jaderneÂ reakce. VyvstaÂvaÂ pak otaÂzka, zda dojde ke kolapsu (M ∼ 2M_⊙) . MuÊzÏe se ovsÏem staÂt, zÏe hveÏzda vybuchne jako supernova a skoncÏõÂ jako neutronovaÂ hveÏzda s podkritickou hmotou. BeÏhem trvaÂnõÂ galaxie lze prÏedpoklaÂdat, zÏe pocÏet hveÏzd je stejnyÂ, ale zÏe hveÏzdy zanikajõÂ jako supernovy −→ z toho dostaÂvaÂme, zÏe bychom meÏli pozorovat 2 supernovy za 10 let, cozÏ se lisÏõÂ prÏeci jen dosti podstatneÏ od toho, co se pozoruje. ExistujõÂ odhady, zÏe asi 1/3 hmoty galaxie je ve formeÏ cÏernyÂch deÏr.

MaÂm neÏjakryÂ cluster galaxiõÂ, kteryÂ je v rovnovaÂze. Vezmu viriaÂlovyÂ teoreÂm a dostanu neÏjakou hmotu M. SoucÏet hmot pozorovanyÂch M̃ < M ⇒ existuje skrytaÂ nesvõÂtõÂcõÂ hmota, cozÏ mohou byÂt nesvõÂtõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂry (M̃ je hmota zaÂrÏenõÂ apod.) JinyÂ zpuÊsob observace je z hmoty padajõÂcõÂ na cÏernou dõÂru. To, co by se meÏlo pozorovat, by meÏlo byÂt prÏedevsÏõÂm X-zaÂrÏenõÂ. NejleÂpe to jde pozorovat u dvojhveÏzd, kde hmota prÏeteÂkaÂ z jedneÂ hveÏzdy na druhou. (obraÂzek)

NeutronovaÂ hveÏzda by meÏla silneÂ magnetickeÂ pole, ktereÂ by hodneÏ ovlivnÏovalo padajõÂcõÂ plyny. Naproti tomu v cÏerneÂ dõÂrÏe by bylo maleÂ magnetickeÂ pole.

2.5 Extrakce energie z rotujõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂry

Energie cÏaÂstice E meÏrÏenaÂ v nekonecÏnu s momentem hybnosti p_φ, klidovou hmotou μ a radiaÂlnõÂ hybnostõÂ p_r ve vzdaÂlenosti r je daÂna rÏesÏenõÂm rovnice

E^2[r^3 + a^2(r + 2m)] − 4maEp_φ −

− (r − 2m)p^2_φ − (r^2 − 2mr + a^2)(μ^2r + Q r = [(r^2 − 2mr + a^2)p_r]^2 r (2.44)

cozÏ plyne z rovnic (...). Budeme uvazÏovat pouze veÏtsÏõÂ E_+ z korÏenuÊ rovnice (2.44), ktereÂ jsou pozitivnõÂ, jdeme-li s r → ∞. Tyto korÏeny odpovõÂdajõÂ p^0/μ = dt/dτ > 0 (p^0 = μu^0, u^0 = dt/dτ). DalsÏõÂ korÏen E_− odpovõÂdaÂ p^0/μ = dt/dτ < 0 (zobecneÏnõÂ stavuÊ se zaÂpornou energiõÂ). Rovnice (2.44) je totizÏ symetrickaÂ prÏi −E_−(−p_φ) = E_+(p_φ), cozÏ daÂvaÂ interpolaci anticÏaÂstic jako deÏr se stavy E_−, cozÏ je konzistentnõÂ s principem ekvivalence. V dnesÏnõÂ fyzice je termõÂn pozitivnõÂ a negativnõÂ energie spojen s rÏesÏenõÂm Diracovy rovnice. Ve fyzice deÏr vsÏak tyto termõÂny mohou veÂst k omylu. Budeme uzÏõÂvat termõÂny stav s pozitivnõÂm korÏenem a stav s negativnõÂm korÏenem. ObraÂzek vsÏak ukazuje, jak stav s pozitivnõÂm korÏenem muÊzÏe mõÂt negativnõÂ energii.

ObraÂzek: Energie E stavuÊ povolenyÂch pro cÏaÂstici s momentem hybnosti pφ a klidovou hmotou μ v gravitacÏnõÂm poli extreÂmnõÂ (a = m) Kerrovy cÏerneÂ dõÂry na r = 3m/2 (nad horizontem) v zaÂvislosti na pφ.

V mezerÏe mezi oblastmi pozitivnõÂch a negativnõÂch korÏenuÊ nejsou stavy povoleny.

To, zÏe cÏaÂstice maÂ negativnõÂ energii znamenaÂ, zÏe jõÂ musõÂme dodat energii veÏtsÏõÂ tezÏ je jejõÂ klidovaÂ energie, abychom ji dostali do nekonecÏna.

NovyÂ rys rovnice (2.44), kteryÂ ji podstatneÏ odlisÏuje od rovnice pro energii ve SchwarzschildoveÏ geometrii, je existence stavuÊ s pozitivnõÂmi korÏeny, ktereÂ majõÂ zaÂpornou energii. Tato situace nastaÂvaÂ pouze pro cÏaÂstice se zaÂpornyÂm a p_φ ś rotujõÂcõÂm proti smyslu rotace cÏerneÂ dõÂry (majõÂcõÂm daleko poslednõÂ stabilnõÂ orbity).

JakaÂ je na daneÂ vzdaÂlenosti r od cÏeneÂ dõÂry nejmensÏõÂ hodnota negativnõÂho momentu hybnosti cÏaÂstice pro nõÂzÏ maÂ cÏaÂstice zaÂpornou energii? Nulovou energii bude mõÂt cÏaÂstice s nulovou radiaÂlnõÂ a polaÂrnõÂ hybnostõÂ p_r, p_θ na radiaÂlnõÂ vzdaÂlenosti r a polaÂrnõÂm uÂhlu θ pro hodnoty azimutaÂlnõÂho momentu hybnosti daneÂho vztahem

p_φ μ = −| sin θ| ρΔ^{1/2} (−r^2 + 2mr − a^2 cos^2 θ)^{1/2}

(2.45)

Stavy se zaÂpornou energiõÂ budou dosahovat do nejveÏtsÏõÂvzdaÂlenosti od cÏerneÂ dõÂry pro nulovou klidovou hmotu (μ → 0). VneÏjsÏõÂ limita stavuÊ s negativnõÂ energiõÂ bude na plosÏe daneÂ vztahem

r^2 − 2mr + a^2 cos^2 θ = 0 (2.46)

cozÏ je plocha nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. Tedy mezi plochou nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu a horizontem maÂme stavy s pozitivnõÂmi korÏeny a zaÂpornou energiõÂ (meÏrÏenou v nekonecÏnu).

R. Penrose jako prvnõÂ prÏisÏel s mysÏlenkou vyuzÏitõÂ teÏchto stavuÊ s negativnõÂ energiõÂ k extrakci energie z rotujõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂry. PrÏedstavil si civilizaci, kteraÂ by vybudovala stabilnõÂ strukturu obklopujõÂcõÂ cÏernou dõÂru vneÏ plochy nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. ObyvateleÂ z S by do cÏerneÂ dõÂry mohli spousÏteÏt hmotu ś pomalu a na laneÏ, ktereÂ by bylo velmi lehkeÂ a neroztazÏitelneÂ ś pokud by se nedotkla plochy nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. Na tomto povrchu hmota dosaÂhne stavu s nulovou energiõÂ. ObyvateleÂ sfeÂry S tõÂm zõÂskajõÂ celou energii obsazÏenou ve hmoteÏ. Takto spusÏteÏnaÂ hmota je pro obyvatele ztracena, zõÂskali by vsÏak jejõÂ ekvivalent v energii. Takto se prÏemeÏnõÂ hmota v energii daleko efektivneÏji nezÏ jadernyÂm rozpadem nebo sloucÏenõÂm. Efektivnost je stejnaÂ jako prÏi anihilaci hmoty a antihmoty. CelyÂ proces vsÏak lze naaranzÏovat jesÏteÏ leÂpe. SestrojõÂme-li jinou strukturu S^∗ korotujõÂcõÂ s cÏernou dõÂrou, pak muÊzÏeme spousÏteÏnõÂ hmoty z S^∗ provaÂdeÏt pod plochou nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. Nakonec, kdyzÏ se hmota dostane azÏ k vneÏjsÏõÂmu horizontu, jejõÂ energie meÏrÏenaÂ z S^∗ bude zaÂpornaÂ. ObyvateleÂ S, S^∗ tedy mohou spousÏteÏnõÂm hmoty do cÏerneÂ dõÂry vhodnyÂm zpuÊsobem zõÂskat võÂce energie, nezÏ je celkovaÂ energie obsazÏenaÂ v teÂto hmoteÏ (võÂce nezÏ 100% uÂcÏinnost prÏemeÏny hmoty a antihmoty anihilacõÂ) tak, zÏe vlastneÏ extrahujõÂ energii z cÏerneÂ dõÂry. Ukazuje se, zÏe moment hybnosti cÏerneÂ dõÂry se prÏi tomto procesu rovneÏzÏ zmensÏõÂ, nebot’ pohlcenaÂ hmota musõÂ mõÂt zaÂpornyÂ moment hybnosti p_φ. Z cÏerneÂ dõÂry je tedy extrahovaÂna rotacÏnõÂ energie.

Metoda zde popsanaÂ pochopitelneÏ nemuÊzÏe byÂt praktickaÂ, ale ukazuje, co je principiaÂlneÏ mozÏneÂ a rovneÏzÏ osveÏtluje fyziku cÏernyÂch deÏr. R. Penrose rovneÏzÏ ukazuje na vhodneÏjsÏõÂ zpuÊsob pro extrakci energie z rotjuõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂry pomocõÂ balistickeÂho procesu. PosÏleme z nekonecÏna cÏaÂstici s energiõÂ E_0 do oblasti mezi horizontem a plochou nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu. Ta se tam rozpadne na dveÏ cÏaÂsti, z nichzÏ jedna vyletõÂ zpaÂtky do nekonecÏna s energiõÂ (klidovou + kinetickou) E_2 veÏtsÏõÂ nezÏ E_0, a druhaÂ cÏaÂstice pak spadne do cÏerneÂ dõÂry s energiõÂ E_1, kteraÂ je kladnaÂ prÏi meÏrÏenõÂ v lokaÂlneÏ LorentzovskeÂm systeÂmu, ale zaÂpornaÂ prÏi meÏrÏenõÂ v nekonecÏnu. (E_1 = E_0 − E_2). TõÂm se zmensÏõÂ energie a hmota cÏerneÂ dõÂry. Na obraÂzku je znaÂzorneÏno, jak obyvateleÂ struktur S, S^∗ mohou extrahovat energii z cÏeneÂ dõÂry. (obraÂzek) BalistickyÂ proces extrakce energie byl zkoumaÂn Rufőnim a Wheelerem, kterÏõÂ oblast mezi horizontem a plochou nekonecÏneÂho rudeÂho posuvu takeÂ nazvali ergosfeÂrou (tedy oblastõÂ, kde vznikaÂ praÂce). Byly navrzÏeny modiőkace teÂto metody vhodneÂ pro astrofyzikaÂlnõÂ aplikace, ktereÂ budou diskutovaÂny na konci kapitoly. FyzikaÂlnõÂm prÏikladem procesu rozpadu navrzÏeneÂho R. Penrosem muÊzÏe byÂt radioaktivnõÂ rozpad.

Lze si rovneÏzÏ prÏedstavit dveÏ cÏaÂstice vniknuvsÏõÂ do ergosfeÂry, mezi nimizÏ dojde ke sraÂzÏce (nepruzÏneÂmu raÂzu), po nõÂzÏ maÂ jedna vyÂslednaÂ cÏaÂstice veÏtsÏõÂ energii nezÏ soucÏet pocÏaÂtecÏnõÂch (puÊvodnõÂch) cÏaÂstic, zatõÂmco zbyÂvajõÂcõÂ jsou ve stavu s pozitivnõÂm korÏenem a zaÂpornou energiõÂ. Tyto procesy zachovaÂvajõÂ celkovyÂ 4-impuls cÏaÂstic v udaÂlosti rozpadu nebo kolize teÏchto cÏaÂstic:

E_1 + E_2 = E_3 + E_4; E_3 < 0; p_{φ1} + p_{φ2} = p_{φ3} + p_{φ4}; p_{φ3} < 0 (p_{r1} + p_{r2})_{v udaÂlosti} = (p_{r3} + p_{r4})_{v udaÂlosti} (p_{θ1} + p_{θ2})_{v udaÂlosti} = (p_{θ3} + p_{θ4})_{v udaÂlosti} (2.47)

KazÏdyÂ proces extrakce energie maÂ za naÂsledek asimilaci hmoty s negativnõÂ energiõÂ rotujõÂcõÂ cÏernou dõÂrou a tedy i snõÂzÏenõÂ jejõÂho momentu hybnosti a rotacÏnõÂ energie. MnohonaÂsobnyÂm opakovaÂnõÂm takovyÂchto procesuÊ se systeÂm prÏemeÏnõÂ na Schwarzschildovu cÏernou dõÂru, z nõÂzÏ energie jizÏ odcÏerpaÂvaÂna byÂt nemuÊzÏe.

Vezmeme-li si nynõÂ jinou cÏernou dõÂru, ale s puÊvodnõÂ hmotou a momentem hybnosti a extrahujeme energii cÏaÂsticemi s rozdõÂlnou hmotou a momentem hybnosti a rozdõÂlnyÂm mõÂstem rozpadu nebo vuÊbec neÏjakyÂmi procesy odlisÏnyÂmi od teÏch, ktereÂ byly pouzÏity na prvnõÂ cÏerneÂ dõÂrÏe, pak dostaneme Schwarzschildovu cÏernou dõÂru s odlisÏnou konecÏnou hmotou.

MuÊzÏeme si nynõÂ polozÏit dveÏ otaÂzky: JakyÂ je proces, kteryÂ daÂ nejmensÏõÂ Schwarzschildovu cÏernou dõÂru a jakeÂ je maximaÂlnõÂ mnozÏstvõÂ energie, ktereÂ lze extrahovat z cÏerneÂ dõÂry.

RovneÏzÏ si muÊzÏeme prÏedstavit, zÏe zacÏneme se Schwarzschildovou cÏernou dõÂrou a transformujeme ji prÏidaÂvaÂnõÂm hmoty a momentu hybnosti na Kerrovu cÏernou dõÂru, azÏ dosaÂhneme prÏedem daneÂho pomeÏru a/m. Je nynõÂ zcela na mõÂsteÏ ptaÂt se, zdali je mozÏneÂ vyÂbeÏrem vhodneÂ transformace transformovat tuto rotujõÂcõÂ cÏernou dõÂru zpeÏt na Schwarzschildovu cÏernou dõÂru s puÊvodnõÂ hmotou. Existuje-li takovaÂto reverzibilnõÂ transformace, pak muÊzÏe byÂt pouzÏita k deőnovaÂnõÂ (a pochopitelneÏ extrakci) cÏisteÏ rotacÏnõÂ energie Kerrovy cÏerneÂ dõÂry. DostaÂvaÂme se tak k pojmu reverzibilnõÂ transformace cÏerneÂ dõÂry: takoveÂ, kteraÂ prÏevaÂdõÂhodnoty m, L hmoty a momentu hybnosti cÏerneÂ dõÂry na őnaÂlnõÂ hodnoty m^′, L^′, z nichzÏ je mozÏno dostat puÊvodnõÂ hmotu a moment hybnosti neÏjakou dalsÏõÂ reverzibilnõÂ transformacõÂ.

NaprÏ.: Necht’ je cÏaÂstice s kladnyÂm momentem hybnosti p_φ pohlcena cÏernou dõÂrou (jejõÂ moment hybnosti bereme kladnyÂ). DostaÂvaÂme pak cÏernou dõÂru s momentem hybnosti L^′ = L + p_φ a hmotou m^′ = m + E(p_φ), kde E(p_φ) je energie cÏaÂstice. Abychom dostali cÏernou dõÂru s puÊvodnõÂm momentem hybnosti L, musõÂ byÂt pohlcena cÏaÂstice s momentem hybnosti (−p_φ). NovaÂ hmota cÏerneÂ dõÂry pak bude m^{′′} = m^′ + E(−p_φ). Odtud tedy dostaÂvaÂme podmõÂnku pro reverzibilitu:

ΔE = E(p_φ) + E(−p_φ) = 0 (2.48)

PozÏadujeme, aby radiaÂnõÂ hybnost cÏaÂstice byla reaÂlnaÂ v okolõÂ cÏerneÂ dõÂry. Pak z rovnice (2.44) nalezneme, zÏe ΔE ≥ 0 anebo −E(−p_φ) ≤ E(p_φ). Z tohoto vyÂsledku plyne, zÏe zÏaÂdnyÂ proces extrakce energie nemuÊzÏe byÂt efektivneÏjsÏõÂ nezÏ praÂveÏ reverzibilnõÂ limita, pro nõÂzÏ je ΔE = 0, a kteraÂ nastaÂvaÂ v limiteÏ kdy kontravariantnõÂ hybnost p^r (radiaÂlnõÂ) obou cÏaÂstic je libovolneÏ malaÂ (bod obratu draÂhy cÏaÂstice) v r = r_+ = m + √ m^2 − a^2 (cÏaÂstice se musõÂ teÂmeÏrÏ dotyÂkat horizontu) kde oblasti s pozitivnõÂmi a negativnõÂmi korÏeny uzÏ nejsou oddeÏleny (zakaÂzanaÂ oblast se tam smrskne na nulu).

Je-li vsÏak proces extrakce energie provaÂdeÏn staÂle blõÂzÏe horizontu, pak doba jeho trvaÂnõÂ urcÏovanaÂ pozorovatelem v nekonecÏnu poroste (nebot’poblõÂzÏ horizontu cÏas beÏzÏõÂ pomaleji). V limitnõÂm prÏõÂpadeÏ reverzibilnõÂ transformace je vztah mezi E a p_φ lineaÂrnõÂ E = ap_φ r^2_+ + a^2

(2.49)

Zavedeme-li noveÂ oznacÏenõÂ E = dm a p_φ = dL v rovnici (2.49), pak dostaneme diferenciaÂlnõÂ rovnici

dm = L m dL � m + � m^2 −

�_L m �_2

�_2

+^{L2}_{m2}

(2.50)

Integrace teÂto rovnice pak nakonec daÂvaÂ � 1 − L^2 m^4

�_{1/2} = 2m^2_{ir} m^2

− 1 (2.51)

Z teÂto rovnice pak muÊzÏeme uÂpravou dostat

m^2 = m^2_{ir} +

L^2 4m^2_{ir}

(2.52)

PrÏitom musõÂ byÂt splneÏny podmõÂnky L ≤ 2m^2_{ir} nebo m^2 ≤ 2m^2_{ir}. Tyto podmõÂnky vylucÏujõÂ zaÂporneÂ korÏeny leveÂ strany rovnice (2.51) ś chceme, aby pravaÂ strana byla veÏtsÏõÂ nezÏ nula (viz obraÂzek).

Konstanta m_{ir} (integracÏnõÂ) je hmota Schwarzschildovy cÏerneÂ dõÂry, kdyzÏ je celaÂ rotacÏnõÂ energie Kerrovy cÏerneÂ dõÂry extrahovaÂna reverzibilnõÂ transformacõÂ. KazÏdaÂ reverzibilnõÂ transformace zpuÊsobõÂ ruÊst teÂto velicÏiny (odpovõÂdaÂ vysÏsÏõÂ krÏivce na obraÂzku ).

ObraÂzek ś Podle Rufőniho a Wheelera. OdpovõÂdaÂ rozpadu cÏaÂstice s energiõÂ E0 na dveÏ cÏaÂsti, z nichzÏ jedna unikne do nekonecÏna a druhaÂ je pohlcena cÏernou dõÂrou. KrÏivky znaÂzornÏujõÂ efektivnõÂ potenciaÂl (gravitacÏnõÂ+odstrÏedivyÂ) deőnovanyÂ rÏesÏenõÂm E rovnice (2.44) pro konstantnõÂ hodnoty pφ a μ.

Je trÏeba zduÊraznit, zÏe neexistuje proces, prÏi neÏmzÏ by mohla klesat m_{ir}. ZmeÏna m_{ir} jako duÊsledek asimilace cÏaÂstice s energiõÂ E = δm a momentem hybnosti p_φ = δL se dostane rÏesÏenõÂm rovnice (2.52) pro m_{ir} a variacõÂ m a L. Tato zmeÏna je daÂna vztahem

4m_{ir}δm_{ir} =

[E(r^2_+ + a^2) − ap_φ] √ m^2 − a^2

VyÂsledek je kladnyÂ pro kazÏdou cÏaÂstici pohlcenou cÏernou dõÂrou. m_{ir} je setrvacÏnaÂ ireducibilnõÂ hmota cÏerneÂ dõÂry.

CÏtverec hmotyśenergie rotujõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂry muÊzÏe byÂt rozdeÏlen na dveÏ cÏaÂsti ś ireducibilnõÂ a rotacÏnõÂ cÏaÂst.

IreducibilnõÂ cÏaÂst zuÊstaÂvaÂ konstantnõÂ prÏi reverzibilnõÂch transformacõÂch a roste prÏi ireverzibilnõÂch transformacõÂch. NemuÊzÏe byÂt redukovaÂna. RotacÏnõÂ cÏaÂst hmotyśenergie muÊzÏe byÂt jak zveÏtsÏovaÂna, tak i zmensÏovaÂna reverzibilnõÂ transformacõÂ.

Vztah (2.52) je velmi podobnyÂ vztahu pro hmotuśenergii prÏi relativistickyÂch pohybech ś translacÏnõÂch, kde je E^2 = m^2 + p^2. V tomto prÏõÂpadeÏ vsÏak lineaÂrnõÂ hybnost p nenõÂ omezena. V rotujõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂrÏe je dosazÏitelnaÂ oblast reverzibilnõÂch transformacõÂ omezena na L = 0, m^2 = m^2_{ir} do L = m^2, m^2 = 2m^2_{ir} (v extreÂmnõÂ KerroveÏ geometrii). VelicÏina L/m^2 maÂ v teÂto limiteÏ maximaÂlnõÂ hodnotu 1.

ObraÂzek ś hmotaśenergie v zaÂvislosti na momentu hybnosti L pro cÏernou dõÂru s danou ireducibilnõÂ hmotou mir ś ukazuje rozdõÂl mezi reverzibilnõÂ a ireverzibilnõÂ transformacõÂ s ruÊstem ireducibilnõÂ hmoty).

Transformace z extreÂmnõÂ Kerrovy geometrie muÊzÏe byÂt reverzibilnõÂ pouze pro zmensÏujõÂcõÂ se moment hybnosti. Jeli cÏaÂstice s momentem hybnosti p_φ pohlcena (p^r ≈ 0) extreÂmnõÂ Kerrovou cÏernou dõÂrou (energie cÏaÂstice E = p_φ/2m), pak zmeÏna irecucibilnõÂ hmoty bude δm_{ir} = (p_φ + |p_φ|)/4m_{ir}. Tedy pro p_φ < 0 budeme mõÂt reverzibilnõÂ transformace (δm_{ir} = 0).

Naopak pohlcenõÂ cÏaÂstice s p_φ > 0 zpuÊsobõÂ vzruÊst momentu hybnosti a hmoty cÏerneÂ dõÂry. Tento vzruÊst se odrazõÂ ve zveÏtsÏenõÂ ireducibilnõÂ hmoty. RotacÏnõÂ prÏõÂspeÏvek ke cÏtverci hmoty v rovnici (2.52) zuÊstane konstantnõÂ.

RotujõÂcõÂ cÏerneÂ dõÂrÏe muÊzÏeme prÏirÏadit uÂhlovou rychlost zpuÊsobem klasickeÂ mechaniky. K nalezenõÂ teÂto uÂhloveÂ rychlosti deőnujeme vztah pro rotacÏnõÂ energii a maÂme ω = ∂m ∂L = L 4m^2_{ir} � m^2_{ir} +^{L2}_{4m2ir}

(2.53)

SrovnaÂme-li rovnici (2.53) (nebo (2.49)) s rovnicõÂ (...), pak vidõÂme, zÏe zde spocÏõÂtanaÂ žuÂhlovaÂ rychlostž cÏerneÂ dõÂry je stejnaÂ jako vlecÏenõÂ inerciaÂlnõÂho systeÂmu na vneÏjsÏõÂm horizontu. DostaÂvaÂme tak naÂsledujõÂcõÂ teoreÂm pro kolaps rotujõÂcõÂ hveÏzdy: Jak hveÏzda kolabuje, uÂhlovaÂ rychlost vlecÏenõÂ inerciaÂlnõÂch systeÂmuÊ na povrchu hveÏzdy, kteraÂ je zpocÏaÂtku mnohem mensÏõÂ nezÏ uÂhlovaÂ rychlost samotneÂ hveÏzdy, poroste rychleji nezÏ tato uÂhlovaÂ rychlost hveÏzdy, azÏ nakonec obeÏ koincidujõÂ asymptotycky v cÏase prÏi vytvorÏenõÂcÏerneÂ dõÂry.

Na rovnõÂku je rychlost rotace cÏerneÂ dõÂry daÂna vztahem v = √ g_{33}ω =

L^2 4m^2_{ir}

(2.54)

Tato rychlost je rovna sveÏtelneÂ pro extreÂmnõÂ Kerrovu dõÂru. Je tedy jasneÂ, procÏ nemohou existovat konőgurace s veÏtsÏõÂm momentem hybnosti nezÏ maÂ extreÂmnõÂ Kerrova geometrie.

CÏernaÂ dõÂra je tedy velkou zaÂsobaÂrnou energie, nebot’ (1 − 2^{1/2}) = 29% hmoty extreÂmnõÂ Kerrovy cÏerneÂ dõÂry muÊzÏe byÂt extrahovaÂno, cozÏ daÂvaÂ uÂcÏinnost daleko veÏtsÏõÂ nezÏ jaderneÂ reakce. Je zde mozÏnost extrakce teÂto energie v astrofyzikaÂlnõÂch aplikacõÂch. RozsÏteÏpenõÂ cÏaÂstice v PenroseoveÏ mechanismu muÊzÏe byÂt provedeno pouze gravitacÏnõÂmi silami prÏes puÊsobenõÂ gravitacÏnõÂch prÏõÂlivovyÂch sil. TakoveÂto rozsÏteÏpenõÂ bylo zkousÏeno v praÂci Mashoona. Zkoumal normaÂlnõÂ hveÏzdu jdoucõÂ do ergosfeÂry gigantickeÂ cÏerneÂ dõÂry s hmotou asi 10^8M_⊙, kteraÂ muÊzÏe existovat v jaÂdrÏe galaxie. HveÏzda je rozdrcena prÏõÂlivovyÂmi silami a jejõÂ cÏaÂst padaÂ na horizont.

Z daÂlky meÏrÏeno maÂ tato cÏaÂst zaÂpornou energii. DalsÏõÂ cÏaÂst unikaÂ s relativistickou energiõÂ vysoce ionizovanaÂ a vytvaÂrÏõÂ neÏco jako vystrÏõÂknutõÂ gigantickeÂ energie (∼ 10^{60} ergs), jakaÂ pozorujeme v jaÂdrech neÏkteryÂch galaxiõÂ. PozorovanaÂ vytryÂsknutõÂ jsou vsÏak v teÂmeÏrÏ symetrickyÂch paÂrech a ne jako jednotlivaÂ pole popsaneÂho mechanismu.

Kapitola 3

RannyÂ vesmõÂr

3.1 Termodydamika rovnovaÂzÏneÂho stavu

RanyÂ vesmõÂr, kteryÂ byl dominvanyÂ zaÂrÏenõÂm, se beÏhem evoluce nachaÂzel v tepelneÂ rovnovaÂze. PozuÊstatkem teÏchto dob jsou reliktnõÂ fotony o teploteÏ 2.75 K a reliktnõÂ neutrina o teploteÏ 1.96 K. V raneÂm vesmõÂru byly fotony v termodynaickeÂ rovnovaÂze nejen s neutriny, nyÂbrzÏ i s dalsÏõÂmi relativistickyÂmi cÏaÂsticemi (e^−, e^+, q, . . .).

Hustota cÏaÂstic n, hustota energie ρ, tlak p plynu slabeÏ interagujõÂcõÂch cÏaÂstic o pocÏtu vnitrÏnõÂch stupnÏuÊ volnosti q daÂny standartnõÂmi relacemi pomocõÂ distribucÏnõÂ funkce ve faÂzoveÂm prostoru f(⃗p): n = g (2π)^3 � f(⃗p) d^3p , (3.1) ρ = g (2π)^3 � E(⃗p) f(⃗p) d^3p , (3.2) p = 1 3 g (2π)^3 � |⃗p|^2 E E(⃗p) f(⃗p) d^3p ; (3.3)

E^2 = |⃗p|^2 + m^2. Budeme pouzÏõÂvat jednotky c = h = K_B = 1?. V kinetickeÂ rovnovaÂze je faÂzovaÂ distribucÏnõÂ funkce daÂna statistikou Fermi-Diracovou pro fermiony (+1) a Bose-Einseinovou (+1) pro bozony

f(⃗p) = [exp((E − μ)/T ) ± 1]^{−1} ; (3.4)

μ oznacÏuje chemickyÂ potenciaÂl. Pro chemickou rovnovaÂhu konstituentuÊ musõÂ platit prÏõÂslusÏnaÂ rovnost soucÏtuÊ chemickyÂch potenciaÂlu. NaprÏ. pro i + j ↔ k + l platõÂ μ_i + μ_j ↔ μ_k + μ_l.

Po dosazenõÂ dostaÂvaÂme n = g 2π^2

�_∞ m (E^2 − m^2)^{1/2} exp[(E − μ)/T ] ± 1

E dE , ρ = g 2π^2

�_∞ m (E^2 − m^2)^{1/2} exp[(E − μ)/T ] ± 1

E^2 dE , p = g 2π^2

�_∞ m (E^2 − m^2)^{3/2} exp[(E − μ)/T ] ± 1 dE . (3.5)

NynõÂ je vhodneÂ stanovit neÏkolik limitnõÂc prÏõÂpaduÊ.

A. ULTRARELATIVISTICKAÂ LIMITA (T ≫ m)

a.) T ≫ μ

ρ = � � � (π^2/30)gT^4 (Bose)

(7/8)(π^2/30)gT^4 (F ermi)

n = � � � (ξ(3)/π^2)gT^3 (Bose)

(3/4)(ξ(3)/π^2)gT^3 (F ermi)

p = ρ/3 (3.6) b.) DegenerovaneÂ fermiony μ ≫ T

ρ = (1/8π^2)gμ^4 n = (1/6π^2)gμ^3 p = (1/24π^2)gμ^4 ; (3.7)

ξ(3) = 1.20206 . . . je Riemanova zeta funkce argumentu 3.

Pro bozony μ > 0 znamenaÂ existenci Boseho kondenzaÂtoru, kteryÂ je nutno sledovat zvlaÂsÏt’. Pro relativistickeÂ bozony nebo fermiony s μ < 0 a |μ| < T platõÂ

n = exp(μ/T )(g/π^2)T^3 , ρ = exp(μ/T )(3g/π^2)T^4 , p = exp(μ/T )(g/π^2)T^4 . (3.8)

B. NERELATIVISTICKAÂ LIMITA m ≫ T

Pro bozony i fermiony platõÂ tyteÂzÏ vyÂrazy

n = g � mT 2π �_{3/2} exp[−(m − μ)] , ρ = m · n , p = nT ≪ ρ . (3.9)

Pro nerelativisticeÂ nedegenoravneÂ cÏaÂstice je strÏednõÂ energie na cÏaÂstici E ≡ ρ n = [π^4/30 ξ(3)]T ≃ 2.701T (Bose) E ≡ ρ n = [7π^4/180 ξ(3)]T ≃ 3.151T (F ermi)

(3.10)

Pro degenerovaneÂ relativistickeÂ fermiony je E ≡ ρ n = 3 4 μ . (3.11)

Pro nerelativistickeÂ cÏaÂstice je

E ≡ m + 3 2 T . (3.12)

VyjaÂdrÏõÂme si nynõÂ prÏebytek fermonuÊ nad anticÏaÂsticemi v ultra- a nerelativistickeÂ limiteÏ. Budeme prÏedpoklaÂdat, zÏe je μ_+ = μ_−, cozÏ platõÂ, probõÂhajõÂ-li rychle reakce p^+ + p^− ↔ γ + γ. Pak fermionovaÂ hustota je

n_− + n_− = g 2π^2

�_∞ m E (E^2 − m^2)^{1/2} × � 1 1 + exp[(E − μ)/T ] − 1 1 + exp[(E + μ)/T �

= gT^3 6π^2 � π^2 � μ T � + � μ T �_3�

(T ≫ m) (3.13)

PrÏedpoklaÂdame-li, zÏe ve smeÏsi i druhuÊ cÏaÂstic v tepelneÂ rovnovaÂze, ale s odlisÏnou teplotou T_i, nezÏ je teplota fotonuÊ T , pak pro hustotu a tlak platõÂ

ρ_R = T^4 � i � T_i T �_4

g_i 2π^2

�_∞

x_i

(n^2 − x^2_i )^{1/2}u^2 du exp(n − y_i) ± 1

,(3.14)

p_R = T^4 � i � T_i T �_4

g_i 6π^2

�_∞

x_i

(n^2 − x^2_i )^{3/2}u^2 du exp(n − y_i) ± 1

,(3.15) kde x_i ≡ m_i/T a y_i ≡ μ_i/T .

JelikozÏ hustota energie a tlak nerelativistickyÂch cÏaÂstic (m ≫ T ) je exponenciaÂlneÏ mensÏõÂ nezÏ u ultrarelativistickyÂch (m ≪ T ), je mozÏneÂ s dostatecÏnu prÏesnostõÂ zahrnout jen ultrarelativistickeÂ cÏaÂstice, takzÏe pak jednodusÏe platõÂ

ρ_R = π^2 30 g_∗T^4 , (3.16)

p_R = 1 3 ρ_R = π^2 90 g_∗T^4 , (3.17)

kde g_∗ oznacÏuje celkovyÂ ocÏet stpnÏuÊ volnosti prÏõÂslusÏnyÂ efektivneÏ nehmotnyÂm cÏaÂsticõÂm (m_i ≪ T ). Je

g_∗ = � i−boz.

g_i � T_i T �_4 + 7 8 � i−f erm.

g_i � T_i T �_4 . (3.18)

Faktor 7/8 vyjadrÏuje rozdõÂl F − D a B − E statistik.

Je jasneÂ, zÏe g_∗ je funkcõÂ teploty, nebot’suma zahrnuje je cÏleny s m_i ≪ T .

Pro T ≪Mev -relativistickeÂ cÏaÂstice jsou jen 3 druhy neutrin a fotonuÊ; T_ν = (4/11)^{1/3}T_γ . Proto g_∗(≪ MeV) = 3.36.

Pro 1MeV ∼ T ∼ 100 MeV jsou relativistickeÂ i elektrony a pozotrony. PrÏitom T_ν = T_p. Proto g_∗ = 10.75.

Pro T > 300 GeV jsou relativistickeÂ a v tepelneÂ rovnovaÂze vsÏecny cÏaÂstice standartnõÂho modelu: 8 gluonuÊ, W^±, Z^0, 3 generace kvarkuÊ a leptonuÊ, 1 HiggsuÊv dublet.

Proto g_∗(> 300GeV) = 106.75.

Pokud je g_∗ =konst., platõÂ p_R = ρ_R/3 a R(t) ∼ t^{1/2}, ρ_R ∼ T^4, ρ_R ∼^1_{R4} , T ∼^1_R . Pak platõÂ

H = 1.66 g^{1/2}_∗

T^2 m_{pl}

t = 0.301 g^{−1/2}_∗ m_pl T^2 ∼ � T MeV � (3.19)

Tyto vyÂrazy urcÏujõÂ dynamiku raneÂho vesmõÂru.

Entropie

V raneÂm vesmõÂru byly tyto rychlosti reakcõÂ cÏaÂstic Γ_{int} mnohem veÏtsÏõÂ nezÏ rychlost expanze H, takzÏe mohla byÂt ustanovena lokaÂlnõÂ termodynamickaÂ rovnovaÂha. Pak entropie na element souputujõÂcõÂho objemu je konstantnõÂ. Entropie vztazÏenaÂ na souputujõÂcõÂ objem je proto velice uzÏitecÏnaÂ pro popis expandujõÂcõÂho vesmõÂru.

PouzÏijeme-li v expandujõÂcõÂm vesmõÂru 2. veÏtu termodynamiky na souputujõÂcõÂ objemovyÂ element o jednotkoveÂ sourÏadnicoveÂ velikosti a na fyzikaÂlnõÂ objem V = R^3, pak platõÂ

T dS = d(ρ V ) + pdV = d[(ρ + p)V ] − V dp . (3.20)

PodmõÂnkyintegrability

∂^2S ∂T ∂V = ∂^2S ∂V ∂T

(3.21)

daÂvajõÂ vztah T dp dT = ρ + p , (3.22) nebo-li dp = ρ + p T dT . (3.23)

DosadõÂme-li (3.20) do (3.23), pak

dS = 1 T d[(ρ+p)V ]−(ρ+p)V dT T^2 = d � (ρ + p)V T + konst. � (3.24) Entropie na soouputujõÂcõÂ objem tedy je (azÏ na aditvnõÂ konstantu) ρ = R^3

(ρ + p) T . (3.25)

PrvnõÂ veÏta termodynamiky (zaÂkon zachovaÂnõÂ) je

d[(ρ + p)V ] = V dp .

DosadõÂme-li sem z (3.23), pak dostaÂvaÂme d � (ρ + p)V T � = 0 . (3.26)

Entropie na souputujõÂcõÂ objem S se tedy v expandujõÂcõÂm vesmõÂru v termodynamickeÂ rovnovaÂze zacovaÂvaÂ.

Deőnujeme hustotu entropie s ≡ S V = ρ + p T . (3.27)

prÏi dominanci relativistickyÂch cÏaÂstic je prÏiblizÏneÏ s = 2π^2 45 g_{∗S} T^3 , (3.28) kde g_{∗S} = � i_b

g_{ib} � T_{ib} T �_3 + 7 8 � i_f

g_{if} � T_{if} T �_3 . (3.29)

Pokud majõÂ spolecÏnou teplotu, platõÂ g_∗ = g_{∗S}. Teprve prÏi oddeÏlenõÂ (naprÏ. neutrin) se zacÏne objevovat rozdõÂl mezi g_∗ a g_{∗S} . Poznamenejme, zÏe je

s = 1.82g_{∗S}n_p .

Ze zachovaÂnõÂ S plyne, zÏe s ∼ R^3, takzÏe g_{∗S}T^3R^3 je prÏi expanzi vesmõÂru konstantnõÂ. Odtud plyne, zÏe pocÏet cÏaÂatic v souputujõÂcõÂm objemu N ≡ R^3n je daÂn vztahem N ≡ n s . (3.30)

V termodynamockeÂ rovnovaÂze je pro cÏaÂstice s pocÏtem stupnÏuÊ volnosti g: N = 45ξ(3)g 2π^4g_{∗S}

T ≫ m, μ = 45g 4 √ 2π^5g_{∗S}

(m/T )^{3/2}exp(−m/T + μ/T ) T ≪ m .

(3.31)

Pokud s v daneÂmsouputujõÂcõÂm objemu pocÏet cÏaÂstic nemeÏnõÂ, pak N = n/s zuÊstaÂvaÂ konstantõÂ. NechybõÂ tu nic?

JelikozÏ ρ = g_{∗S}T^3R^3 = konst., teplota vesmõÂru se vyvõÂjõÂ dle zaÂkona T ∝ g^{−1/3}_{∗S} R^{−1} . (3.32)

Pokud g^{−1/3}_{∗S} se objevuje proto, zÏe pokud se druh cÏaÂstic staÂvaÂ nerelativistickyÂm, vymizõÂ a jeho entropie se prÏetransformuje do jinyÂch druhuÊ cÏaÂstic, jezÏ zuÊstavajõÂ relativistiskeÂ, takzÏe T klesaÂ poneÏkud pmaleji!

?DekuplovaneÂ cÏaÂstice, jezÏ neinteragujõÂ s tepelnou laÂznõÂ ostatnõÂch cÏaÂstic se vyvaÂjejõÂ samostatneÏ a jejich teplota bude klesat jako T ∼ R^{−1}.

UvazÏujme cÏaÂstice s m = 0, jezÏ se oddeÏlõÂ od tepelneÂ laÂzneÏ prÏi teploteÏ T_D v cÏase t_D prÏi R_D . jejich distribucÏnõÂ funkce jevtomto okamzÏiku

f(⃗p, t_D) = [exp(E/T_D) ± 1]^{−1} . (3.33)

Po oddeÏlenõÂ je energie cÏaÂstic posouvanaÂ do ruda.

E(t) = E(t_D )

R(t_D) T (T )

. E ∼ p (3.34)

Hustota cÏaÂstic je prÏi expanzi klesaÂ jako n ∼ R^{−3}.

Proto se distibucÏnõÂ funkce f(⃗p) = d^3n/d^3p v cÏase t zmeÏnõÂ pouze tak, zÏe dojde ke zmeÏneÏ teplty na T (f) = T_D^{RD}_{R(t)} :

f(⃗p, t) = f(⃗p R R_D

, t_D) = � exp � ER R_D T_D � ± 1 �_{−1} = � exp � E T � ± 1 �_{−1} . (3.35) Pro dekuplovaneÂ cÏaÂstice (m ≫ T_D) prÏi dekuplaci z lokaÂlnõÂ termodynamickeÂ rovnovaÂhy bude t = t_D , T = T_D , R = R_D. Hybnost kazÏdeÂ cÏaÂstice se bude meÏnit jako ⃗|p(t)| = | ⃗p_D||R_D|R. KinetickaÂ energie se ovsÏem meÏnõÂ jako

E_k (t) = E_k(t_D)

R^2_D R^2

. (3.36)

Hustota cÏaÂstic n ∼ R^{−3}. TakoveÂ dekuplovaneÂ cÏaÂstice tedy majõÂ staÂle rovnovaÂzÏneÂ rozdeÏlenõÂ hybnostõÂ charakteristickeÂ teplotou

T = T_D � R_D R �_2 ∝ R^{−2} (3.37)

ChemickyÂ potenciaÂl musõÂ byÂt zaÂvislyÂ na cÏase (aby n ∼ R^{−3})

μ(t) = m + (μ_? − m)

T (t) ? (3.38)

VesmõÂrneÂ udaÂlosti v tepelneÂ historiõÂ vesmõÂru

Vzhledem k tomu, zÏe FriedmanoveÂ moddely vesmõÂru nemajõÂ cÏasovyÂ KilliguÊv vektor, nemeÏl by jimi popisovanyÂ VesmõÂr byÂt ze striktneÏ matematickeÂho hlediska v termodynamickeÂ rovnovaÂze. Ve skutecÏnosti ovsÏem VesmõÂr byl poveÏtsÏinu sveÂ historie v podstateÏ ve stavu termodynamickeÂ rovnovaÂhy. Odchylky od nõÂ ovsÏem hraÂly v historiõÂ VesmõÂru klõÂcÏovou roli. Kdyby tomj tak nebylo, byl by jeho soucÏasnyÂ stav daÂn systeÂmem o teploteÏ 2.75 K. (Stav termodynamickeÂ rovnovaÂhy se ovsÏem s expanzõÂ VesmõÂru meÏnõÂ - meÏnõÂ se teplota vesmõÂru.)

Pro teplotnõÂ historiõÂ VesmõÂru maÂ klõÂcÏovyÂ vyÂznam vztah mezi rychlostõÂ interakcõÂ cÏaÂstic a rychlostõÂ expanze VesmõÂru. MeÏnili se teplota jako T ∼ R^{−1}, pak rychlost zmeÏny teploty souvisõÂ s rychlostõÂ expanze jako Ṫ /T = −H. Pokud jsou interakce cÏaÂstic dostatecÏneÏ rychleÂ na to, aby distribucÏnõÂ funkci vylad’ovaly v souladu s meÏnõÂcõÂ se teplotou, tj. dostatecÏneÏ rychlejsÏõÂ nezÏ rychlost expanze, pak se bude VesmõÂr vyvõÂjet tak, zÏe bude postupneÏ prochaÂzet prÏiblizÏneÏ stavy tepelneÂ rovnovaÂhy s teplotou T ∼ R^{−1}.

Rychlost reakce je daÂna vztahem Γ ≡ nσ|v|, kde Γ je rychlost interakcõÂ na cÏaÂstici, n je hustota interagujõÂcõÂch cÏaÂstic, |v| je zpruÊmeÏrovanaÂ rychlost interagujõÂcõÂch cÏaÂstic a σ je uÂcÏinnyÂ pruÊrÏez interakcõÂ. TermodynamickeÂ rovnovaÂhybude dosazÏeno, pokud je Γ ∼ H (3.39)

KorektnõÂ zpuÊsob zõÂskaÂnõÂ vyvoje distribucÏnõÂ funkce cÏaÂstic je intagrace Boltzmanovy rovnice Zde pro jednoduchost budeme vychaÂzet z kriteÂria Γ > H(Γ < H) pro zjisÏteÏnõÂ, zda danyÂ typ cÏaÂstic je vaÂzaÂn (nevaÂzaÂn) na tepleneÂ plazma vyplnÏujõÂcõÂ VesmõÂr.

Demonstrujeme oddeÏlenõÂ neÏjakeÂho druhu cÏaÂstic od tepelneÂ plazmy v expandujõÂcõÂm VesmõÂru na prÏõÂkladu dvou interakcõÂ:

1. interakcõÂ zprostrÏedkovanyÂch nehmotnyÂmi bozony (jako p)

2. interakcõÂ zprostrÏedkovanyÂch hmotnyÂmi bozony (jako W^± , Z^0 po narusÏenõÂ elektroslabeÂ symetrie na T ∼ 300 GeV).

V prvnõÂm prÏõÂpadeÏ je pro 2 ↔ 2 rozptyl ultrarelativistickyÂch cÏaÂstic s vyÂraznyÂm prÏenosem hybnosti σ ∼ α^2/T^2, prÏicÏmezÏ intenzita kalibracÏnõÂ vyzby g = √ 4πα. Ve druheÂm prÏõÂpadeÏ je pro T ∼ m_x , σ ∼ G^2_xT^2, kde m_x je hmotnost bozonu a G_x ∼ α/m^2_x. Pro T ≫ m_x je σ ∼ α^2/T^2 jako pro nehmotneÂ bozony.

Jsou-li interakce zprostrÏedkovaÂny nehmotnyÂmi bozony, je Γ ∼ nσ|v| ∼ α^2T . BeÏhem zaÂrÏenõÂ dominovaneÂ epochy je H ∼ T^2/m_{pl}, takzÏe Γ/H ∼ α^2m_{pl}/T . Proto pro T < α^2m_{pl} ∼ 10^{16} GeV jsou takoveÂ reakce dostatecÏneÏ rychleÂ, zatõÂmco pro T ∼ α^2m_{pl} ∼ 10^{16} GeV tyto interakce źzamrznouł.

Jsou-li zprostrÏedkovaÂny masivnõÂmi bozony, pak je Γ ∼ nσ|v| ∼ G^2_xT^5 a Γ/H ∼ G^2_xm_{pl}T^3. Pro m_x ∼ T ∼ G^{−2/3}_x m^{−1/3}_{pl} ∼ (m_x/100GeV)^{4/3} MeV jsou interakce efektivneÏ źzamrzleÂł.

ZduÊrazneÏme, zÏe pro T ∼ α^2m_{pl} ∼ 10^{16} GeV jsou vsÏechny perturbaővnõÂ interakce neuÂcÏinneÂ (źzamrzleÂł) pro nastavennõÂ nebo udrzÏenõÂ termodynamickeÂ rovnovaÂhy.

V pruÊbeÏhu historie vesmõÂru by meÏlo dochaÂzet k neÏkolika spontaÂnnõÂm narusÏennõÂm symetrie, tj. faÂzovyÂm prÏechoduÊm. MeÏlo by jõÂt o granduniőkacÏnõÂ faÂzovyÂ prÏechod mezi teplotami 10^{16} ÷ 10^{14} GeV a elektroslabyÂ faÂzovyÂ prÏechod prÏi teploteÏ kolem 300 GeV. PrÏi teÏchto faÂzovyÂch prÏechodech neÏktereÂ klaibracÏnõÂ bozony nebo i jineÂ cÏaÂstice zõÂskavajõÂ hmotnost prostrÏednictvõÂm tzv. Higgsova mechanismu za rozrusÏenõÂ symetrie. Po faÂzoveÂm prÏechodu budou interakce, zprostrÏedkovaneÂ X bozony se zõÂskanou hmotnostõÂ, charakterizovaÂny intenzitou G_x. CÏaÂstice jezÏ interagujõÂ pouze tõÂmto zpuÊsobem se oddeÏlõÂ od tepelneÂho plazmatu prÏi teploteÏ T ∼ G^{−2/3}_x m^{−1/3}_{pl} .

Mezi teplotami 300 MeV ÷ 100 MeV dochaÂzõÂ k faÂzoveÂmu prÏechodu s barevnyÂm uveÏzneÏnõÂm; po neÏm jsou silneÏ interagujõÂcõÂ hadrony, tj. trojice kvarkuÊ trÏõÂ ruÊznyÂch barev (baryony) a dvojice kvarkuÊ a antikvarkuÊ (mezony).

SpeciaÂlnõÂ pozornost budeme veÏnovat pozdeÏji obdobõÂ jaderneÂ synteÂzy, jezÏ probeÏhlo mezi teplotami 10 MeV ÷ 0.1 MeV. PrvotnõÂ jadernaÂ synteÂza je totizÏ nejraneÏjsÏõÂm testem standartnõÂ kosmologie.

NynõÂ se jesÏteÏ strucÏneÏ zdrzÏõÂme u dalsÏõÂch vyÂznamnyÂch udaÂlostõÂ raneÂho vesmõÂru.

OddeÏleÏnõÂ neutrin

Neurtina jsou ve velmi ranneÂm vesmõÂru udrzÏovaÂna v termodynamickeÂ rovnovaÂze reakcemi ν̄ν ↔ e^+e^− , νe ↔ νe, apod. UÂ cÏõÂnnyÂ pruÊrÏez teÏchto slabyÂch interakcõÂ je σ ≃ G^2_F T^2, kde G_F ≃ 1.1664 × 10^{−5} GeV^{−2} je Fermiho konstanta. Hustota neutrin n ≃ T^3, takzÏe pro rychlost interakcõÂ (na neutrina) je Γ_ν = nσ|v| ≃ G^2_F T^5 . (3.40) DaÂle je Γ_ν H ≃ G^2_F T^5 T^2/m_{pl} ≃ � T 1MeV

�_3 . (3.41)

PrÏi teplotaÂch T ∼ 1 MeV je Γ_ν > H a neutrina jsou v dostatecÏneÂm tepelneÂm kontaktu s plazmatem. Pro T < 1 MeV jsou interakce neutrin prÏõÂlisÏ slabeÂ, aby je udrzÏely v rovnovaÂze s plazmatem: lehkaÂ neutrina se tedy oddeÏlujõÂ od plazmatu. Pak uzÏ jejich teplota klesaÂ jako R^{−1}. KraÂtce po oddeÏlenõÂ neutrin teplota poklesne pod T ∼ m_e, takzÏe se entropie paÂruÊ e^± prÏetransformuje na fotony, ale nikoliv na oddeÏlenaÂ neutrina. PrÏi T ∼ m_e jsou termodynamickeÂ rovnovaÂze fotony (g = 2) a e^± paÂry (g = 4), takzÏe g_∗(T > m_e) = 11/2. Pro T ≪ m_e jsou v rovnovaÂze jen fotony, takzÏe g_∗(T ≪ m_e) = 2. JelikozÏ je S = g_∗(RT )^3 konstantnõÂ beÏhem expanze bude na T > m_e platit T_p = T_ν , zatõÂmco na T ≪ m_e musõÂ byÂt

T_p T_ν = � 11 4 �_{1/3} = 1.40 (3.42)

(ProtozÏe platõÂ 11/2(RT )^3 = 2(RT )^3_{T <me} , takzÏe RT_{(T <me)} = (11/4)^{1/3}(RT )_{(T >me)}). DnesÏnõÂ teplota neutrin je tedy T_ν = 1.96 K. ZduÊrazneÏmeÏ, zÏe pokles g_∗ nevede k ruÊstu T , nyÂbrzÏ pouze k pomalejsÏõÂmu poklesu T , nezÏ dle zaÂkona R^{−1}.

PrÏedoklaÂdame-li 3 druhy neutrin dostaÂvaÂme pro dnesÏnõÂ hodnoty efektivnõÂch stupnÏuÊ volnosti

g_∗(t_0) = 2 + 7 8 × 2 × 3 × � 4 11 �_{4/3} = 3.36 , (3.43)

g_∗(t_0) = 2 + 7 8 × 2 × 3 × 4 11 = 3.91 . (3.44)

JelikozÏ je T_p ≠ T_ν , je takeÂ g_∗ ≠ g_{∗S} . JelikozÏ jsou fotony a neutrina oddeÏleny, jejich entropie se zachovaÂvajõÂ. Pro dnesÏnõÂ hodnoty hustoty energie a entropie pak dostaÂvaÂme prÏi T_{p0} = 2.75 K

ρ_R = π^2 30 g_∗ T^4 = 8.09 × 10^{−34} g cm^{−3} ,

Ω_Rh^2 = h 31 × 10^{−5} , S = 2π^2 45 g_{∗S} T^3 = 2970 cm^{−3} ,

n_p =

2ξ(3) π^2

T^3 = 422 cm^{−3} . (3.45)

PodobneÏ lze uvazÏovat oddeÏleÏnõÂ gravitonuÊ. Pro neÏ je Γ_{gr} = nσ|v| ≃ G^2 T^5 ∼ T^5/m^4_p (polozÏõÂme-li G_x = G_N , α_G ∼ 1). PlatõÂ, zÏe Γ_{gr} < H ≃ T^2/m_{pl} pro T >_{pl}. V PlanckoveÏ cÏase t_{pl} ∼ 10^{−43} s je dle standartnõÂho modelu elementaÂrnõÂch cÏaÂstic g_∗ = 106.75. Je ovsÏem pravdeÏpodobneÂ (dle uniőkacÏnõÂch teoriõÂ), zÏe pro T ∼ m_{pl} je stupnÏuÊ volnosti mnohem võÂce. PrÏinejmensÏõÂm lze tedy tvrdit, zÏe na T < m_{pl} se gravitony oddeÏlily a dnes by meÏly mõÂt teplotu alesponÏ (3.91/106.75)^{1/3}T ≃ 0.91K a hustotu ∼ 15 cm^{−3}.

Rovnost hustoty laÂtky a zaÂrÏenõÂ

VezmeÏmeÏ celkovou hustotu energie a laÂtky (tj. nerelativistickyÂch cÏaÂstic: baryonuÊ, apod.) s dnesÏnõÂ hodnotou ρ_L = 1.88 × 10^{−29}Ω_0h^2g cm^{−3}. PomeÏr hustot energie zaÂrÏenõÂ a laÂtky je ρ_R/ρ_L ∝ R_0/R = 1 + Z.

Vezmeme-li ρ_R z relacõÂ (3.45), pak pro okamzÏik rovnosti hustot energie laÂtky a zaÂrÏenõÂ dostaÂvaÂme

1 + Z_{eg} ≡ R_0/R_{eg} = 2.32 × 10^4Ω_0 h^2 , T_{eg} = T_0(1 + Z_{eg} )5.5 Ω_0 h^2 eV ,

t_{eg} ≃ 2 3 H^{−1}_0 Ω^{−1/2}_0 (1 + Z_{eg} )^{−3/2} ,

= 1.4 × 10^3(Ω_0h^2)^{−2}let . (3.46)

Vezmeme-li v uÂvahu prÏesnyÂ vztah pro evoluci sÏkaÂloveÂho faktoru v obdobõÂ ρ_L ∼ ρ_R (prÏi zanedbaÂnõÂ krÏivostnõÂho cÏlenu k/R^2),

t t_{eg} = � R R_{eg} −2

� �_R

R_{eg} +1

�_{1/2} + 2 �

(2 − √ 2) , pak bude

t_{eg} = 0.39 H^{−1}_0 Ω^{−1/2}_0 (1 + Z_{eg} )^{−3/2} .

OddeÏlenõÂ fotonuÊ - rekombinace

LaÂtka a zaÂrÏenõÂ byly v raneÂm VesmõÂru v tepelneÂ rovnovaÂze dõÂky efektivnõÂm interakcõÂm mezi fotony a elektron. Nakonec vsÏak hustota volnyÂch elektronuÊ natolik klesla, zÏe dosÏlo k oddeÏlenõÂ fotonuÊ od laÂtky. Pro okamzÏik tohoto oddeÏlenõÂ platõÂ Γ_p ≃ H, resp. λ_p ≃ Γ^{−1}_p = H^{−1}, strÏednõÂ volnaÂ draÂha fotonuÊ λ_p se staÂvaÂ veÏtsÏõÂ nezÏ Hubblova vzdaÂlenost H^{−1}.

Rychlost interakcõÂ fotonuÊ

Γ_p = n_eσ_T , (3.47)

kde n_e je hustota volnyÂch elektronuÊ a σ_T = 6.65 × 10^{−25} cm^{−2} je ThomsonuÊv uÂcÏinnyÂ pruÊrÏez. RovnovaÂzÏnyÂ stav volnyÂch elektronuÊ je daÂn Sahovou rovnicõÂ, jizÏ si nynõÂ odvodõÂme.

OznacÏme hustoty volnyÂch elektronuÊ, protonuÊ a vodõÂku jako n_e , n_p , n_H . (Zanedbejme jedno jaÂdro 4He na 10 protonuÊ a prÏedpoklaÂdejme, zÏe vsÏechny jsou ve formeÏ protonuÊ.) Z naÂbojoveÂ neutrality plyne n_e = n_p a ze zaÂkona zachovaÂnõÂ baryonoveÂho cÏõÂsla plyne n_B = n_p + n_H .

V termodynamickeÂ rovnovaÂze je prÏi teplotaÂch mensÏõÂch nezÏ m_i

n_i = g_i � m_iT 2π �_{3/2} exp � μ_i − m_i T � , (3.48)

kde i = (e, p, H). V chemickeÂ rovnovaÂze proces p + e → H + p zajisÏt’uje, zÏe je μ_p + μ_e = μ_H . Faktor μ_H v n_H vyjaÂdrÏõÂme pomocõÂ μ_e a μ_p a ten lze vyjaÂdrÏit pomocõÂ n_p a n_e:

n_H = g_H g_p g_e n_p n_e � m_eT 2π �_{−3/2} exp( B T ) , (3.49)

kde B je vazbovaÂ energie vodõÂku, tj. B ≡ m_p + m_e − m_H = 13.6 eV. V prexponenciaÂlnõÂm faktoru jsme polozÏili m_H = m_p. StupenÏ ionizace lze vyjaÂdrÏit pomeÏrem

X_e ≡ n_p n_B

. (3.50)

Vezmeme-li g_p = g_e = 2 , g_H = 4 a n_B = η · n_p, pak z rovnice (3.49) Sahova rovnice pro parametr ionizace v rovnovaÂzÏneÂm stavu X^{eg}_e :

1 − X^{eg}_e (X^{eg}_e )^2 = 4 √ 2 ξ(3) √ π η � T m_e

�_{3/2} exp � B T � . (3.51)

PomeÏr pocÏtu baryonuÊ a fotonuÊ η = (Ω_B h^2)2.68 × 10^{−8}; pro teplotu platõÂ T = (1 + z)2.75 K. Sahovou rovnici pak lze rÏesÏit pro ruÊzneÂ hodnoty Ω_B h^2. Lze tak naleÂzt zaÂvislosti X^{eg}_e (1 + z). Deőnujeme rekombinaci jako okamzÏik, kdy X^{eg}_e = 0.1, tj.90% elektronuÊ je uveÏzneÏno v atomech H. Pak lze rÏõÂci, zÏe k rekombinaci dosÏlo pro (1 + z) v intervalu 1200 (Ω_B h^2 = 0.01) azÏ 1400 (Ω_B h^2 = 0.1). Ve vsÏech prÏõÂpadech hodnot Ω_B h^2 je X^{eg}_e → 0 pro 1 + z → 1000. Vezmeme-li 1 + z = 1300, pak

T_{rek} = T_0(1 + z_{rek}) = 3575K = 0.308eV (3.52)

PrÏedpoklaÂdame-li, zÏe v dobeÏ rekombinace byl VesmõÂr dominovaÂn laÂtkou, veÏk VesmõÂru byl tehdy

t_{rek} = 2 3 H^{−1}_0 (1 + z_{rek})^{−3/2}

= 4.39 × 10^{12}(Ω_0) h^2)^{1/2} s . (3.53)

VsÏimneme si, zÏe k rekombinaci dojde prÏi teploteÏ ∼ 0.3 eV, nikoliv T ∼ B ∼ 13.6 eV. To je zpuÊsobeno malou hodnotou faktoru prÏed exp(B/T ) v (3.51), tj. velkaÂ entropie (η ≪ 1) a (T/m_e)^{3/2} zpuÊsobõÂ, zÏe T_{rek} je mnohem mensÏõÂ nezÏ vazbovaÂ energie vodõÂku.

RovnovaÂzÏnaÂ ionozace je pouzÏitelnaÂ tehdy, kdyzÏ je nastavenaÂ rovnovaÂha, tj. rychlost reakcõÂ e + p ↔ H + p je veÏtsÏõÂ nezÏ rychlost expanze. PodrobneÂ vyÂpocÏty vychaÂzejõÂ z Boltzmanovy rovnice ukazujõÂ, zÏe rovnovaÂzÏnaÂ ionizace je nastavena na (1 + z) > 1100, a zÏe reziduaÂlnõÂ ionizace prÏi (1 + z) ∼ 1100 je

X_∞ ≈ 3 × 10^{−5}

Ω_0 Ω_B h

. (3.54)

Za prÏedpokladu rovnovaÂzÏneÂ ionizace a skutecÏnosti, zÏe hustota volnyÂch elektronuÊ n_e = X_en_B = X_eηn_p, takzÏe n_e ≃ X_e(Ω_B h^2)(1 + z)^3 1.13 × 10^{−5}cm^{−3}, muÊzÏeme urcÏit strÏednõÂ volnou draÂhu fotonuÊ z (3.47) a srovnat ji s veÏkem VesmõÂru t = (2/3)(1 + z)^{−3/2}H^{−1}_0 Ω^{−1/2}_0 . VeÏk VesmõÂru zaÂvisõÂ na Ω_0, zatõÂmco λ_p zaÂvisõÂ na Ω_B . K oddeÏlenõÂ fotonuÊ dojde, kdyzÏ je λ_p ∼ Γ^{−1}_p ≃ t ∼ H^{−1}.

Deshift (1 + z_{ret}) prÏi oddeÏlenõÂ zaÂvisõÂ na Ω_0 a Ω_B a je neÏkde mezi 1100 a 1200. Je-li (1 + z − ret) ∼ 1100, pak

T_{od} = T_0(1 + z_{od}) = 3030 K = 0.26 eV . (3.55)

Byl-li tehdy VesmõÂr dominovaÂn laÂtkou, pak veÏk VesmõÂru v okamzÏiku oddeÏlenõÂ fotonuÊ byl

t_{od} = 2 3 H^{−1}_0 Ω^{−1/2}_0 (1 + z_{od})^{−3/2} ,

= 5.64 × 10^{12}(Ω_0h^2)^{−1/2} s . (3.56)

ShrnÏme tedy udaÂlosti, jezÏ se odehraÂly prÏi oddeÏlenõÂ fotonuÊ. Z rozboru rekombinace a oddeÏlenõÂ plyne, zÏe pro zaÂvislost prÏõÂslusÏnyÂch redshiftuÊ lze psaÂt

1 + z_{od} ≃ 1100 � Ω_0 Ω_B

�_{0.018} ≃ 1100 ÷ 1200

1 + z_{rek} ≃ 1380(Ω_Bh^2)^{0.023} ≃ 1240 ÷ 1380 (3.57)

Z prÏesneÂ źBoltzmanovył teorie plyne źzamrznutõÂł residuaÂlnõÂ ionizace

1 + z_{zam} ≃

1180 1 + 0.021 ln(Ω_0/Ω_B )

≃ 1080 ÷ 1180 .

(3.58) PrÏedpoklaÂdali jsme, zÏe Ω_B h^2 = 0.01 ÷ 1 a Ω_0/Ω_B = 1 ÷ 100.

VeÏtsÏinou je mozÏno pro prÏiblizÏneÂ kosmologickeÂ aplikace prÏedpoklaÂdat, zÏe vesÏkeryÂ proces reprezentujeme oddeÏlenõÂm fotonuÊ prÏi 1 + z_{od} ≡ 1100 a T_{od} = 0.26 eV.

BaryonoveÂ cÏõÂslo VesmõÂru

Hustota baryonuÊ je n_B ≡ n_b − n¯_b; n_b(n¯_b) urcÏuje hustotu baryonuÊ (antibaryonuÊ). PozorovaÂnõÂ ukazujõÂ, zÏe ve VesmõÂru je zanedbatelneÂ mnozÏstvõÂ antibaryonuÊ, a zÏe baryonuÊ jsou obsazÏeny v nukleonech, tj.

n_B = n_N = 1.13 × 10^{−5}(Ω_B h^2)cm^{−3} . (3.59)

Z prÏedhozõÂch diskusõÂ võÂme, zÏe n_B /S odpovõÂdaÂ cÏisteÂmu baryonoveÂmu cÏõÂslu v souputujõÂcõÂm objemu, a zÏe toto cÏõÂslo se zachovaÂvaÂ, pokud neprobõÂhajõÂreakce meÏnõÂcõÂ pocÏet baryonuÊ. Deőnujeme tedy baryonoveÂ cÏõÂslo VesmõÂru: B ≡ n_B S = 3.81 × 10^{−9}(Ω_B h^2) . (3.60)

JelikozÏ od epochy anihilace paÂru e^± platõÂ reakce S ≃ 7.04 n_p, muÊzÏeme psaÂt

η ≃ 7B ≃ 2.68 × 10^{−8}(Ω_B h^2) . (3.61)

Poznamenejme, zÏe primordiaÂlnõÂ jadernaÂ synteÂza daÂvaÂ omezenõÂ η = (4 − 7) × 10^{−10}, takzÏe B ≃ (6 − 10) × 10^{−11}. VelicÏina 1/B = S/n_B ≃ (1 − 2) × 10^{10} odpovõÂdaÂ entropiõÂ na baryon. ZÏ ijeme tedy ve VesmõÂru s vysokou entropiõÂ.

VyÂplnÏ kauzaÂlnõÂho horizontu

UrcÏeme entropii a pocÏet baryonuÊ obsazÏenyÂch uvnitrÏ kauzaÂlnõÂho horizontu.

EÂra dominance zaÂrÏenõÂ: d_H (t) = 2t , s = 2π^2g_∗T^3/45; proto

S_{Hor} = 4π 3 t^3 s = 0.050 g^{−1/2}_∗

� m_{pl} T �_3 , (N_B )_{Hor} = BS_{Hor} = 1.9 × 10^{−10}(Ω_B h^2) g^{−1/2}_∗

�m_{pl} T �_3 , (H_{Hor} ) = 0.29 M^J(Ω_B h^2) g^{−1/2}_∗ � MeV T �_3 . (3.62)

EÂra dominance laÂtky: d_H (t) = 3t , s = s_0(1 + z)^3 = 2970(1 + z)^3cm^{−3}; proto

S_{Hor} = 4π 3 t^3 s = 2.9 × 10^{87} (Ω_0 h^2)^{−3/2}(1 + z)^{−3/2} ,

(N_B )_{Hor} = BS_{Hor} = 1.1 × 10^{79}(Ω_B /Ω^{3/2}_0 h)(1 + z)^{−3/2} ,

(H_{Hor} ) = 9.94 × 10^{21} M^J(Ω_B /Ω^{3/2}_0 (1 + z)^{−3/2} . (3.63)

VidõÂme, zÏe dnes je uvnitrÏ horizontu entropie ∼ 10^{88} a bayronoveÂ cÏõÂslo ∼ 10^{79}, zatõÂmco ve velmi ranneÂm VesmõÂru obsahoval horizont pouze entropiõÂ∼ (m_{pl}/T )^3 a baryonoveÂ cÏõÂslo ∼ 10^{−10}(m_{pl}/T )^3.

Velikost vesmõÂru

Jak velkyÂ je naÂsÏ VesmõÂr? RozumnaÂ odpoveÏd’na takovou otaÂzku zaÂvisõÂ na tom, co mõÂnõÂme pojmem źnaÂsÏ VesmõÂrł. V prÏõÂpadeÏ uzavrÏeneÂho vesmõÂru ()k = +1 lze prosteÏ rÏõÂci, zÏe v daneÂm cÏase t je velikost vesmõÂru danaÂ velikostõÂ expanznõÂho faktoru R(t) = |Ω(t) − 1|^{−1/2}H^{−1}(t) . (3.64)

Pro otevrÏeneÂ vesmõÂry (k = 0, −1) vsÏak tato odpoveÏd’nemaÂ smyslź jelikozÏ tyto vesmõÂry jsou nekonecÏneÂ v prostoru. VatkoveÂm prÏõÂpadeÏ maÂ ovsÏem smysl jinyÂ prÏõÂstup: urcÏit, jak velkyÂ byl v minulosti dnes pozorovatelnyÂ vesmõÂr! Veikost pozorovatelneÂho vesmõÂru je daÂna dnesÏnõÂ velikostõÂ kauzaÂlnõÂho horizontu. UvazÏujme pro jednoduchost limitnõÂ FriedmanuÊv model s k = 0. Pak d_H = 3t_0 = 2H^{−1}_0 a rozmeÏr dnes pozorovatelneÂho VesmõÂru je

D_0(t_0) = 4H^{−1}_0 . (3.65)

V drÏõÂveÏjsÏõÂch dobaÂch byla velikost tohoto pozorovatelneÂho VesmõÂru daÂna vztahem

D_0(t) =

R(t) T_0

D_0(t_0) =

R(t) R_0

4H^{−1}_0 . (3.66)

Z D_0(t) źvyrostlł dnes pozorovanyÂ VesmõÂr;D_0(t) nenõÂ pozorovatelnyÂch VesmõÂrem v cÏase t.

Pokud nedosÏlo k vyÂrazneÂ produkci entropie mezi t a t_0, pak ze zachovaÂnõÂ entropie plyne: g_{∗S}(t_0)R^3_0T_0(t)^3 = g_{∗S} (t)R^3T^3. JelikozÏ je dnes g_{∗S} (t_0) = 3.91, muÊzÏeme psaÂt

D_0(t) = 4 � 3.91 g_{∗S}

�_{1/3}

t_0 T (t)

H^{−1}_0 . (3.67)

NynõÂ muÊzÏeme urcÏit velikost nasÏeho VesmõÂru na źpocÏaÂtkuł, v PlanckoveÏ cÏase t_{pl} = m^{−1}_{pl} . PrÏedpoklaÂdaÂme-li zaÂrÏenõÂm dominovanyÂ vesmõÂr v t = t_{pl}, pak platõÂ

t_{pl} = 0.301g^{1/2}_∗ m_{pl} T^2_{pl} , T_{pl} = 0.55g^{1/4}_∗ m_{pl} . (3.68)

(V takoveÂm prÏõÂpadeÏ dõÂky zahrnutõÂ vlivu vnitrÏnõÂch stupnÏuÊ volnosti cÏaÂatic nenõÂ T_{pl} = m_{pl} = E_{pl}.)

DosadõÂme-li nynõÂ do (3.67), dostaÂvaÂme

D_0(t_{pl}) =

11.5 g^{1/12}_{∗S}

T_0 m_{pl}

= H^{−1}_0 = 1.4 × 10^{−3} cm .

(3.69) PrÏedpoklaÂdaÂli jsme g_{∗S} (t_{pl}) = 106.75, jak plyne z pocÏtu stupnÏuÊ volnosti ve standartnõÂm modelu elementaÂrnõÂch cÏaÂstic:SU(3)_<? � SU(2)_? � U(1)_?. Pro h = 0.7 tedy dostaÂvaÂme D_0(t_{pl}) = 2 × 10^{−2} mm.

3.2 PRVOTNIÂ JADERNAÂ SYN- TEÂ ZA

Po vzniku baryonuÊ uveÏzneÏnõÂm kvarkuÊ prÏi teplotaÂch 100 - 300 MeV dosÏlo k velice vyÂznamneÂ udaÂlosti, prvotnõÂ synteÂze lehkyÂch jader mezi t ≃ 10^{−2} ÷ 10^2 s, kdy teplota klesla z T ∼ 10 MeV na o,1 MeV. Tato udaÂlost je vyznaÂmna tõÂm, zÏe promeÏrÏovaÂnõÂ vyÂsledkuÊ teÂto udaÂlosti, tj. zjisÏt’ovaÂnõÂ zastopenõÂ lehkyÂch jader, je nejraneÏjsÏõÂm testem pravdivosti standartnõÂho kosmologickeÂho modelu.

JadernaÂ statistickaÂ rovnovaÂha

PrimordiaÂlnõÂ? jadernou synteÂzou budeme poa?ovat za d?sledek jaderneÂ statistickeÂ rovnovaÂhy (JSR) mez lehkyÂmi jaÂdry. Budeme p?edpoklaÂdat, ?e v?echna jaÂdra jsou nerelativistivkaÂ. Pak v kinetickeÂ rovnovaÂze je pro jaÂdro A(Z) s hmotnyÂm ?õÂslem A a naÂbojem Z danaÂ hustota vyÂskytu vztahem

η_A = g_A � m_AT 2π �_{3/2} exp � μ_A − m_A T � , (3.70)

kde μ_A je je chemickyÂ potenciaÂl a m_A je klidovaÂ hmotnost (energie). Je-li rychlost reakcõÂ tvo?õÂcõÂch jaÂdro A ze Z proton? a A-Z neutron? v?t?õÂ ne? rychlost expanze vesmõÂru, budeme mõÂt chemickou rovnovaÂhu. Pak pro p?õÂslu?neÂ chemickeÂ poteniaÂly μ_A, μ_p, μ_n platõÂ

μ_A = Zμ_p + (A − Z)μ_n (3.71)

Rovnice (3.70) platõÂ i pro protony a neutrony, tak?e za chemickeÂ rovnovaÂhy m??eme exp(μ_A/T ) vyjaÂd?it pomocõÂ hustoty proton? a neutron?: ODSAZENIÂ DO LEVA!!!!!!!!!!!

exp(μ_A/T ) = exp {[Zμ_p + (A − Z)μ_n]/T }

= n^Z_p n^{A−Z}_n � 2π m_nT

�_{3A/2}

2^{−A}exp {[Zm_p + (A − Z)m_n]/T } ,

(3.72)

kde jsme zanedbali rozdõÂly mezi m_n, m_p, m_A/A ve v?ech p?edexponenciaÂlnõÂch faktorech a pou?ili hmotnost nukleonu m_N .

Zavedeme-li vazbovou energii jaÂdra A(Z)

B_A ≡ Zm_p + (A − Z)m_n − m_A , (3.73)

po dosazenõÂ (3.72) do (3.70) dostaÂvaÂme

n_A = g_AA^{3/2}2^{−2} � 2π m_N T

� 3_{2 (A−1)} (3.74)

Uve?me nynõÂ p?ehled vazbovyÂch energiõÂ n?kteryÂch lehkyÂch jader:

A(Z) B_A g_A 2H 2.22 MeV 3 3H 6.92 MeV 2 3He 7.72 MeV 2 4He 28.3 MeV 1 12C 92.2 MeV 1

Hustoty po?tu jader v expad-

nujõÂcõÂm VesmõÂru klesajõÂ jako R^{−3} (p?i konstantnõÂm po?tu v souputujõÂcõÂm objemu), je u?ite?neÂ pou?õÂt celkovou hustotu po?tu nukleon? n_N = n_p + n_n + � i(An_A)_i jako zaÂkladnõÂ veli?inu a uva?ovat hmotnostnõÂ p?õÂsp?vek jader A(Z) v podob? X_A ≡ n_AA n_N ; � i X_i = 1 (3.75)

Potom na jaderneÂ statistickeÂ rovnovaÂze platõÂ:

X_A = g_A[ξ(3)^{A−1}π^{12 (3A−5)}]A^{5/2} � T m_n

� 3_{2 (A−1)} ×η^{A−1}X^Z_p X^{A−Z}_n exp(B_A/T ) , (3.76) kde zavaÂdõÂme parametr η ≡ n_N n_p

= 2.68 × 10^{−8} (Ω_B h^2) , (3.77)

jako soucÏasnyÂ pomeÏr pocÏtu baryonuÊ k pocÏtu fotonuÊ. SkutecÏnost, zÏe vesmõÂr je źhorkyÂł; tj. η ≪ 1 a je velk8 entropie prÏipadajõÂcõÂ na jeden baryon, je klõÂcÏovaÂ pro primordiaÂlnõÂ jeadernou synteÂzu.

PocÏaÂtecÏnõÂ podmõÂnky (T ≫ MeV, t ≪ 1s)

Pro vyÂsledek primordiaÂlnõÂ jaderneÂ synteÂzy je klõÂcÏovyÂ pocÏaÂtecÏnõÂ pomeÏr n_n/n_p, nebot’ v podstateÏ vsÏechny neutrony zuÊstanou uveÏzneÏny v 4He. RovnovaÂha mezi neutrony a protony je zajisÏt’ovanaÂ slabyÂmi interakcemi (ν ≡ ν_e):

n ↔ p + e^− + ν , ν + n ↔ p + e^− , e^+ + n ↔ p + ν̄ (3.78)

Jsou-li rychlosti techto interakcõÂ veÏtsÏõÂ nezÏ rychlost expanze vesmõÂru, nastaÂvaÂ chemickaÂ rovnovaÂha, kdy

μ_n + μ_ν = μ_p + μ_e , (3.79)

takzÏe v chemickeÂ rovnovaÂze platõÂ n p ≡ n_n n_p = X_n X_p

= exp[− Q T + (μ_e − μ_ν ) T ] , (3.80)

kde Q ≡ m_n − m_p = 1.293MeV . Z naÂbojoveÂ neutrality VesmõÂru pak plyne viz(...) μ_e T ∼ n_e n_p = n_p n_γ

∼ η ∼ 10^{−10}.

Pro pomeÏr μ_ν /T nelze zcela jasneÏ proveÂst obdobneÂ odhady, nebot’ reliktnõÂ neutrinoveÂ pozadõÂ dosud nebylo detekovaÂno, takzÏe neumõÂme naleÂzt odhad pocÏtu zÏaÂdneÂho typu (e, μ, ν̄) neutrin.

Budeme prÏedpoklaÂdat, zÏe podobneÏ jako pro baryony bude leptonoveÂ cÏõÂslo maleÂ, tj. |μ_ν|/T ≪ 1. Za tohoto prÏedpokladu je rovnovaÂzÏnyÂ pomeÏr neutronuÊ a protonuÊ daÂn vztahem � n p � eg = exp(−Q/T ) . (3.81)

Tento pomeÏr je na obr. znaÂzorneÏn jak pro skutecÏnou, tak i pro rovnovaÂzÏnou situaci;

SEM PATRÏ IÂ OBRAÂ ZEK!!!!!!!!!!!!!

UvazÏujme nynõÂ rychlosti interakcõÂ prÏemeÏnÏujõÂcõÂch neutrony na protony.

Vztahujeme-li tyto pocÏty interakcõÂ na 1 nukleon a jednotku cÏasu, musõÂme interagovat 2 mocninu maticoveÂho elementu daneÂho procesu vaÂzaneÂho hustotami cÏaÂstic ve faÂzoveÂm prostoru (cÏaÂstit jinyÂch nezÏ iniciaÂlnõÂ nukleon). PrÏipojit musõÂme zachovaÂnõÂ 4-hybnosti. pak naprÏ. rychlost procesuÊ pe → νn je daÂn vztahem

Γ_{pe→νn} = � f_e(E_e)[1−f_ν (E_ν )]|M|^2_{pe→nν} (2π)^{−5}δ^4(p+e−ν−n) d^3p_e 2E_e d^3p_ν 2E_ν d^3p_n 2E_n (3.82) VsÏechny procesy tohoto typu majõÂ spolecÏnyÂ faktor v maticoveÂm elementu pro jadernyÂ β-rozpad neutronu

|M|^2 ∝ G^2_F (1 + 3g^2_A) , (3.83)

kde vazbovyÂ parametr g_A ≃ 1.26 reprezentuje axiaÂlneÏvektorovou vazbu nukleonu. Z teorie elementaÂrnõÂch cÏaÂstic plyne, zÏe tento faktor lze vyjaÂdrÏit pomocõÂ strÏednõÂ doby zÏivota neutronu τ_n, resp. τ_{1/2}(n) = (ln2)τ_n tj. polocÏasu rozpadu, ve tvaru

τ^{−1}_n = Γ_{n→peν} =

G^2_F 2π^3

(1 + 3g^2_A)m^5_eλ_0 , (3.84)

prÏicÏemzÏ

λ_0 ≡

�_q 1 dϵ ϵ(ϵ − q)^2(ϵ^2 − 1)^{1/2} ≃ 1.636 (3.85)

prÏedstavuje numerickyÂ faktor z integraÂlu ve faÂzoveÂm prostoru pro rozpad neutronu.

IntegracÏnõÂ meze v integraÂlech pro rychlosti reakcõÂ jsou daÂny rozdõÂlem hmotnostõÂ neutronu a protonu a hmotnosti elektronu. PouzÏujeme-li bezrozmeÏrneÂ velicÏiny λ = Q/m_e, ϵ = E_e/m_e, z = m_e/T , z_ν = m_e/T_ν , pak je

Γ_{pe→νn} = (τ_nλ_0)^{−1}

�_∞ q dϵ ϵ (ϵ − q)^2(ϵ^2 − 1)^{1/2} [1 + exp(ϵz)][1 + exp((q − ϵ)z_ν )] (3.86) V limiteÏ vysokyÂch a nõÂzkyÂch teplot platõÂ

Γ_{pe→νn} = � � � τ^{−1}_n (t/m_e)^3exp(−Q/T ) . . . . . . T ≫ Q , m_e, 7 60 π(1 + 3g^2_A)G^2_F T^5 ≃ G^2_F T^5 . . . . . . T ≪ Q , m_e (3.87) Pro rychlost expanze VesmõÂru platõÂ

H ≃ 1.66g^{1/2}_∗

T^2 m_pl

≃ 5.5

T^2 m_pl , takzÏe dostaÂvaÂme

Γ/H ∼ � T 0.8MeV

�_3 (3.88) prÏi T ≥ m_e. PrÏi tepuÂlotaÂch veÏtsÏõÂch 0.8 MeV lze tedy ocÏekaÂvat, zÏe m_n/m_p odpovõÂdaÂ rovnovaÂzÏneÂ hodoteÏ, takzÏe pro T ≫ MeV je X_n ≃ X_p. PrÏi T > 1 MeV jsou ovsÏem i rychlosti jadernyÂch reakcõÂ tvorÏõÂcõÂch lehkaÂ jaÂdra vysÏsÏõÂ nezÏ rychlost expanze VesmõÂru, takzÏe se ustavõÂ JSR.

Pro ilustraci uvazÏujme systeÂm lehkyÂch jader a cÏaÂstic: n, p,^2H, 3He, 4He,^12C. V JSR jsou hmotnostnõÂ podõÂly daÂny vztahy

X_n/X_p = exp(−Q/T ) , (3.89)

X_2 = 16.3(T/m_n)^{3/2}ηexp(B_2/T )X_nX_p , (3.90) X_3 = 57.4(T/m_n)^3η^2exp(B_3/T )X_nX^2_p , (3.91)

X_4 = 113(T/m_n)^{9/2}η^3exp(B_4/T )X^2_nX^2_p , (3.92)

X_12 = 3.22 × 10^5(T/m_n)^{33/2}η^{11}exp(B_{12}/T )X^6_nX^6_p .

(3.93)

PrÏitom platõÂ

1 = X_n + X_p + X_2 + X_3 + X_4 + X_12 (3.94)

prÏestozÏe cÏõÂnõÂ vazboveÂ energie na nukleonu 1 - 8 MeV, rovnovaÂzÏneÂ mnozÏstvõÂ ruÊznyÂch jader jsou rÏaÂdu jednotky azÏ prÏi teplotaÂch ∼ 0.3 MeV. To je zpuÊsobeno velkou entropiõÂ VesmõÂru, tj. malou hustotou parametru η. AcÏkoliv prÏi teplotaÂch T ∼ MeV jsou jaÂdra favorizovanaÂ z energetickyÂch duÊvoduÊ, entropickeÂ duÊvody favorizujõÂ volneÂ nukleony a entropie VesmõÂru je velice vysokaÂ. HrubyÂ odhad toho, kdy bude existence jaÂdra A termodynamickyÂ vyÂhodnaÂ, dostaneme nalezenõÂm teploty T_A prÏi X_A ∼ 1 (za prÏedpkladu X_n ∼ X_p ∼ 1):

T_A ≃

B_A/(A − 1) ln(η − 1) + 1.5ln(m_n/T )

(3.95)

PlatõÂ, zÏe T2_H ∼ 0.07 MeV, T3_{He} ∼ 0.11 MeV, T4_{He} ∼ 0.28 MeV a T12_H ∼ 0.25 MeV. Ze skutecÏnosti, zÏe se lehkeÂ prvky netvorÏõÂ, pokud nenõÂ T ≪ MeV, je cÏasto VineÏno? deuterium se svou nõÂzkou vazebnou energi - źmyÂtickeÂ hrdlo deutrioveÂ laÂhveł.

Ve skutecÏnosti JSR mnozÏstvõÂ 4He a^{12} C (tj. jader s velkou vazbovou energiõÂ) jsou malaÂ, pokud nenõÂ T < 0.3MeV - to ovsÏem plyne z vysokeÂ entropie VesmõÂru, nikoliv maleÂ vazboveÂ energie deuteria. Na poneÏkud nizÏsÏõÂ teploteÏ T ∼ 0.1 MeV nneÂzkeÂ mnozÏstvõÂ D a^3 He kraÂtce zpozdõÂ jadernou synteÂzu - to je jedinaÂ podstata myÂtu źdeuterinoveÂho jaÂdrał.