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Kapitola 1

OTR pro pokročilé

1.1 Tetrádový formalismus

1.1.1 Základnı́ 1-formy:

Vektor (kontravariantnı́)~e(a); eα
(a) (α jsou složky -

kontravariantnı́,(a) - čı́sluje vektor)

Definujeme „frame komponenty“ (w-ádové složky; tetrá-
dové ve 4-dimenzı́ch) libovolného tenzoru

Tab... = Tαβ...e
α
(a)e

β
(b) . . .

Matice skalárnı́ch součinů vektorů base:gab = ~e(a) · ~e(b);
tetrádové složky metrického tezoru:

gab = gαβe
α
(a)e

β
(b).

Jelikož jsou~e(a) nezávislé existuje inverznı́ maticegab ta-
ková, že platı́gabgac = δ

b
c. Pak definujeme duálnı́ bázi~e(a):

~e(a) = gab~e(b).

Platı́~e(a) · ~e(b) = δa
b . Je zřejmé, žee(a)α , eβ

(b) jsou inverznı́
matice:

~e(c) · ~e(a) = gab~e(c) · ~e(b) = gabgbc = δ
a
c ,

dále je i e(a)α eβ
(a) = δβ

α. Zavedme 1-formy asociované s
vektory duálnı́ base

Θa = ~e(a)α dx
α. (1.1)

(Přesně psánoΘa(d~x) = ~e
(a)
α dxα = ~e(a) · d~x.) Také lze

potom psát
dxα = ~eα

(a)Θ
a. (1.2)

Vztahy (1.1) a (1.2) lz interpretovat 2 způsoby :

1) Numerické vztahy, přičemžd~x(≡ dxα) je vektorový
argument dosazovaný do formyΘa - tj. Θa(d~x) =

e
(a)
α dxα.

2) Lze chápat jalo lineárnı́ vztah mezi formamiΘa adxα;
viz: dxα(d~x) = dxα. . . což je složkad~x. Je totiž jasné,
žeΘα = dxα, když e(a)α = δa

α, tj. mám přiřazenou
souřadnicovou basi (gradxα).

Θ(a) tvořı́ basi všech 1-forem - jelikož ~e(a) tvořı́ úpl-
nou vektorovou basi. Mějme již dřı́ve zavedenou formu
α = Aαdx

α; pokud použijeme (1.2) dostávameα =
Aαe

α
(a)Θ

a = AaΘ
a - libovolná formaα je lineárnı́ kombi-

nacı́Θa. PodobněΘa ∧Θb tvořı́ bázi 2-forem

Φ(d~x, ~y) = 2!Fαβdx
[αdyβ] = Fαβdx

α ∧ dyβ

= Fαβ(e
α
(a)Θ

a) ∧ (eβ
(b)Θ

b)

= Fαβe
α
(a)e

β
(b)Θ

a ∧Θb = FabΘ
a ∧Θb.

Pro přirozené vektorové baseeα
(a) = δ

α
a ; e

(a)
α = δa

α platı́, že

dxα, dxα ∧ dxβ . . . jsou přirozené base 1-forem.
Interval můžeme vyjádři pomocı́ forem jako (numericky´

vztah)
ds2 = gαβdx

αdxβ = gabΘ
aΘb.

Platı́Θa = e
(a)
γ dxγ agab = gαβe

α
(a)e

β
(b) tedy

ds2 = gαβe
α
(a)e

β
(b) · e

(a)
γ dx

γe
(b)
δ dx

δ

= gαβe
α
(a)e

(a)
γ · eβ

(b)e
(b)
δ dx

γdxδ

= gαβδ
α
γ δ

β
δ = gγδdx

γdxδ.

Přı́klad: Gaussovy polárnı́ souřadniceρ, ϕ v 2-prostoru;
metrika:

ds2 = dρ2 + [f(ρ, ϕ)]2dϕ2

rovina: f = ρ; ds2 = dρ2 + ρ2dϕ2

povrch koule: f = sin ρ; ds2 = dρ2 + sin2 ρdϕ2

Zvolme jednotkové vektory podél souřadnicρ, ϕ (nenı́ při-
rozená base)

~e(1) =

(
1√
g11

, 0

)
= (1, 0);

~e(2) =

(
0,
1√
g22

)
=

(
0,
1

f

)

g(2)(2) = ~e(2) ·~e(2) = gαβ~e
α
(2)~e

β
(2) = g22(e

2
2)
2 = f2

1

f2
= 1

gab = ~ea·~eb = δab ⇒ gab = δab; ~e(a) = gab~e(b) = ~e(a)
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Je-lidxα = (dρ, dϕ) libovolné posunutı́, pak

Θ1(d~x) = ~e(1)d~x = e(1)α dx
α = dρ;

Θ2(d~x) = ~e(2)d~x = e(2)α dx
α = fdϕ, e(2)α =

√
g22.

Metrika je pak

ds2 = (Θ1)2 + (Θ2)2.

Složky~e(a) určı́me z podmı́nkye(a)α eβ
(a) = δ

β
α a δβ

α = e
(2)
α ·

eβ
(2) tedy

1 = e
(2
1 e
1
(2) + e

(2)
2 e2(2) = 0 + e

(2)
2

1

f
⇒ e

(2)
2 = f

Platı́ tedy sice, že~e(a) = ~e(a). Složkově máme~e(a)α = ~eα
(a).

gab = gαβe
α
(a)e

β
(b)

∣∣ · e(a)γ

gabe
(a)
γ = gαβe

α
(a)e

β
(b)e

(a)
γ

e(b)γ = e(b)αe
α
(a)e

(a)
γ ; musı́ být e(b)γ = e(b)αδ

α
γ

Složky jsou pochopitelně dané vztahyδα
β = e

(a)
β eα

(a).
1-formy konexe Udělejme kovarinatnı́ diferenciál bázo-

vého vektoru~e(a); (Vı́me, že obyčejněDUµ = Uµ
;γdx

γ)

D~e(a) = ~e(a)(x+ dx) − ~e||(a)(x)

Ve složkách je tedy ((a) je pouze pořadové čı́slo)

[D~e(a)]
α = eα

(a);γ dx
γ ;

předpokládáme tedy, že affinı́ konexeΓα
βγ je dána (ne nutně

Christofelovy symboly)

Uµ
;γ = U

µ
,γ + Γ

µ
νγU

ν .

D~e(a) je vektor, můžeme jej tedy vyjádřit jako lineárnı́ kom-
binaci vektorů base~e(c) - tedy

D~e(b) = ω
c
b~e(c); (1.3)

napravo nemusı́ být ukrytod~x, nebot’je v definici (1.3); jsou
tedyωc

b(d~x) 1-formy konexe; indexycb jen „čı́slujı́“ formu
- bude jichn2! Vyjádřı́me si expilicitně 1-formu konexe:

D~e(b) = ω
c
b~e(c) | · ~e(a)

~e(a)D~e(b) = ω
c
b~e(c)~e

(a) = ωc
bδ

a
c

ωa
b = ~e

(a)D~e(b)

Nynı́ použijeme poznatku, že derivace čı́sla je nulová

D
(
~e(a)~e(b)

)
= 0 = ~e(a)D~e(b) + ~e(b)D~e

(a).

Tedy

ωa
b = −~e(b)D~e(a) = −eβ

(b)[D~e
(a)]β = −eβ

(b)e
(a)
β;γdx

γ

ωa
b(d~x) = −e(a)β;γe

β
(b)dx

γ .

Nynı́ si 1-formuωa
b vyjádřı́me v báziΘc; koeficienty roz-

kladu budou Ricciho rotačnı́ koeficientyωa
b = γ

a
bcΘ

c;

ωa
b = −e(a)β;γe

β
(b)δ

σ
γdx

σ = −e(a)β;γe
β
(b)e

γ
(c)e

(c)
λ dx

λ

= −e(a)β;γe
β
(b)e

γ
(c)Θ

c.

Riciho rotačnı́ koeficientyγa
bc = −e(a)β;γe

β
(b)e

γ
(c) - jsou to

pouze skaláry!
ωa

b = γ
a

bcΘ
c

Shrnuji, se souřadnicovou transformacı́ se neměnı́ 1-formy
fonexeωa

b určujı́ D~e(a),D~e(b); jsou lineárnı́ koeficienty

baseΘc = e
(c)
α dxα s koeficienty - Ricciho rotačnı́mi. Vy-

jděme z rovnicegab = ~e(a) · ~e(b); vezmeme diferenciál
(Jedno zda obyčejný, či kovariantnı́, nebot’pro danáa, b je
gab skalár!)

dgab = Dgab = ~e(a)D~e(b) + ~e(b)D~e(a)

= ~e(a)~e(c)ω
c
b + ~e(b)~e(c)ω

c
a

= gacω
c
b + gbcω

c
a = ωab + ωba

Tedy
dgab = ωab + ωba = 2ω(ab)

d lze tedy brát jako „vnějšı́ diferenciál“, nebot’gab je skalár
- výsledkem je 1-formaωab + ωba. Symetrizované 1-formy
2ω(ab) jsou vnějšı́ diferenciál 0-foremgab.

Souřadnicové (přirozené base). Ukážeme, že ve for-
malismu forem je obsažen tradičnı́ přı́stup k Riemanoveˇ
geometrii. Specialisujme se na souřadnicové base. Mějme
souřadnicový systémxα; volı́me souřadnicovou basi:

~e(a) ≡ gradxα; ~e(a)α = δa
α,

vektory~e(a) jsou tečné k souřadnicovým křivkám.dxα ≡
Θα jsou základnı́ 1-formy. Tetrádové složky libovolného
tenzoru jsou numericky rovny obyčejným složkám. Pro ro-
tačnı́ Ricciho koeficienty je

γa
bc = −e(a)β;γe

β
(b)e

γ
(c);

e
(a)
β;γ = e

(a)
β,γ − Γδ

βγe
(a)
δ ;

e
(a)
β = δa

β ;
∂e
(a)
β

∂xγ
= 0

γa
bc = −

[
e
(a)
β,γ − Γδ

βγe
(a)
δ

]
eβ
(b)e

γ
(c)

= Γδ
βγδ

a
δ δ

β
b δ

γ
c = Γ

a
bc

Jelikožeα
(a) = δα

a , budou si všude numericky rovny (vše v
daném systému souřadnic) igαβ agab, tedy i jejich obyčejné
(kovariantnı́ ne!) diferenciály. Ugab jedgab = Dgab - nebot’
gab je skalár (alegαβ ne!). Mámedgab = ωab+ωbe z čehož
plynedgab = (γabc + γbac)Θ

c; v souřadnicové basi ovšem
bude

dgαβ = (γαβγ + γβαγ)Θ
γ

∂γgαβ = γαβγ + γβαγ = gαµΓ
µ

βγ + gµβΓ
µ

αγ

∂γgαβ − gαµΓ
µ

βγ − gµβΓ
µ

αγ = 0

gαβ;γ = 0 klasický výsledek!
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1.1.2 Rovnice struktury

Zpět v obecném formalismu. Spočı́tame si vnějšı́ diferenci-
ály 1-foremΘa = e

(a)
α dxα. Podle definice:

dΘa = 2!e
(a)
β;γdx

[γdxβ];

γa
bc = −e(a)β;γe

β
(b)e

γ
(c); e

(a)
β;γ = γ

a
bce
(b)
β e(c)γ ;

dΘa = −2!γa
bce
(b)
β e(c)γ dx

[γdxβ]

= −γa
bc

[
e
(b)
β e(c)γ

(
dxγdxβ − dxβdxγ

)]

= −γa
bce
(b)
β e(c)γ dx

γ ∧ dxβ

= −γa
bc

(
e(c)γ dx

γ
)
∧
(
e
(b)
β dx

β
)

dΘa = −γa
bcΘ

c ∧Θb; γa
bcΘ

c = ωa
b. (1.4)

Tedy

dΘa = −ωa
b ∧Θb - 1.Cartanova rovnice struktury

Tyto rovnice řı́kajı́, že Ricciho rotačnı́ koeficienty vantisy-
metrizované částiγa

[bc], snadno zı́skám, když udělám ro-
taci (vnějšı́ diferenciál) duálnı́ base~e(a). Jelikož jeΘc ∧Θb

antisymetrické vb, c, tedy i vdΘa efektivně zůstane je an-
tisymetrická část viz. (1.4).

dΘa = γa
bce
(b)
β e(c)γ dx

γdxβ + γa
bce
(b)
β e(c)γ dx

βdxγ

= −γa
cbe
(c)
γ e

(b)
β dx

βdxγ + γa
bce
(b)
β e(c)γ dx

βdxγ

= (γa
bc − γa

cb) e
(b)
β e(c)γ dx

βdxγ

= γa
[bc]e

(b)
β e(c)γ dx

βdxγ .

Ve speciálnı́m přı́padě souřadnicové base, kdy~e(a) =
gradxα přejdou 1.rovnice struktury na triviálnı́ tvrzenı́

dΘα = d2xα; je γα
βγ = Γ

α
βγ a Γα

βγΘ
β ∧Θγ ≡ 0.

Pro formy platı́ že antisymetrická∧ symetrická= 0. Před-
pokládejme, že známe 1-formyΘa a maticigab jako funkce
souřadnic. Pak 1-formyωa

b jsou zcela určeny vztahy

dgab = ωab + ωba; dΘa = −ωa
b ∧Θb.

Důležité je to proto, že Riemanův tenzor spočtu diferen-
covánı́mωa

b . ωa
b mnohdy vycházı́ složitě, ale v zajı́mavých

přı́padech (napřı́klad pro ortonormálnı́ basi, či Sachsovu nu-
lovou tetrádu) vycházı́gab konstntnı́! (nezávisı́ naxα) Pak
je vše jednoduché.dgab = ωab + ωba tedy

ωab = −ωba - antisymetri

Zbývá pak řešitdΘa = −ωa
b ∧Θb - toto řešenı́ lze obvykle

uhádnout! Přitom si ukážeme, že řešenı́ je jednoznačné.
Věta: Známe-li 1-formuΘa a maticigab jako funkcixµ,

pak 1-formy konexeωa
b jsou zcela určeny relacemi

dgab = ωab + ωba; (1.5)

dΘa = −ωa
b ∧Θb. (1.6)

1) Z (1.5) jsou jednoznačně určeny numerické koeficienty
γ(ab)c, nebot’:

dgab = γabcΘ
c + γbacΘ

c = 2γ(ab)cΘ
c

Známe-li gab, známedgab (obyčejný dif. = vnějšı́ dif.) a
známe dle předpokladuΘc. Pakγ(ab)c určı́me jako koefici-
enty lineárnı́ kombinace

dgab = 2γ(ab)cΘ
c.

2) Z (1.6) určı́meγa[bc]; udělejme v (1.6) nejdřı́va → c,
vynásobme pakgab:

gabdΘ
b = −gabω

b
c ∧Θc = −gabγ

b
cdΘ

d ∧Θc

= −γacdΘ
d ∧Θc = −2γa[cd]Θ

d ∧Θc

= −2γa[bc]Θ
c ∧Θb.

Θc ∧ Θb tvořı́ basi 2-forem, tedyγa[bc] jsou určeny jedno-
značně. Pak

ωab = γabcΘ
c =

=
(
γ(ab)c + γ(ac)b − γ(bc)a + γa[bc] + γb[ca] − γc[ab]

)
Θc.

Pro naše Gaussovské polárnı́ souřadnice je

gab = δab, Θ1 = dρ, Θ2 = f(ρ, ϕ)dϕ.

Vı́me, žed2Ω = 0; d (fΩ) = fdΩ + df ∧ Ω; tedy

dΘ1 = d2ρ = 0;

dΘ2 = fd2ϕ+ df ∧ dϕ = f,ρ dρ ∧ dϕ+ f,ϕ dϕ ∧ dϕ
= f,ρ dρ ∧ dϕ+ 0 = (f,ρ/f) Θ

1 ∧Θ2.

Z ωab = −ωba plyne, že

ω11 = ω
2
2 = 0.

Z dΘa = −ωa
b ∧Θb vı́me

dΘ1 = −ω12 ∧Θ2 = 0
dΘ2 = −ω21 ∧Θ1 = (f,ρ/f) Θ

1 ∧Θ2.

Je jasné, že když hádámeω21 = (f,ρ/f) Θ
2 = −ω12 jsme

použili Ricciho koeficientyωa
b = γ

a
bcΘ

c, máme tedy

γ212 = (f,ρ/f) = −γ122 ostatnı́ γa
bc = 0.

2-formy křivosti Máme ωa
b = γa

bcΘ
v = γa

bce
(c)
γ dxγ ,

navı́cΘ(d~x) = e(a)α dxα

dωa
b ≡ 2!

[
γa

bce
(c)
γ

]

;δ
dx[δdxγ].

Riemanův tenzor - definice:

e(a)α Rα
βγδ = 2e

(a)
β;[γδ].

Vı́me, že jeγa
bc = e

(a)
β;γe

β
(b)e

γ
(c) tedy

e
(a)
β;γ = −γa

bce
(c)
γ e

(b)
β ;
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tudı́ž lze psát

e
(a)
β;γδ = −

(
γa

bce
(c)
γ

)

;δ
e
(b)
β − γa

bce
(c)
γ e

(b)
β;δ;

γa
bce
(c)
γ e

(b)
β;δ = γa

hce
(c)
γ

(
−γh

bde
(d)
δ e

(b)
β

)

= −
(
γa

hce
(c)
γ

)(
γh

bde
(b)
δ

)
e
(b)
β

e
(a)
β;γδ = −

(
γa

bce
(c)
γ

)

;δ
e
(b)
β

+
(
γa

hce
(c)
γ

)(
γh

bde
(b)
δ

)
e
(b)
β · 2dx[γdyδ]

2e
(a)
β;γδdx

[γdxδ] = 2e
(a)
β;[γδ]dx

[γdxδ] = e(a)α Rα
βγδdx

[γdxδ]

= −2
(
γa

bce
(c)
γ

)

;δ
e
(b)
β dx

[γdyδ]

+2
(
γa

hce
(c)
γ

)(
γh

bde
(b)
δ

)
e
(b)
β dx

[γdyδ]

= dωa
be
(b)
β + ω

a
h ∧ ωh

be
(b)
β

Θc ∧Θd = 2!e(c)γ e
(d)
δ dx

[γdyδ]

e(a)α Rα
βγδdx

[γdyδ] =
[
dωa

b + ω
a

h ∧ ωh
b

]
e
(b)
β

= e
(a)
λ Rλ

βγδδ
γ
λδ

δ
νdx

[λdyν]

= e
(a)
λ Rλ

βγδe
γ
(c)e

(c)
λ eδ

(d)e
(d)
τ dx

[λdxτ ]

1

2
e(a)α Rα

βγδe
γ
(c)e

δ
(d)Θ

c ∧Θd =
(
dωa

b + ω
a

h ∧ ωh
b

)
e
(g)
β

∣∣ · eβ
(b)

Rα
βγδe

(a)
α eβ

(b)e
γ
(c)e

δ
(d) = Ra

bcd;

1

2
Ra

bcdΘ
a ∧Θd = dωa

b + ω
a

h ∧ ωh
b

Označme 2-formy křivostiΩa
b =

1
2R

a
bcdΘ

c ∧Θd; pak

Ωa
b = dω

a
b+ω

a
h∧ωh

b 2.Cartanovy rovnice strktury

Opět přı́pad Gaussových souřadnic. Už jsme zjistili, že
je:

gab = δab, Θ1 = dρ, Θ2 = f(ρ, ϕ)dϕ;

ω11 = ω
2
2 = 0; ω21 = −ω12 = (f,ρ/f) Θ

2.

2-formy křivosti jež nevymizı́ jsou (dΘa = −ωa
bΘ

b)

Ω12 = −Ω12 = dω21 + ω2p ∧ ωp
1

= d
[
(f,ρ/f)Θ

2
]
+ ω21 ∧ ω11 + ω22 ∧ ω21

= (f,ρ/f) dΘ
2 + d (f,ρ/f) ∧Θ2;

dΘ2 = −ω21 ∧Θ1 = (f,ρ/f)Θ
1 ∧Θ2

d (f,ρ/f) ∧Θ2 = (f,ρ/f),ρ dρ ∧Θ2

=
(
f,ρρ/f − f2,ρ/f

2
)
Θ1 ∧Θ2

Ω21 = (f,ρ/f)
2
Θ1 ∧Θ2 +

(
f,ρρ/f − f2,ρ/f

2
)
Θ1 ∧Θ2

Ω21 = −Ω12 = (f,ρρ/f)Θ
1 ∧Θ2

Srovnánı́m s koeficenty v rovniciΩa
b =

1
2R

a
bcdΘ

c ∧ Θd

dostáváme

Ω21 = −Ω12 =
1

2
R2112Θ

1 ∧Θ2 = (f,ρρ/f)Θ
1 ∧Θ2

Jediná netriviálnı́ složka Riemanova tenzoru je

R2112 = f,ρρ/f.

1.1.3 Diferenciálnı́ formy v Riemannově geo-
metrii

Idnetity pro křivost V Cartanově formalismu dostáváme
Bianchiho identity jednoduše jako podmı́nky integrability
2. rovnic struktury:

Ωa
b = dω

a
b + ω

a
c ∧ ωc

b.

Uděláme vnějšı́ diferenciálΩa
b. Budeme potřebovat:

d2ωa
b = 0; d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)abα ∧ dβ;

pro 1-formy d(α ∧ β) = dα ∧ β − α ∧ dβ; ωa
c - jsou

1-formy.Tedy

dΩa
b = d

2ωa
b + dω

a
c ∧ ωc

b − ωa
c ∧ dωc

b

=
(
Ωa

c − ωa
d ∧ ωd

c

)
∧ ωc

b − ωa
c ∧
(
Ωc

b − ωc
d ∧ ωd

b

)
.

Některé členy se vyrušı́, takže máme

dΩa
b = Ω

a
c ∧ ωc

b − ωa
c ∧ Ωc

b,

což nenı́ nic jiného, než Bianchiho identity. Ukážemeto
tak, že se specializujeme na souřadnou basi a vezmeme
Piemanovy souřadnice - takžeωα

β = Γ
α

βγdx
γ = 0 v

nějakém pevném vybraném bodě. Pak po rozepsánı́ (1.1.3)
dostáváme

∂ǫR
α
βγδdx

[ǫdyγdzδ] = 0,

tj.
Rα

β[γδ;ǫ] = 0

- známý standardnı́ tvar Bianchiho identit. Dalšı́ identitu
dostaneme z 1. rovnic struktury; uděláme jejich vnějšı´ dife-
renciál

d(α ∧ β) = dα ∧ β − α ∧ dβ;
dΘa = −ωa

b ∧Θb; d2Θa = −dωa
b ∧Θb + ωa

b ∧ dΘb.

2.r. struktury:

−dωa
b = −Ωa

b + ω
a

c ∧ ωc
b.

0 = (−Ωa
b + ω

a
c ∧ ωc

b) ∧Θb + ωa
b ∧ (−ωa

c ∧Θc)

= −Ωa
b ∧Θb + ωa

c ∧ ωc
b ∧Θb − ωa

c ∧ ωc
b ∧Θb
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Ωa
b ∧Θb = 0

JelikožΩa
b =

1
2R

a
bcdΘ

c ∧Θd máme

Ra
bcdΘ

c ∧Θd ∧Θb = 0,

ale to nenı́ nic jiného, nežRa
[bcd] = 0, nebo-li iRa[bcd] = 0.

Dále lze ukázat, že tato cyklická identita spolu s antisymetriı́
Riemannova tenzoru v obou párech implikuje

Rabcd = Rcdab.

Všechny symetrie Riemannova tenzoru jsou tudı́ž shrnuty
ve dvou identitách, jež splňujı́ 2-formy křivosti:

Ωab = −Ωba

Ωa
b ∧Θb = 0

Nakonec si ještě ukážeme, že platı́ identitaΩab = −Ωba.
Vyjdeme z

Ωa
b = dω

a
b + ω

a
c ∧ ωc

b,

dgab = ωab + ωba.

Pracujeme jen s indexya, b . . . - tj. zvyšujeme a snižujeme
pomocı́gab, g

ab. Dále použijeme už jen

d (fΩ) = df ∧ Ω+ fdΩ.

Ωab = gasΩ
s
b = gasdω

s
b + ωac ∧ ωc

b

Ωab +Ωba = gasdω
s
b + ωac ∧ ωc

b + gbsω
s
a + ωbc ∧ ωc

a

= d (gasω
s
b)− dgas ∧ ωs

b + d (gbsω
s
a)

−dgbs ∧ ωs
a + ωac ∧ ωc

b + ωbc ∧ ωc
a

= dωab − (ωas + ωsa) ∧ ωs
b + dωba

−(ωbs + ωsb) ∧ ωs
a

+ωas ∧ ωs
b + ωbs ∧ ωs

a

= dωab + dωba − ωsa ∧ ωs
b − ωsb ∧ ωs

a

= 0− ωsa ∧ ωs
b + ω

s
a ∧ ωsb

= −ωsa ∧ ωs
b + ωsa ∧ ωs

b = 0

dgab = ωab + ωba; d2gab = 0 = dωab + dωba

1.2 Integrace v prostoročasech

1.2.1 Duálnı́ tenzory

Definicedualnı́ch tenzorů:

J∗
αβγ = Jµεµαβγ - tenzor 3. řádu duálnı́ k vektoru

F ∗
αβ =

1

2!
Fµνεµναβ - tenzor 2. ř. duálnı́ k tenzoru 2. ř.

B∗
α =

1

3!
Bλµνελµνα - vektor duálnı́ k tenzoru 3. řádu

Ω∗ =
1

4!
Ωαβγδεαβγδ - skalár duálnı́ k tenzoru 4. řádu

V OTR zavádı́me tenzor dvojnásobně duálnı́ k Riema-
novu tenzoru

Gικ
λµ =

1

4
eικ̺σR̺σ

τξeτξλµ;

pro tento tenzor lze Bianchiho identity napsat v jednodu-
chém tvaru

Gικλ
µ
;µ = 0

Einsteinův tenzor
Gµν = G

ι
µιν

a Bianchiho indentity implikujı́ ”zákon zachovánı́”

Gµ
ν
;ν = 0

εαβγδ je Levi-Civitův permutačnı́ symbol definovaný v Lo-
rentzových souřadných systémech tak, že

ε0123 = 1; (1.7)

εαβγδ =






+1 (αβγδ) je sudou permutacı́ (0123)
−1 (αβγδ) je lichou permutacı́ (0123)
0 když jsou libovolné 2 indexy stejné

εαβγδ je antisymetrické ve všech indexech a ve 4-
dimenzionálnı́m prostoručasu mu musı́ být každý antisy-
metricý tenzor 4. řádu úměrný, jelikož má také pouze jednu
nezávislu složku. Pro kontravariantnı́ složky platı́:

εαβγδ = ηαιηβκηγληδµεικλµ, tj. εαβγδ = −εαβγδ

Jelikožεαβγδ je (až na znaménko) permutačnı́ symbol, platı́
(viz definici determinantu):

Λ0αΛ
1
βΛ
2
γΛ
3
δε

αβγδ = −det|Λσ
̺ |

Λµ
ν jsou složky matice Lorentzovy transformace. Proto je

Λκ
αΛ

λ
βΛ

µ
γΛ

ν
δε

αβγδ = −det|Λ̺
σ|εκλµν (1.8)

Vidı́me, žeεαβγδ se transformuje jako tenzor při Lorent-
zových transformacı́ch, pro něž jedet|Λ̺

σ| = 1. (Vzhledem
ke vztahuΛµ

αΛ
ν

β ηµν = ηαβ je obecnědet|Λ̺
σ| = ±1.

Je-lidet|Λ̺
σ| = −1 (Lorentzova transformace obsahuje li-

chý počet inverzı́), pak kdyby bylεαβγδ tenzor, musely by
mı́t po transformaci všechny složky opačné znaménko (viz
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levá strana (1.8)), kde by byly skožkyε po transformaci).
Totéž platı́ pro kovariantnı́ složkyεαβγδ, jež se transfor-
mujı́ dle inverznı́ maticeΛ̺

σ, takže znaménka obou de-
terminantů jsou stejná. My jsme ovšem defifnovaliεαβγδ

vztahem (1.7) „v každém“ Lorentzově souřadném systému,
tj. jako veličinu neměnı́cı́ složky.Proto seεαβγδ aεαβγδ ne-
chovajı́ při transformacı́ch sdet|Λ̺

σ| = −1. Levi-Civitův
tenzor symbol nazýváme „pseudotenzorem“. Transformace
s det|Λ̺

σ| = ±1 odpovı́dajı́cı́ prostorovým inverzı́m, jež
jsou patřičné předevšı́m v částivové fyzice. Pro naše účely
nebudeme prostorové inverze potřebovat, můžeme protoob-
jekty typu εαβγδ a F ∗

αβ považovat za tenzory. (Je-li navı́c
Λ00 > 0 , resp.Λ00 ≥ 0, jde o „vlastnı́“ Lorentzovou trans-
foramci, k nı́ž lze spojitě přejı́t infinetizemálnı́mitransfor-
macemi od identické transforamceΛ̺

σ = δ
̺
σ).

Lze zavést skutečný Levi-Civitův tenzor, když jeho
složky definujeme relacemi (1.7) v systémech, kdeeµ

(0)

směřuje do budoucnosti aeµ
(1), e

µ
(2), e

µ
(3) tvořı́ pravoto-

čivý systém v systémech zrcadlově symetrických pak bude
mı́t εαβγδ s opačnými znaménky - po zrcadlenı́ je totiž
det|Λ̺

σ| = −1.
Součiny Levi-Civitových symbolů jsou ovšem ve všech

přı́padech tenzory. Majı́ ve všechsouřadných systémech
stejné složky a vyjádřı́me je pomocı́ Kroneckerovýchsym-
bolů:

εαβγδεικλµ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

δα
ι δα

κ δα
λ δα

µ

δβ
ι δβ

κ δβ
λ δβ

µ

δγ
ι δγ

κ δγ
λ δγ

µ

δδ
ι δδ

κ δδ
λ δδ

µ

∣∣∣∣∣∣∣∣

εαβγδεικλδ = −

∣∣∣∣∣∣

δα
ι δα

κ δα
λ

δβ
ι δβ

κ δβ
λ

δγ
ι δγ

κ δγ
λ

∣∣∣∣∣∣

εαβγδεικγδ = −2
∣∣∣∣
δα
ι δα

κ

δβ
ι δβ

κ

∣∣∣∣

εαβγδειβγδ = −6δα
ι

εαβγδεαβγδ = −24 (1.9)

Pomocı́ uvedených vztahů lze převádět duálnı́ tenzory. Pro
tenzor elektromagnetického pole platı́:

εδσαβF ∗
αβ =

1

2!
εδσαβεαβγδF

γδ =
1

2
εδσαβεγδαβF

γδ

= −1
2
2(δ̺

γδ
σ
δ − δ̺

δδ
σ
γ )F

γδ = −F ̺σ + F σ̺

= −2F ̺σ

ProtoFαβ = − 1
2!ε

αβγδF ∗
γδ. Druhou sérii Maxwellových

rovnicF[αβ,γ]cycl. = Fαβ,γ + Fβγ,α + Fγα,β = 0můžeme
vyjádřit pomocı́ dualnı́ho tenzoru:F ∗αβ

,β = 0

Nynı́ přejdeme k neinercialnı́m souřadných systémů a
zakřiveném prostoročasu, tj. k OTR. Zavedeme pojemten-
zorové hustoty Vyjdeme z transformačnı́ho vztahu

g̃αβ =
∂x̺

∂x̃α

∂xσ

∂x̃β
g̺σ

Pravou stranu považujeme za součin třı́ matic, takže

g̃ = △̃2g = △−2g ; g = det(gαβ) , △̃ · △ = 1 ;

kde △̃ = det ( ∂x̺

∂exα ) je jakobián inverznı́ transformace,
△ = det ( ∂ex̺

∂xα ) je jakobián původnı́ transformace. Platı́-
li transformačnı́ relace

T̃αβ...
µν... = |△̃|W ∂xγ

∂x̃α

∂xδ

∂x̃β
· · · ∂x̃

µ

∂xρ

∂x̃ν

∂xσ
Tγδ...

̺σ...,

kde W je celé čı́slo, pakT je tenzorová hustota váhyW .
Je tedyg tenzorová hustota váhy 2,(−g) 12 je tenzorová

hustota váhy 1, jelikož

(−g̃)
1
2 = |△̃|(−g)

1
2 .

Z tenzoru tedy tenzorovou hustotu vytvořı́me vynásobenı´m

faktorem(| − g|)
1
2 :

Tγδ...
̺σ... = (−g)

1
2 Tγδ...

̺σ...

PodobněTγδ...
̺σ... = (−g)

W
2 Tγδ...

̺σ... je tenzorováhus-
tota váhy W.

Permutačnı́ Levi - Civitův symbol se chová jako ten-
zorová hustota. Předpokladejme, že složky permutačnı́ho
symbolu jsou dány relacemi (1.7) ve všech souřadnicı́ch.
Pak

ε̃αβγδ = △̃−1 ∂xκ

∂x,α

∂xλ

∂x,β

∂xµ

∂x,γ

∂xν

∂x,δ
εκλµν ,

odtud je skutečně̃ε0123 = △̃−1△̃ = 1 ; ostatnı́ složky
jsou dány tı́m, žeε,

αβγδ je výhradně antisymetrické. Je tedy
εαβγδ tenzorovou hustotou váhy -1. Abychom dostali ten-

zor, musı́me dělit faktorem(−g)−
1
2 . Veličina

eαβγδ ≡ (−g)
1
2 εαβγδ

se transformuje jako tenzor, až na faktorsign △̃ - je to
tedy pseudotenzor. Při transforamcı́ch, k nimž lze spojitě
přejı́t od identity, je△̃ > 0 a eαβγδ bude Levi-Civitův
tezor. (V LIS jeeαβγδ = εαβγδ.) Kontravariantnı́ složky
Levi-Civitova tenzoru zı́skáme zvednutı́m indexů:

eαβγδ = (−g)
1
2 εκλµνg

καgλβgµγgνδ = (−g)
1
2 (−g)−1εαβγδ ,

takže

eαβγδ = (−g)−
1
2 εαβγδ ;

využili jsme relacı́ det (gαβ) = g−1, εαβγδ =
−εαβγδ.(Poznamenejme, že pro definici tenzorové hustoty

lze požı́vat i výrazy| △ |W , △W , △̃W
; je-li △ = ±1 pak

tenzorová hustota liché váhy je pseudotenzorem.)
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1.2.2 Integrace v prostoročasu

Nynı́ se budeme zabývat integracı́ v inerciálnı́ch souřad-
ných systémech (plochém prostoročasu). Napřed je potřeba
stanovit element oblasti prostoročasu, přes nı́ž integrujeme.

1. Dvojrozměrná plocha Element plochy je dán infini-
tezimálnı́mi nezávislými vektorydxα, dyα, tvořı́cimi
α-dimenziálnı́ rovnoběžnı́k. Obsahy průmětů rovno-
běžnı́ku do souřadných rovin dáva veličina

dσαβ =

∣∣∣∣
dxα dyα

dxβ dyβ

∣∣∣∣

Dualnı́ veličina

dσ∗
αβ =

1

2!
ǫαβγδ dσ

γδ

je kolmá kdxα, dyα, dσγδ, tj.

dσ∗
αβdx

β = dσ∗
αβdy

β = dσ∗
αβdσ

αβ = 0

Veličina dσ∗
αβ proto má povahu vektorového součinu

vektorů tvořı́cı́ch rovnoběžnı́ka je definována jako

d(2)S =

(∣∣∣∣
1

2
dσabdσ

ab

∣∣∣∣
) 1
2

=

(∣∣∣∣
1

2
dσ∗

αβdσ
∗αβ

∣∣∣∣
) 1
2

(1.10)
Pro názornost uvažujme 2-plochu vnořenou do 3-
dimenzionálnı́ nadplochyt =konst, takžedxα =
(0, d~x), dyα = (0, d~y). Pak

d(2)S =

(
1

2
dσabdσ

ab

)1/2
=
(
d(2)Si d

(2)Si
)1/2

,

kde

d(2)Si = ǫijkdx
jdyk =

1

2
ǫijkσ

jk

je vektorový součin vektorůd~x, d~y.

2. Třı́rozměrná nadplocha Rovnoběžnostěn ze třı́ nezávis-
lých vektorůdxα, dyα, dzα je charakterizován úplně
antisymetrickou veličinou

dΣαβγ =

∣∣∣∣∣∣

dxα dyα dzα

dxβ dyβ dzβ

dxγ dyγ dzγ

∣∣∣∣∣∣
.

Veličina duálnı́

d(3)Σα =
1

3!
ǫαβγδ dΣ

βγδ

je vektor kolmý ke všem vektorům ležı́cı́m v daném
elementu nadplochy (d(3)Σα je kolmé k dxα, dyα i
dzα). Absolutnı́ hodnota jeho velikosti je rovna veli-
kosti 3-objemu elementu:

dV = (|d(3)Σαd
(3)Σα|) 12 .

Pro nadplochut = konst., dxα = (0, d~x), dyα =
(0, d~y), dzα = (0, d~z), mád(3)Σα nenulovou pouze
složku

d(3)Σ0 =
1

3!
ǫ0ijkdΣ

ijk = ǫijkdx
idyjdzk

= d~x · (d~y × d~z) = ±dV

V triviálnı́m přı́padědxα = (0, dx, 0, 0), dyα =
(0, 0, dy, 0), dzα = (0, 0, 0, dz) budedV = dxdydz.
(ObjemdV > 0, avšak znaménkod(3)Σ0 závisı́ na
orientaci vektorůd~x, d~y, d~z. Odpovı́dá pravotočivém
systému a časovému vektoru orientovaném do budouc-
nosti).

3. Čtyřrozměrná oblast Element vytvořený čtyřmi nezá-
vislými vektorydtα, dxα, dyα, dzα je dán úplně anti-
symetrickou veličinou

dΩαβγδ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

dtα dxα dyα dzα

dtβ dxβ dyβ dzβ

dtγ dxγ dyγ dzγ

dtδ dxδ dyδ dzδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Duálnı́ veličina

d(4)Ω =
1

4!
ǫαβγδ dΩ

αβγδ

reprezentuje objem 4-dimenzionálnı́ho „[“rovnoběž-
nostěnu]; při standartnı́ orientacidtα,dxα,dyα,dzα je
d(4)Ω kladné. Ve standartně orientovaném Lorentzově
systému je v triviálnı́m přı́padě, kdy vektory tvořı́cı́
element jsou ve směru os bude

d(4)Ω = dt dxdy dz.

1.2.3 Stokesovy věty

Předpokládejme, že v prostoročase jsou dána patřičně dife-
rencovatelná tenzorová poleTα, Tαβ , Tαβγ . Uvažujme dále
element křivkydlα a ostatnı́ elementy zavedené výše.Sto-
kesovy věty pak v přı́padě výše uvedených oblastı́ zapı́šeme
v invariantnı́m tvaru:

∮

∂σ

Tα dl
α =

∫

σ

∂αTβ dσ
αβ

∮

∂Σ

Tαβ dσ
αβ =

∫

Σ

∂αTβγ dΣ
αβγ

∮

∂Ω

Tαβγ dΣ
αβγ =

∫

Ω

∂αTβγδ dΩ
αβγδ

Integrály vlevo provádı́me přes hranici obepı́najı́cı´ inte-
gračnı́ oblast stojı́cı́ vpravo. Vektory vytvářejı́cı´ elementy
integrálů vlevo je nutno orientovat v souladu s vektory
elementů integrálů vpravo (necht’V α je vektor mı́řı́cı́ ven
z oblasti ohraničené∂σ(∂Σ, ∂Ω). Pak orientace vektoru
V α jako prvnı́ho v pořadı́ spolu s vektory elementu inte-
grace v daném pořadı́ na hranicı́ch integrálu vlevo musı´ být
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stejná jako orientace vektorů v daném pořadı́ v integra´lech
vpravo). Vzhledem k antisymetrii objemových elementů je
evidentnı́, že roli budou hrát jen antisymetrické části tenzorů
Tαβ , Tαβγ . Při důkazu Stokesových vět (viz např. Synge)
se postupuje analogicky přı́padu E3: oblast rozdělı́me na in-
finitezimálnı́ elementy, větu dokážeme pro každý element a
pak sečteme přes všechny elementy.

Zdůrazněme, že Stokesovy věty můžeme v elegantnı́ po-
době vyjádřit v obecném tvaru pomocı́ diferenciálnı́ch fo-
rem: ∫

Vn

dω =

∮

∂Vn

ω

ω je diferenciálnı́ forma stupněn.
Ilustrujme nynı́ Stokesovy věty na názorných přı́kladech.

1. Mějme 2-plochuσ ležı́cı́ v nadrovinět =konst, jejı́
elementydxα = (0, dx), dyα = (0, dy). dσαβ pak
má jen prostorové složky, jež určujı́ obsah elementu
dle vztahu (1.10)1 Elementy křivky obepı́najı́cı́ oblast
σ jsou dlα = (0, dl). Jelikož dσmn = εimn d(2)Si ,
lze Stokesovu větu upravit následujı́cı́m způsobem:
∮

∂σ

Tdl =

∮

∂σ

Ti dl
i =

∮

σ

∂mTn dσ
mn

=

∮

σ

∂mTnε
imn d(2)Si =

∮

σ

(rotT) d(2)S,

což je standardnı́ tvar Stokesovy věty v Eukleidovském
prostoru.

2. Uvažujme nadrovinut = konst. s 3-dimenzionálnı́
oblastı́ Σ s elementy tvořenými vektorydxα =
(0, dx), dyα = (0, dy), dzα = (0, dz). Σ je ob-
klopeno 2-plochou∂Σ s elementy z vektorůduα =
(0, du), dvα = (0, dv). Ve Stokesově větě budou
vystupovat jen prostorové složkyTαβ . Položı́me

Tbc = εbcsT
s,

ZavedemedΣabc = εabc dV ( dΣabc je úplně antisy-
metrické a musı́ být úměrnéεabc; koeficient úměrnosti
určı́me při standardnı́ orientacidΣ123 = dV ) a dále
je dσbc = εibc dS(2)Si. Při úpravách Stokesovy věty
budeme využı́vat vztahuεaklε

bkl = 2δb
a. Pak

∮

∂Σ

T · d(2)S =
∮

∂Σ

T i d(2)Si

=

∮

∂Σ

1

2
εsbcT

sεibc d(2)Si

=

∮

∂Σ

1

2
εsbcT

s dσbc

=

∫

Σ

1

2
∂a(εsbcT

s) dΣabc

1d(2)S = [1/2(dσabdσ
ab)]1/2 = (d(2)Sid(2)Si)1/2.

=

∫

Σ

1

2
εsbc∂aT

sεabc dV

=

∫

Σ

∂sT
s dV =

∫

Σ

divTdV.

Dostáváme tedy obvyklou Gaussovu větu pro E3.

3. Aplikujme Gaussovu větu v prostoročase. Zavedeme

Tβγδ = εσβγδT
σ.

Dále musı́ býtdΩαβγδ = −εαβγδ d(4)Ω (dΩαβγδ je
úplně antisymerické, tedy úměrnéεαβγδ). Využijeme-
li ještě d(3)Σα =

1
3!εαβγδ dΣ

βγδ, můžeme Stokesovu
větu upravovat následujı́cı́m způsobem:
∮

∂Ω

T σ3! d(3)Σσ =

∮

∂Ω

T σεσαβγ dΣ
αβγ

=

∫

Ω

∂α(εσβγδT
σ)[−εαβγδ d(4)Ω]

=

∫

Ω

6 δα
σ∂αT

σ d(4)Ω

= 6

∫

Ω

∂σT
σ d(4)Ω

Gaussova věta má tedy ve 4-dimenzionálnı́m přı́padě
tvar analogický 3-dimenzionálnı́mu přı́padu:

∮

∂Ω

T σ d(3)Σσ =

∫

Ω

∂σT
σ d(4)Ω

Zobecněnı́ Stokesových vět na obecně relativistické
situace, tj. zakřivené prostoročasy, lze provést pomeˇrně
přı́močaře, nebot’Stokesovy věty jsou nezávislé natom,
zda na varietě existuje metrika.

1.2.4 Integrálnı́ tvar zákonů zachovánı́ ener-
gie a hybnosti

V plochém prostoročase platı́ lokálnı́ zákon zachovánı́ pro
tenzor energie–hybnosti

T µν
;ν = 0

Integracı́ tohoto zákona přes vhodně zvolenou oblast prosto-
ročasu dostaneme integrálnı́ tvar zákona zachovánı́ celkové
4-hybnosti izolovaného systému.

Ze 4-dimenzionálnı́ Gaussovy věty a diferenciálnı́ho zá-
kona zachovánı́ vidı́me, že

∫

Ω

T µν
,ν d

(4)Ω =

∫

∂Ω

T µσ d(3)Σσ = 0, (1.11)

kde d(4)Ω a d(3)Σσ jsou elementy 4-dimenzionálnı́ oblasti
Ω a jejı́ 3-dimenzionálnı́ hranice∂Ω. Uvažujme oblastΩ
omezenou oběma prostorovými nadplochamiΣ1,Σ2 (jejich
normály majı́ v každém bodě časovou povahu).
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t

x

d(3)Σσ

d(3)Σσ

d(3)Σσ

t1

t2

Ω

∂Ω Σ1

Σ2

Ve zvoleném inerciálnı́m systému jsou to nadplochy
t = t1, t = t2; v nekonečnu jsou spojeny nadplochou
časové povahy – ”plášt’ěm válce” s normálou prostorové
povahy. Integrace přes nadplochu v nekonečnu nepřispı́vá
k celkovému integrálu v (1.11), pokudT µν vymizı́ v neko-
nečnu dostatečně rychle. Vezmeme-li pak v úvahu změnu
znaménka normály kΣ1 aΣ2, bude

Pµ

Σ1

≡
∫

Σ1

T µσ d(3)Σσ =

∫

Σ2

T µσ d(3)Σσ ≡ Pµ

Σ2
,

takže celková hybnost v celém prostoru je v časet2 stejná
jako v časet1. V LorentzovskémsystémuL, v němždΣσ =
d(3)x = dx1 dx2 dx3 je celková 4-hybnost izolovaného
systému

Pµ =

∫

t=konst.
T µν d(3)x

Takto furmulovaný zákon jistě platı́ pro prostorově omezené
systémy, kdyT µν 6= 0 pouze uvnitř světové trubice koneč-
ných prostorových řezů, tj. např. pro kapalinu uzavřenou
v nádobě (se zahrnutı́mTµν materiálu stěn), nebo elektro-
magnetického pole, jež je od jisté vzdálenosti nulové.

V nestacionárnı́ch přı́padech (zářenı́) nebudeTµν klesat
k nekonečnu dostatečně rychle, aby integrál přes plášt’vy-
mizel. Pro

T µν
(EM) ∼ E

2 +B2 E,B ∼ 1/r T µν
(EM) ∼ 1/r

2

t

x
t0

Σ2(t = t2)

Σ1(t = t1)

zá̌rení

Element nadplochyd(3)Σσ ∼ r2 sin θ dθ dϕdt a tok
T µν pláštěm nevymizı́. Pokud systém začal zářit v čase
t0 > −∞, což je realistický předpoklad, nebot’ ostrovnı́
izolované systémy zářı́cı́ nekonečně dlouho by potrˇebovaly
nekonečnou energii, lze vzı́t plášt’vždy tak daleko, aby jı́m
žádné zářenı́ neprocházelo (zářenı́ se šı́řı́ podél světočar
t − r = konst.). Chceme-li tedy, aby se 4-hybnost zacho-
vávala i v přı́padě, že systém zářı́, musı́me integrovat přes
celou nadplochut = konst., až dor → ∞ – pak zahrneme i
všechno zářenı́ emitované v časet0 (vylučujeme dopadajı́cı́
zářenı́ z vnějšku). Pak se 4-hybnost zachovává, ale nedo-
staneme informaci o množstvı́ vyzářené energie mezit1 a
t2.

Integrujeme-li přes konečnou oblast nadplochyt =
konst., plášt’ spojujı́cı́ nadplochyΣ1 a Σ2 je v konečné
vzdálenosti od systému a protéká jı́m hybnost a energie;
4-hybnost vΣ2 je zmenšená oproti 4-hybnosti naΣ1 a 4-
hybnostı́ prošlou plášt’ěm do nekonečna.

t

Σ2(t2)

Σ1(t1)

S

u
=
t−
r
=konst

Obklopı́me ostrovnı́ systém 2-plochouS (kulovou), jejı́
historie bude plášt’válce v prostoročasu. Pak

Pµ

Σ2

− Pµ

Σ1
= −

t2∫

t1

dt

∮

S

T µj d(2)Sj ,

kde dt d2Sj jsou prostorové složky elementu pláště (nor-
mála je prostorové povahy, časová složka ve zvolenémsys-
tému je nulová). Veličina

− dP
µ

dt
=

∮

S

T µj d(2)Sj

bude rychlostı́ poklesu 4-hybnosti systému. Týž výsledek
implikuje i 3-dimenzionálnı́ Gaussova věta:

− dP
µ

dt
= − d

dt

∫
T µ0 d(3)x = −

∫
T µ0

,0 d
(3)x

=

∫
T µj

,j d
(3)x =

∮

S

T µj d(2)Sj

V objemových integrálech integrujeme přes vnitřek plochy
S.

Je-li vzdálenost ostrovnı́ho systému nabité nekoherentnı́
hmoty patřičně velká, aby plochouS neprocházela nekohe-
rentnı́ hmota, pakT µj = T µj

(EM). Pak bude tok 4-hybnosti
plochouS obsahovat induktivnı́, nezářivé (reverzibilnı́) přı´-
spěvky těch částı́ pole, jež do nekonečna klesanı́ rychleji
než1/r. Ireverzibilnı́ část 4-hybnosti vyzářenou do neko-
nečna dostaneme, když „poloměr“ plochyS je r → ∞.
Do nekonečna ovšem musı́me ”putovat se zářenı́m”, takzˇe
r → ∞ při u = konst., nikolivt = konst.;u = t − r je
retardovaný čas počátku, jemuž jsou v 1.aproximaci rovny
retardované časy nábojů tvořı́cı́ch izolovaný systém rozklá-
dajı́cı́ se kolem počátku. Pro kulovou plochu o poloměru
r je element plochy s normálouni = xi/r dán vztahem
d2S(j) = njr2 sin θ dθ dϕ = njr2 dΩ a celkový výkon
elektromagnetického zářenı́ procházejı́cı́ touto kulovou plo-
chou bude

LEM(t, r) ≡ − dE
dt
= − dP

0

dt
=

∮
T oj
EMn

jr2 dΩ.
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T oj
EMn

j je projekce Poyntingova vektoru do jednotkového
vektoru v radiálnı́m směrunj , tj. je to radiálnı́ složka Poyn-
tingova vektoru(E × B)r. Hybnost elektromagnetického
pole je vyzařována rychlostı́

− dP
i

dt
=

∮
T ij
EMn

jr2 dΩ.

V obou integrálech integrujeme přes úhlové souřadniceθ, ϕ
v obvyklých mezı́ch, přičemžr → ∞ při pevnému. Limita
r → ∞ odpovı́dá tomu, že nezářivé členy(∼ 1/r2) lze
zanedbat vůči zářivým(∼ 1/r). Kulová plocha tedy ležı́ ve
”vlnové zóně”.

Důležitá je skutečnost, že celková 4-hybnost izolovaného
systému je transformována při Lorentzově transformaci jako
4-vektor. Při výpočtuPµ lze integrovat přes libovolnou pro-
storovou nadplochu (nemusı́ být ani nadrovinou) aniž se
hodnotyPµ změnı́, pokudT µν dostatečně rychle vymizı́ v
nekonečnu. Zvolme kromě nadplochyΣ (t = konst. v iner-
ciálnı́m systémuL) nadplochuΣ′ (t′ = konst. v inerciálnı́m

systémuL′). Pak jePµ

Σ′

= Pµ

Σ

. OvšemPµ

Σ′

nejsou

složky celkové 4-hybnosti vL′. Z kovariantnı́ho tvaru pro

celkovou 4-hybnost plyneP ′µ

Σ′

= Λµ
νP

ν

Σ′

, kde se na

obou stranách integruje přes tutéž nadplochuΣ′. Důsledkem
nezávislostiPν naΣmáme

P ′µ

Σ′

= Λµ
νP

ν

Σ

Celková 4-hybnost tedy má charakter 4-vektoru, je-li de-
finována v každém inerciálnı́m systému jako integrálpřes
přı́slušnou nadplochu současnosti v přı́slušném inerciálnı́m
systému. Inerciálnı́ pozorovatelé měřı́ stejný vektor celkové
4-hybnosti, kterému odpovı́dajı́ různé složky v různých sys-
témech.

1.2.5 Integrace v křivém prostoročase

Formalismus použitý pro integrace v inerciálnı́ch systémech
lze bezprostředně modifikovat na integraci v křivých pro-
storočasech. V LIS jsou objemové elementy dány speciálně-
relativistickým způsobem. Chceme-li integrovat přes koneč-
nou oblast, kde LIS nenı́ použitelný s dostatečnou přesnostı́,
musı́me přejı́t k obecným souřadnicı́m. Pak mı́stoǫαβγδ po-
užı́váme pseudotenzory (jež považujeme za tenzory, nebot’
prostorové inverze nebudeme uvažovat):

eαβγδ = (−g)
1
2 ǫαβγδe

αβγδ

= (−g)− 1
2 ǫαβγδ = 3− (−g)− 1

2 ǫαβγδ.

Elementy 2-rozměrné plochy, 3-rozměrné nadplochy a 4-
rozměrné oblasti, tj. antisymetrické veličinydσαβ , dΣαβγ ,
dΩαβγδ zavedeme opět pomocı́ determinantů jako ve spe-
ciálně relativistických situacı́ch. Složky vetorů tvořı́cı́ch
tyto elementy, nemajı́ zde „metrický“ výraz. (Např. pro
dxα = (0, dx, 0, 0) nenı́dx rovno délce elementudxα.)
Duálnı́ veličinydσ∗

αβ , d(3)Σα, d(4)Ω definujeme pomocı́

Levi-Civitova tenzorueαβγδ (nikoli permutačnı́hoǫαβγδ).
U duálnı́ch veličin se objevı́ faktor(−g) 12 . Invariantı́ ob-
sahy těchto elementů definujeme speciálně-relativistickým
způsobem. Přepokládame-li, že vektory tvořı́cı́ elemnt 4-
oblasti jsou vybrány podél sousouřadných čar,tj.dtα =
(dt, 0, 0, 0), dxα = (0, dx, 0, 0), dyα = (0, 0, dy, 0),
dzα = (0, 0, 0, dz), pak bude při standartnı́ orientaci

d(4)Ω =
1

4!
eαβγδdΩ

αβγδ = (−g) 12dtdxdydz.

Uvažujeme-li v prostorové nadplošet= konst.3-rozměrný
elemnt tvořen vektorydxα = (0, dxi), dyα = (0, dyi),
dzα = (0, dzi), pak invariantnı́ velikost 3-objemu elementu
je

dV = (|d(3)Σαd
(3)Σα|) 12

= (| 1
3!
eαβγδdΣ

βγδ 1

3!
eα

κλµdΣ
κλµ|) 12

= (|e0ijkdx
idyjdzke0klmdx

kdyldzm|) 12
= (|(−g) 12 ǫijkdx

idyjdzkg00(−g) 12 ǫklmdx
kdyldzm|) 12

= |γ 12 ǫijkdx
idyjdzk| = |eijkdx

idyjdzk|,

k γ ≡ g · g00; zavedli jsme tzv. prostorovou metrikuγik =
gik + γiγk, kdeγi = g0i/(−g00). Prostorová metrika ur-
čuje prostorovou geometrii na nadplochácht = konst. Lze
ukázat, že jeγ = det|γik| = gg00. Vztaheijk = γ1/2ǫijk

odpovı́dá vztahueαβγδ = (−g)1/2ǫαβγδ, měřı́me vzdále-
nost na ploše konstantnı́ho času.

Stokesovy věty v Minkovského prostoročasu majı́ tvar
nezávislý explicitně na metrice, takže v identickém tvaru
platı́ v libovolných souřadnicı́ch v křivém prostorocˇase. Za-
pı́šeme je v obecném tvaru pro s-rozměrnou oblastωs s
hranicı́∂ωs:
∮

∂ωs

Tα1...αs−1ω
α1...αs−1 =

∫

ωs

∂αs
Tα1...αs−1dω

α1...αs .

Takto zapsaná Stokesoav věta má tentýž tvar v libovol-
ných souřadnicı́ch, ač vpravo nevystupujı́ kovariantnı́, nýbrž
parciálnı́ derivace. Je totiždωα1...αs úplně antisymetrická
ve všech indexech, takže i vTα1 . . . αs−1, dolnı́ indexαs

stačı́ uvažovat úplně antisymetrickou část. Pro ni však platı́

T[α1...αs−1,αs] = T[α1...αs−1;αs],

v čemž se lze přesvědčit přı́mým výpočtem. Gaussovou větu
pro 4-rozměrnou oblast dostaneme pros = 4, položı́me-li

Tβγδ = eσβγδT
σ.

V analogii se speciálně přı́mým výpočtem můžeme psát
∮

∂Ω

T σ3!d(3)Σσ =

∫

Ω

∂α(eσβγδT
σ)[−eαβγδd(4)Ω]

=

∫

Ω

6 ∂σ(
√−g T σ)

1√−g d
(4)Ω,

kde d(4)Ω = 1
4!eαβγδdΩ

αβγδ, d(3)Σσ =
1
3!eσβγδdΣ

βγδ

jsou kovariantnı́ elementy, jež jsou prostřednictvı́m

12



eαβγδ obsahujı́ metriku. Použijeme-li vztahAµ
;µ =

1√−g
(
√−gAµ),µ, můžeme napsat Gaussovu ve zjevně in-

variantnı́m tvaru
∮

∂Ω

T σd(3)Σσ =

∫

Ω

T σ
;σd
(4)Ω.

vektorovou hustotu (váhy 1, což již dále nebudeme uvádět)

T σ = (−g)−1/2T σ

a zaved’me označenı́

d(3)Sσ = (−g)−1/2d(3)Σσ =
1

3!
ǫσβγδdΣ

βγδ,

d(4)x = (−g)−1/2d(4)Ω = 1
4!
ǫαβγδdΩ

αβγδ,

takžed(3)Sσ a d(4)x jsou hustotami váhy−1, neobsahujı́
metriku a tvarem jsou shodné se speciálně relativistickými
výrazy. Většinou buded(3)Sσ element nadplochyt =konst.,
přičemž vektory tvořı́cı́ element lze směřovat pode´l souřad-
ných čar, spolu s vektory tvořı́cı́mid(4)Ω. Pak bude

d(3)Si = 0, d(3)S0 = d
(3)x = dx1dx2dx3

d(4)x = dx0dx1dx2dx3

a Gaussova věta pro vektorovou hustotu má rovněž invari-
antnı́ tvar

∮

∂Ω

T σd(3)Sσ =

∫

Ω

T σ
,σd
(4)x,

přičemž v nı́ nikde nevystupuje metrika.
V rámci STR (např. při odvozenı́ integrálnı́ch zákonu˚

zachovánı́) lze Gaussovu větu použı́t pro tenzorové pole
2.řádu, přestože byla odvozena z invariantnı́ Stokesovy věty
jen pro vektorová pole. To je možné proto, že Lorentzovy
souřadnice vztahu

∫

∂Ω

Tασd(3)Σσ =

∫

Ω

Tασ
,σd
(4)Ω

lze α chápat jako volný index, tj. brát Gaussovu větu pro
každéα zvlášt’. Při transformaci od jednoho Lorentzova
systému k druhému se oba integrály v Gaussově větě trans-
formujı́ jako vektory, protože integranty jsou vektory a kon-
stantnı́ koeficientyΛα

β Lorentzovy transformace lze vysu-
not před integračnı́ symbol.

V křivém prosotročase by pro tenzorová pole měla mı́t
Gaussova věta tvar

∫

∂Ω

Tασd(3)Σσ =

∫

Ω

Tασ
;σd
(4)Ω;

α již ovšem nenı́ volný index, nebot’Tασ
;σ obsahuje obecně

všechny složkyTασ, dále integrály vystupujı́cı́ v Gaussově
větě se při nelineárnı́ch obecných transformacı́ch netrans-
formujı́ jako vektory, protože∂x′/∂x nelze vysunout před
integrál. Chceme-li dostat kovariantnı́ výsledek, můzˇeme v
křivém prostoročase sčı́tat v různých bodech (tj. integrovat)

pouze skaláry - nelze sčı́tat vektory a tenzory umı́stěné v
různých bodech.

Hledejme motivaci ve formálnějšı́m důkazu Gaussovy
věty pro tenzorové pole v rámci speciálnı́ relativity.Uva-
žujme vektorové polenα, libovolné, ale konstantnı́ v celé
oblastiΩ, tj. nα,β = 0. Pak Gaussova věta pro vektorové
poleT σ = nαT

ασ může být zapsána ve tvaru

nα

∮

∂Ω

Tασd(3)Σσ = nα

∫

Ω

Tασ
,σd
(4)Ω.

V plochém prostoročase lze zvolit čtyři libovolná nezávislá
konstantnı́ vektorová pole - např. vektory baze, implikuje
předchozı́ vztah Gaussovu větu pro tenzorová pole. Analo-
gicky lze Gaussovu větu zobecnit na tenzorová pole libo-
voného stupně.

V křivém prostoročasu bychom při analogickém postupu
dostali na pravé straně

∫
Ω
(nαT

ασ);σ d
(4)Ω, takže při li-

bovonémTασ by muselo býtnα;σ = 0 v celémΩ, tj.
nα,σ−Γρ

ασnρ = 0. Jelikožnα =konst., v celémΩmusı́ být
Γρ

ασ = 0 a prostoročas musı́ být plochý. Pro symetrickéTασ

stačı́, abynα splňovalo Killingovu rovnicinα;σ+nσ;α = 0,
protože v tomto přı́padě
∫

Ω

(nαT
ασ);σ d

(4)Ω =

∫

Ω

1

2
(nα;σ + nσ;α)T

ασd(4)Ω

+

∫

Ω

nαT
ασ
;σd
(4)Ω

=

∫

Ω

nαT
ασ
;σd
(4)Ω.

Má-li Killingova rovnice platit pronα =konst., musı́ být
Γρ

ασ = 0 v celémΩ. Pouze pro antisymetrickéFασ platı́

Fασ
;σ = (−g)1/2

[
(−g)1/2Fασ

]

,σ
,

takže výše uvedenou rovnici lze po zavedenı́ tenzorovéhus-
toty T ασ = (−g)1/2Fασ přepsat jako

∮

∂Ω

T ασd(3)Sσ =

∫

Ω

T ασ
,σd
(4)x. (1.12)

Dostáváme tak Gaussovu větu v klasickém provedenı́, v nı́ž
vystupujı́ parciálnı́ (ne kovariantnı́) derivace. Při jejı́m dů-
kazu nehrajı́ roli transformačnı́ vlastnosti funkcı́, jež se v nı́
vyskytujı́ (integrace perpartes a úpravy při nichž nenı´ dů-
ležité, zda se veličiny chovajı́ jako tenzory). Výše uvedené
integrály nejsou vektory, při obecných sořadnicových trans-
formacı́ch. V křivém prostoročase má invariantnı́ tvar jen
Gaussova věta pro vektorové pole, kdy jsou oba integrály
skaláry.

Rovnice (1.12) platı́ ve všech souřadných systémech,
jsou-li T ασ známé funkce souřadnic ve všech systémech.
Může ovšem býtT ασ dáno jen v jednom souřadném sys-
tému, takže (1.12) v jiných systémech neplatı́.

Pro antisymetrickéFαβ lze invariantnı́m způsobem
formulovat Gaussovu větu převádějı́cı́ integrál přes 2-
dimensionálnı́ hranici∂Σ na integrál z kovariantnı́ derivace
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přes 3-dimenzionálnı́ oblastΣ. Ve Stokesově větě (s=3) vez-
meme mı́stoFαβ duálnı́ tenzor

F ∗
αβ =

1

2!
eαβγδF

γδ =
1

2!
(−g)1/2ǫαβγδF

γδ,

takže dostáváme
∮

∂Σ

F ∗
αβdσ

αβ =

∫

Σ

∂αF
∗
βγdΣ

αβγ .

Použijeme úpravy:

F ∗
αβdσ

αβ = F ∗
µν

(
−1
2
eµναβ

)
dσ∗

αβ = F
αβdσ∗

αβ ,

∂αF
∗
βγdΣ

αβγ = ∂α

(
1

2!
eβγρσF

ρσ

)
dΣαβγ

=
1

2!
∂α

[
(−g)1/2ǫβγρσF

ρσ
]
dΣαβγ

=
1

2!
(−g)−1/2∂α

[
(−g)1/2F ρσ

]
eβγρσdΣ

αβγ

=
1

2!
(−g)−1/2∂α

[
(−g)1/2F ρσ

]

×2
(
δτ
ρδ

α
σ − δτ

ρδ
α
ρ

)
d(3)Στ

= 2(−g)−1/2∂α

[
(−g)−1/2F τα

]
d(3)Στ

= 2F τα
;αd
(3)Στ .

Stokesova věta tedy dává Gaussovu větu v jasně invariant-
nı́m tvaru

∮

∂Σ

Fαβdσ∗
αβ =

∫

Σ

2F τα
;αd
(3)Στ .

Tato „matematická“ Gaussova věta formuluje „fyzikálnı´ “
Gaussouvu větu Maxwellovy teorie způsobem nezávislým
na souřadnicı́ch: je-liFαβ tenzor elektromagnetickéhopole,
F τα

;α ∼ Jτ (čtyřproud) aΣ prostorovou nadplochou. Levá
strana této rovnice umožňuje invariantnı́m způsobem defi-
novat toky elektrického a magnetického pole plochami v
křivých prostoročasech (např. horizonty černých deˇr). Gaus-
sovu větu (fyzikálnı́) lze přepsat do standardnı́ho tvaru, dle
nejž je tok elektrického pole uzavřen plochou rovnou cel-
kovému náboji.

„Elektromagnetickou“ Gaussovu větu lze přepsat pomcı́
přı́slušné tenzorové hustoty

∮

∂Σ

Fαβd(2)S∗
αβ = 2

∫

Σ

Fτα
,αd
(3)Sτ ,

kde

Fαβ = (−g)1/2Fαβ ,

d(2)S∗
α = (−g)−1/2dσ∗

αβ =
1

2!
ǫαβγδdσ

γδ,

jež neobsahujı́ metriku a jsou formálně shodné s veličinami
z STR.

Důkaz Gaussovy věty nevyžaduje, aby v integrandech vy-
stupovaly tenzorové veličiny, takže pro libovolnou skupinu
funkcı́Wµν(xα) platı́

∫

Ω

Wµν
,νd
(4)x =

∫

∂Ω

Wµσd(3)Sσ,

kded(4)x ad(3)Sσ nezávisı́ na metrice. Podobně lze použı́t
Gaussovu větu pro funkce s většı́m počtem indexů, naprˇ. 3.
Platı́-liUµνλ = −Uµλν , pak

∫

Σ

Uµνλ
,λd
(3)Sν =

1

2

∮

∂Σ

Uµνλd(2)S∗
νλ.

V těchto výrazech vystupujı́ jen parciálnı́ derivace, vele-
mentechd(4)x, d3S, d(2)S∗

νλ nenı́ metrika a důkazy neobsa-
hujı́ transformace integrandů. Zˇ ádný z integrálů ovšem nenı́
obecně vektorem - i kdybyWµν aUµνλ byly vektorovými
hustotami, takže integrandy by byly vektory. Pouze v plo-
chém prostoročasu jsou integrály vektory vůči Lorentzovým
transformacı́m, nikoliv však vůči obecným transformacı́m
souřadnic.

Při výpočtech integrálů je opět nutno hlı́dat orientaci vek-
torů tvořı́cı́ch objemové elementy, orientace v integrálech
vlevo je třeba mı́t v souladu s orientacı́ v integrálech vpravo.
Gaussovy věty je možno přepsat pomocı́ vektoru normály
Nρ k hranici∂Ω, definovan0ho vztahem

d(3)Σρ = ǫ(N)NρdV ;

dV je invariantnı́, pozitivně definitnı́ objem definovaný
vztahemdV = |dΣαdΣ

α|. (d(3)Σρ = yρλd(3)Σλ)

Indikátor ǫ(N) =

{
−1 proNρ časové povahy
+1 proNρ prostorové povahy

Pro nadplochut =konst. existuje v každém světobodu LIS,
v němžd(3)Σρ =

(
d(3)Σ0, 0, 0, 0

)
, d(3)Σ0 = −N0dV =

dV, kdyžN0 = +1, N0 = −1 a normála mı́řı́ do budouc-
nosti ad(3)Σ0 = −N0dV = −dV, kdyžN0 = −1, N0 =
+1 a normála mı́řı́ do minulosti. Gaussovy věty pak platı́ ve
výše uvedeném tvaru, kdyžNρ mı́řı́ stále ven z oblastiΩ.

Diskutujme zákon zachovánı́ v integrálnı́m přı́padě, ply-
noucı́ z Gaussovy věty pro vektorové poleT σ(xι) splňujı́cı́
podmı́nku

T σ
;σ = 0.

Pak z Gaussovy věty plyne
∮

∂Ω

T σd(3)Σσ = 0.

!!! Tady bude obrazek !!!

Podobně speciálně relativistické situaci vybereme ob-
last Ω vymezenou prostorovými nadplochamiΣ1,Σ2
a „pláštěm válce“. Předpokládejme, že poleT σ(xι) na
plášti válce vymizı́, tj. bud’ je nenulové v konečné oblasti,
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nebo ubývá tak rychle, že pro plášt’ limtně posunutýdo
nekonečna integrál vymizı́. Pak platı́

∫

Σ1

T σdΣσ +

∫

Σ2

T σdΣσ = 0

a vzhledem k opačné orientaci normál naΣ1 aΣ2, dostá-
váme ∫

Σ

T µdΣµ = konst

a v souřadném systému, v němžΣ jsou nadplochyt =konst
zjistı́me, že

∫

t=konst
T 0(−g)1/2d(3)x = konst

takže takový integrál nezávisı́ na časet, je to zachovávajı́cı́
se skalár. Analogické zákony zachovánı́ dostaneme, pokud
platı́

Wµν
,ν = 0.

Pak ∫

Σ

Wµσd(3)Sσ = konst

a v souřadném systému, v němž jeΣ dáno relacı́t =konst.
bude ∫

t=konst
Wµ0d(3)x = konst.

V tomto přı́padě ovšem zachovávajı́cı́ se integrály nejsou
4-vektory při obecných transformacı́ch souřadnic.

1.3 Tenzor momentu hybnosti a spin

Uvažujme Lorentzův souřadný systém.Volná částice má
konstantnı́ 4-hybnostPµ. Přirozeným speciálně relativistic-
kým zobecněnı́m klasického momentu hybnosti je tenzor

Lµν = (xµ − aµ)P ν − (xν − aν)Pµ

vztažený k bodu prostoročasuaµ. Tento tenzorse při pohybu
zachovává, jak zjistı́me derivovánı́m podle vlastnı́ho času.

Soustava částic. Suma tenzorů přes jednotkové částice
se nezachovává, jestliže částice interagujı́ (předpoklady dů-
kazu II. věty impulzové neplatı́, nebot’ sı́ly obecně nejsou
centrálnı́, ani nejsou určeny polohami částic v konkre´tnı́m
čase v důsledku retardace). Do momentu hybnosti je nutno
zahrnout i přı́spěvky polı́ zprostředkujı́cı́ch interakce. Vy-
jdeme proto z tenzoru energie-hybnosti. Zavádı́me tenzor
momentu hybnosti

Mλµν = (xλ − aλ)T µν − (xµ − aµ)T λν

T µν je tenzor energie-hybnosti izolovaného systému spl-
ňujı́cı́ zákon zachovánı́T µν

,ν = 0. Je-li T µν symetrický
tenzor, platı́

Mλµν
,ν = 0

Pro izolované systémy látky a polı́ lze vždy zkonstruo-
vat symetrický tenzor energie-hybnosti (např. pro elektro-
magnetické pole či dokonalou kapalinu). Symetrický ten-
zor energie-hybnosti lze zı́skat přı́mo z Lagranigiánu,když
jej přepı́šeme do obecně kovariantnı́ho tvaru a provedeme
variaci metrického tenzoru indukovanou obecnou infinite-
zimálnı́ transformacı́ souřadnic.

Z diferenciálnı́ho zákona zachovánı́ lze odvodit integrálnı́
zákony zachovánı́ jako v přı́padě hybnosti. Z Gaussovyvěty

∫

Ω

Mλµν
,ν d

(4)Ω =

∫

∂Ω

Mλµσ d(3)Σσ = 0

IntegrályJµν =Mλµσ d(3)Σσ přes prostorovou nadplochu
Σ se zachovávajı́. Je-liΣ nadplochou současnostit =kon.,

Jµν =

∫

t=kon.

Mµν0 d(3)x

=

∫

t=kon.

[(xµ − aµ)T ν0 − (xν − aν)T µ0] d(3)x

a jelikožTm0 je m-tá složka hustoty hybnosti, připomı́ná
integrál sµ, ν 6= 0 klasický moment hybnosti.

JelikožMλµν = −Mµλν , je takéJλµ = −Jµλ, takže
Jmn má právě tři nezávislé prostorové složky, jež popi-
sujı́ celkový moment hybnosti izolovaného systému v čase
t =kon., vztažený k boduaµ. Dalšı́ tři složkyJ0m = −Jm0

dané vztahy

J0m = (t− a0)

∫

t=kon.

Tm0 d(3)x−
∫
(xm − am)T 00 d(3)x

= (t− a0)Pm −
∫

t=kon.

xmT 00 d(3)x+ amP 0,
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nemajı́ bezprostřednı́ fyzikálnı́ význam. Souvisejı́ovšem s
pohybem hmotného středu systému. Definujemi-li prosto-
rové souřadnice hmotného středu

xm
s =

∫
xmT 00 d(3)x

P 0
,

dostáváme

xm
s =

Pm

P 0
(t− a0) + am − J0m

P 0
,

tj. rovnici rovnoměrného přı́močarého pohybu hmotne´ho
středu s 3-rychlostı́

dxm
s

dt
=
Pm

P 0
,

která odpovı́dá 4-rychlosti (M je celková klidová hmotnost
systému)

Uµ =
Pµ

(−PσP σ)1/2
=
Pµ

M
.

Všechny uváděné vztahy platı́ v libovolném inerciálnı́m sys-
tému. Jeden z nich je ovšem privilegovaný: jde o klidový
systémL0, jenž se pohybuje 4-rychlostı́Uµ, takže v něm
platı́

P 0(0) =M, P i
(0) = 0

Zavedeme nynı́ vlastnı́ hmotný střed vztahem

xm
(0)vs =

1

M

∫

t(0)=kon.

xm
(0)T

00
(0) d

(3)x(0)

Uvidı́me, že poloha hmotného středu závisı́ na inercia´lnı́m
systému, vůči němuž je hmotný střed definován. Všechny
hmotné středy se pohybujı́ 4-rychlostı́Uµ, takže jsou v klidu
vůčiL0 i vůči vlastnı́mu hmotnému středu.

1.3.1 Spinový (vnitřnı́) moment hybnosti Sµν

.
Je to moment hybnosti vůči (jakékoliv) události ležı́cı́

na světočáře vlastnı́ho hmotného středu. VL0 bude mı́t
taková událost souřadnice(a0(0), x

i
(0)vs). Spinový moment

Jµν značı́meSµν . V L0 bude platitS0m(0) = 0. Třem ne-
závislým prostorovým složkámSmn

(0) přiřazujeme 4-vektor
spinu o složkách

S(0)0 = 0, S(0)1 = S
23
(0), S(0)2 = S

31
(0), S(0)3 = S

12
(0)

V obecném inercilnı́m systémuL má 4-vektor spinu složky

Sµ = −1
2
εµνκλS

νκUλ

Protože jde o tenzorovou rovnici, stačı́ ji dokázat v jednom
souřadnicovém systému, napřL0, kde jeUλ

(0) = (1, 0, 0, 0)

aSµν
··· jsou dány výše.

Přejdeme-li od referenčı́ho boduaµ k novému bodũaµ a
zavedeme-li označenı́bµ ≡ ãµ − aµ, pak změna celkového
momentu hybnosti bude

Jλµ|ã − Jλµ|a = −bλPµ + bµPλ

Ležı́-li aµ na světočáře vlastnı́ho hmotného středu, pak
Jλµ|a ≡ Sλµ. Nynı́ je evidentnı́, že ve vztahu pro 4-vektor
spinu lze psát mı́stoSλµ tenzorJλµ - moment hybnosti
vzhledem k libovolnému bodu, nebot’ členy vpravo po vy-
násobenı́Uλ = Pλ/M jsou kvadratické vP a vypadnou
při úženı́ s antisymetrickýmεαβγδ. Obecně proto platı́

Sµ = −1
2
εµνκλJ

νκUλ;

spin na volbě referenčnı́ho bodu nezávisı́. Ihned nahle´d-
neme, že 4-vektor spinu je kolmý na 4-rychlost soustavy:

SµU
µ = 0

Ležı́-li aµ na světočáře vlastnı́ho hmotného středu,ãµ je
libovolné, dostáváme rozklad

Jλµ = Sλµ + Lλµ

Celkový moment hybnosti vůči obecnémuãµ je složen z
vniřnı́ho momentuSλµ a orbitálnı́ho momentu

Lλµ = −bλPµ + bµPλ = (aλ − ãλ)Pµ − (aµ − ãµ)Pλ.

Lλµ je moment hmotného bodu s 4-hybnostı́Pµ, umı́stě-
ného ve vlastnı́m hmotném středu vůčiãµ. Dále platı́:

1

M2
JλµPµ = b

λ + Uλ(Uµb
µ) = bλ⊥;

projekcibµ do směru kolmého kUµ určı́me ze součinuJλµ

aPµ.
Pro izolovaný systém se 4-vekor spinu zachovává, spolu

se 4-vektoremPµ a celkovým momentem hybnostiJλµ:

dSµ

dt
= −1
2
εµνκλ

dJνκ

dt
Uλ − 1

2
εµνκλJ

νκ d

dt

(
Pλ

M

)
= 0.

Je-li systém nestacionárnı́, určı́me rychlost ztrátymo-
mentu hybnosti vzhledem k počátku souřadnic plochouS
ve tvaru

− dJ
µν

dt
=

∮

S

Mµνj d(2)Sj =

∮

S

(xµT νj−xνT µj) d(2)Sj ;

postup odvozenı́ je analogický odvozenı́ rychlosti ztráty
hybnosti.

Pro ztrátu vnitřnı́ho momentu hybnosti (v systému, v
němžPm = 0 a počátek ležı́ ve vlastnı́m hmotném středu)
budou netriviálnı́ složky(1, 2), (2, 3), (1, 3).

Určujeme-li ztrátu momentu hybnosti v důsledku vyzařo-
vánı́, musı́me plochuS mı́t ve vlnové zóně (přı́klad: binárnı́
systém gravitačně zářı́ a ztrácı́ moment hybnosti).

Hmotné středy definované v obecných inerciálnı́ch systé-
mechL se lišı́ od vlastnı́ho hmotného středu definovaného
v L0. Hmotný střed vL je ovšem v klidu vůčiL0, protože
v Lmá rovněž 4-rychlostUµ. Poloha hmotných středů tedy
závisı́ naL, vůči nimž jsou definovány, všechny hmotné
středy jsou v klidu vůčiL0. Určeme vztah mezi polohou

16



vlastnı́ho hmotného středu vůči hmotnému středu vzhledem
k L. Vyjděme ze vztahu proJom. Za událostaµ zvolı́me
libovolnou událost na světočáře vlastnı́ho hmotného středu,
takžeJom je převedenonaSom,am nahradı́mexm

vs, což jsou
prostorové souřadnı́ce vlastnı́ho hmotného středu v systému
L. Pak v souřadnicı́ch systémuL lze psát vztah proJom ve
tvaru

(t− a0)Pm − (xm
s − xm

vs)P
0 − Som = 0.

Zavedeme 4-vektor∆xµ
s , jenž má vL složky(t− a0, xm

s −
xm
vs), – spojuje tedy událost na světočáře vlastnı́ho hmotného

středu s událostı́ na světočáře hmotného středu vzhledem k
L. Dále zavedeme 4-vektorV µ, jenž má vL složkyV µ =
(1, 0, 0, 0), takže v jiném inerciálnı́m systémũL je to 4-
rychlostL (počátku) vůčiL̃. Pak můžeme výše uvedený
vztah přepsat do kovariantnı́ho tvaru

(∆xµ
sP

ν −∆xν
sP

µ − Sµν)Vµ = 0.

Tento vztah platı́ v libovolném inerciálnı́ systému a vL0 se
redukuje na jednoduchý 3-dimenzionálnı́ vztah

∆x(0)s = − 1
M
(V(0) × S(0)),

kdeV(0) = (V i
(0)/V

0
(0)) je obyčejná rychlost systémuL v

systémuL0. Oba hmotné středy jsou v klidu vL0 a separuje
je vektor∆x(0)s. Hmotné středy splynou, když fyzikálnı́
systém nemá vnitřnı́ moment hybnosti, takžeS = 0. Pro
ν = 0 dostáváme∆x(0)s · v = 0, což ovšem již plyne z
(2.16). V běžných jednotkách je∆x(0)s ∼ 1/c2, takže v
nerelativistické limitě bude∆x(0)s ∼ 0.

Z hlediskaL0 vytvořı́ hmotné středy vůči různýmL kru-
hový disk kolmý kS o poloměru (v běžných jednotkách)
R = |S|/cM se středem ve vlastnı́m hmotném středu. Pro
Zemi vycházı́R ∼ 10m, pro atomy ovšem může být R
srovnatelné s rozměry atomu.

Při daných hodnotáchM a |S| je poloměr fyzikálnı́ho
sysytému konečných rozměrůromezen v klidovém systému
L0 zdola limitou r ≥ R = |S|/cM , pokud je v každém
L hustota energieT 00 ≥ 0. Pokud by byl rozměr menšı́,
existoval by systémL, v němž by se hmotný střed nacházel
vně fyzikálnı́ho systému a hustota energie by nemohla by´t
pozitivně definitnı́. Jsou-li dány rozměrR a hmotnostM
fyzikálnı́ho systému, na velikost spinu dostáváme omezenı́
|S| < cRM .

1.3.2 Fermiho a Fermiho–Walkerův přenos

Předpokládejme, že vL0, v němž je v daném okamžiku
vlastnı́ hmotný střed fyzikálnı́ho systému v klidu, pu˚sobı́ na
systém sı́la pouze v tomto středu – nevznikajı́ tedy momenty
sil. To je realizovatelné bodovou částicı́ se spinem, nebo
bezsilovým setrvačnı́kem upevněným ve středu. Pak vL0,
kde v daném okamžiku jeUλ

(0) = (1, 0, 0, 0), platı́

dSi
(0)

dt(0)
= 0.

Tento vztah lze přepsat pro libovolnéL v lorentzovsky in-
variantnı́m tvaru

dSµ

dτ
= AUµ;

τ je vlastnı́ čas vlastnı́ho hmotného středu. Multiplikativnı́
faktorAmusı́me určit. Derivovánı́mpodmı́nkyortogonality
SµU

µ = 0 dostaneme

Sκ
dUκ

dτ
+AUκU

κ = 0,

takže vzhledem k relacı́mUαU
α = −1, mdUα

dτ = fα (fα

je 4-sı́la) lze psát

A = Sκ
dUκ

dτ
= Sκ

fκ

M

a 4-vektor spinu v takovém přı́padě splňuje rovnici

dSα

dτ
=
(
Sκ
dUκ

dτ
Uα
)

Vektor Sα splňujı́cı́ tuto diferenciálnı́ rovnici podél světo-
čáryxµ(τ) s tečnými vektoryUµ = dxµ/dτ se podél této
světočáry přenášı́Fermiho přenosem.

Při Fermiho přenosu vektorSα nekoná žádnou rotaci vůči
osám inerciálnı́ho systému, v němž je v daném okamžiku v
klidu Uµ = (1, 0, 0, 0). VektorSα koná rotaci v (časové)
rovině vektorůUµ adUµ/dτ , přičemž zůstává ortogonálnı́
k Uµ. Např. v rovině(t, x) bude 4-vektorSα konat rotaci,
bude-li

dSα

dτ
= −ΩακSκ,

kdeΩακ = −Ωκα má nenulové složkyΩtx = −Ωxt; pak
dSα má nenulové složkydSt, dSx, přičemž složkySy, Sz

se neměnı́. SamotnýSα v rovině(t, x) ležet nemusı́.
VektorSα bude konat rotaci v rovině vektorůU ι, Aι =
dU ι/dτ , pokudΩικ = AιUκ − U ιAκ. Pak dostáváme

dSι

dτ
= −ΩικSκ = −Aι(UκSκ) + (SκA

κ)U ι

a při SκU
κ = 0 dostáváme podmı́nku Fermiho přenosu.

Tato podmı́nka zajišt’uje zachovánı́ podmı́nky ortogonality
SκU

κ = 0 během přenosu:

d

dτ
(SκU

κ) =
dSκ

dτ
Uκ + Sκ

dUκ

dτ

=

(
Sµ
dUµ

dτ

)
UκU

κ

︸ ︷︷ ︸
=−1

+Sκ
dUκ

dτ
= 0

V přı́padě zrychleného pohybu spin zachovává svůj směr
a velikost v každém okamžitém klidovém inerciálnı́msys-
tému, avšak vůči pevnému inerciálnı́mu systému se měnı́
– jde o tzv.Thomasovu precesi! Pokud fyzikálnı́ systém
(částice, setrvačnı́k) nenı́ urychlen (Uµ = konst.), spin se
přenášı́ paralelně!

Fermiho přenos pro libovolný vektor kolmý kU ι zacho-
vává jejich ortogonalitu a velikost. Pomocı́ Fermiho pře-
nosu můžeme zavést lokálnı́ referenčnı́ systém urychleného
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pozorovatele. Fyzikálně realizujeme osy tohoto referenč-
nı́ho systému třemi navzájem kolmými setrvačnı́ky, upev-
něnými ve společném vlastnı́m hmotném středu. Sı́latriádu
setrvačnı́ků urychluje, působı́ však ve společném vlastnı́m
hmotném středu, takže spin každého setrvačnı́ku je fermi-
ovsky přenášen. Vektory spinu označı́me jako vektory báze
eα
(i), i = 1, 2, 3 čı́sluje vektory. V danémτ = τ0 je normu-

jeme a uvědomı́me si, že jsou kolmé kUµ.

ηλµe
λ
(i)e

µ
(j) = Sij ; ηλµe

λ
(i)U

µ = 0

Zavedeme-li vτ > τ0 podél světočáryxµ(τ) vektoryeν
(i)(τ)

vyhovujı́cı́ rovnici Fermiho přenosu

deι
(i)

dτ
=

(
e(i)κ

dUκ

dτ

)
U ι,

máme zajištěno, žeeι
(i) budou sUµ v libovolnémτ tvořit

ortonormálnı́ tetrádu, která splňuje (2.42), přičemž triáda
eι
(i) bude ve výše popsaném smyslu nerotujı́cı́!

Fermiho–Walkerův přenos je zobecněnı́m Fermiho pře-
nosu – na rozdı́l od vektorů přenášených kolmo kUµ

se zavádı́ pro libovolné vektory. VektorWµ je přenášen
Fermiho–Walkerovým způsobem podél světočáryxµ(τ), je-
li splněna rovnice

dWµ

dτ
=

(
Wκ
dUµ

dτ

)
Uµ − (WκU

κ)
dUµ

dτ
.

ProWµ ⊥ Uµ dostáváme již automaticky rovnici Fermiho
přenosu.

Rovnici Fermiho–Walkerova přenosu opět můžeme pře-
psat ve tvaru

dWα

dτ
= −ΩακWκ,

kde

Ωακ = −Ωκα = AαUκ −AκUα, Aα =
dUα

dτ
;

opět jde o rotaci v roviněAα,Uα, ve stejném smyslu jako u
rotace při Fermiho přenosu,Wµ ovšem nemusı́ být kolmé
k Uµ. Je evidentnı́, že samotný 4-vektor rychlostiUµ je
přenášen Fermi–Walkerovým přenosem podélxµ(τ). Při-
rozenou, nerotujı́cı́ tetrádou urychleného pozorovatele je
čtveřice ortonormálnı́ch vektorů{eµ

(ι)}, eµ
(0) = U

µ, Fermi–
Walkerovsky přenášená podél světočáry.

1.3.3 Fermiho–Walkerův přenos v křivém
prostoročase

V křivých prostoročasech se volná testovacı́ částice pohy-
buje po geodetice, tj. s nulovým 4-zrychlenı́m:

Aµ =
DUµ

dτ
= Uµ

;νU
ν = 0,

kde 4-rychlost splňuje normovacı́ podmı́nku

gµνU
µUν = −1.

Má-li částice spin, 4-vektorSµ se podél geodetiky rovněž
přenášı́ paralelně:

DSµ

dτ
= 0,

jelikož na částici nepůsobı́ vnějšı́ (negravitačnı́) sı́ly. Pro
spin přitom stále musı́ platit

SµU
µ = 0

Působı́-li na částici vnějšı́ sı́la, pohybová rovnice má pro
4-zrychlenı́ kovariantnı́ tvar

Aµ =
DUµ

dτ
=
fµ

m
;

4-sı́lu fµ určı́me v libovolném referenčnı́m systému tak,
že vyjdeme z výrazu pro 4-sı́lu v LIS (např. v okamžitém
klidovém systému) a přetransformujeme jej na 4-vektor v
obecném souřadném systému. Působı́-li sı́la na částici ve
vlastnı́m hmotném středu, zákon přenosu spinu zı́skáme pře-
vedenı́m rovnice Fermiho přenosu do kovariantnı́ podoby
(tj. rovnici Fermiho přenosu v gravitačnı́m poli)

DSν

dτ
=

(
Sκ
DUκ

dτ
U ι

)
.

Současně ovšem platı́SµU
µ = 0a vektor spinu zůstává stále

kolmý na 4-rychlost (tj. tečnu ke světočáře). Přitom vůči
osám LIS, který se v daném bodě prostoročasu pohybuje
stejnou rychlostı́ nekoná žádnou rotaci.

Zobecněnı́ na přenos vektorů, jež nemusejı́ být kolme´
k Uµ je Fermiho–Walkerův přenos, jenž bude v obecném
gravitačnı́m poli dán kovariantnı́ rovnicı́

DW ι

dτ
=

(
Wκ
DUκ

dτ

)
U ι − (WκU

κ)
DU ι

dτ

Vı́me, že každý systém se spinem má zdola omezený
poloměr musı́ být ”minimálně rozlehlý”. Dá se proto oče-
kávat, že se částice se spinem nebude pohybovat přesneˇ po
geodetice, jak plyne z principu ekvivalence a předpokladu
minimálnı́ vazby, nýbrž že se v pohybové rovnici objevı́ člen
úměrný Riemannovu tenzoru křivosti. Vı́me totiž, žeRie-
mannův tenzor popisuje nehomogenity gravitačnı́ho pole,
tj. slapové sı́ly, jež se při působenı́ na ”rozlehlou” cˇástici
mohou projevit. Plně uspokojivé řešenı́ tohoto proble´mu
neexistuje, vzhledem k potı́žı́m s rigoróznı́ definicı́ těžiště
rotujı́cı́ho tělesa v křivých prostoročasech.

Odchylky od geodetiky budou jistě malé a povedou ke
4-zrychlenı́, jež se od nulového budou lišit o členy

mδAµ ∼ εαβρσRµκ
αβUκSρUσ.

Pro rotujı́cı́ těleso s úhlovou rychlostı́ω, poloměremR,
hmotnostı́m pohybujı́cı́ se rychlostı́v ≪ 1 v newtonov-
ském potenciáluΦ ∼ M/r jsou velikosti složek vlastnı́ho
momentu hybnosti (spinu)|Si| ∼ (mR2)ω a prostorové
složky 4-rychlosti|Ui ∼ v ∼ (M/r)1/2 (ze zákona zacho-
vánı́ energie při pohybu v gravitačnı́m poli). Pro složky Ri-
emannova tenzou je typicky|Rµν

αβ | ∼ ∇(∇Φ) ∼ M/r3.
Časová složka|S0| ∼ v|Si| ≪ |Si|, (|U0| ∼ 1).
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Pro slabé gravitačnı́ pole jeg00 ≈ −(1 + 2Φ), g11 =
g22 = g33 = (1 − 2Φ) a lze ukázat, že složkyRm0

ab = 0.
Největšı́ přı́spěvek vδAi bude mı́t tvar

|δAi| ∼ m−1|Ri0
j0||U0||Sr|Us|

∼ m−1(M/r3)(1)(mR2ω)(M/r)
1
2

tj.

δAi ≈
(
ωR2

r

)(
M

r

)1/2
aNewton; aNewton =

M

r2
.

Pokud by planeta rotovala meznı́ rychlostı́ (na rovnı́ku se
odstředivá sı́la rovná gravitačnı́),ω2 = m/R3, bylo by

|δAi| ≤
(m
R

)1/2(R
r

)(
M

r

)1/2
aNewton

a v našı́ planetárnı́ soustavě bude|δAi| ≤ 10−12aNewton

1.3.4 Lokálnı́ referenčnı́ systém

Mějme libovolně se pohybujı́cı́ho pozorovatele se světočá-
rou (v obecném souřadném systému)Zµ(τ); τ je vlastnı́
čas pozorovatele. Pozorovatel je vybaven ortonormálnı́tri-
ádou vektorůeµ

(i) (měřı́cı́ch tyčı́), jež budou použı́vány ke
konstrukci nového souřadného systému v bezprostřednı́m
okolı́ pozorovatele. V novém souřadném systému, ozna-
čeném{Xµ}, bude světočára pozorovatele počátkem, tj.
xi = 0. Časová souřadnicex0 ≡ τ . Jako ”nultý” vektor
báze bude tedy vystupovat 4-rychlost pozorovatele; ta máv
{Xµ} složkyeµ

(0) ≡ Uµ = (1, 0, 0, 0). Jelikož je v takovém

souřadném systěmueµ
(i) = δµ

i a tetráda je ortonormálnı́,
musı́ být podél světočáry pozorovatele (historie pocˇátku,
xi = 0, τ libovolné)gµν = ηµν , gµν,0 = 0. Proto má me-
trika v bezprostřednı́m okolı́ světočáry (užitı́m Taylorova
rozvoje) tvar

ds2 = ηµνdx
µ dxν + gµν,ix

idxµ dxν .

Pozorovatel vyšle ve směru třı́ prostorových vekrorů
eµ
(i) tři prostorové geodetiky (viz obr.), jež budou pa-

rametrizovány vlastnı́ délkou (obloukem)s vystupujı́cı́
v roli prostorové souřadnice měřené podél přı́slusˇných
souřadných čar (geodetik).

!!! Tady bude obrazek !!!

Uvažujme blı́zký bodP , k němuž vede prostorová
geodetika.P i geodetika ležı́ v nadplošex0 ≡ τ = konst.
Souřadnice bodu jsouxµ = tµ.s; tµ je jednotkový vektor s
počátkem ve směru geodetiky,s je délka oblouku. Proto je
d2xµ/ds2 = 0 a rovnice geodetiky má v počátku tvar:

Γµ
ij

dxi

ds

dxj

ds
= Γµ

ijt
itj = 0

pro libovolnáti. Musı́ tedy býtΓµ
ij = 0 . Z rovnicegαβ,γ =

gµαΓ
µ
βγ + gµβΓ

µ
αγ a z metriky výše zavedené pak plyne,

opět pouze v počátkuxi = 0 a při libovolnémτ , že je

gij,k = 0; g0i,j = −g0j,i.

Jelikož jeg0i,j antisymetrická vi, j, má jen tři nezávislé
”složky”, jimž lze přiřadit 3-vektorωk, takový, že

g0i,j = −εijkω
k,

kde εijk je 3-dimenzionálnı́ Levi-Civitův symbol; prosto-
rová metrika je vxi = 0 eukleidovská.

Prostorové složky 4-zrychlenı́ uvažovanéhopozorovatele
jsou v zavedených souřadnicı́ch dány relacemi

ai = U i
;µU

µ = U i
;0 = Γ

i
0ρU

ρ = Γi
00

=
1

2
ηiµ(gµ0,0 + g0µ,0 − g00,µ),

takže

ai = −1
2
g00,i

a derivaceg00 lze vyjádřit pomocı́ zrychlenı́. Metriku v okolı́
světočáry uvažovaného pozorovatele, vyjádřenou vjeho při-
rozených souřadnicı́ch pak dostáváme v prosté formě:

ds2 = −(1 + 2aix
i)(dx0)2 − 2εijkx

jωkdx0dxi

+δijdx
idxj +O(|xi|2)dxλdxκ

Nenulové složky afinnı́ konexe přı́slušných této metrice jsou

Γi
00 = a

i, Γ00i = ai, Γi
0j = −εi

jkω
k.

Zkonstruovaný systém nazýváme lokálně referenčnı´ systém
(LRS) urychleného pozorovatele. Metrika platı́ v okolı́ po-
čátku s přesnostı́ členů lineárnı́ch vxi (u kvardratických
členů by se objevily složky Riemannova tenzoru). Pokud
je LRS nerotujı́cı́ a pozorovatel volně padá, pak všechny
složky afinnı́ konexe budou nulové, stejně jako derivace
metriky. Pak LRS je LIS – na rozdı́l od dřı́ve diskutovaných
LIS, omezených na okolı́ jediného světobodu, nynı́ jde o
LIS v okolı́ světočáry (geodetiky).

Jde-li o LRS podél urychlené světočáry, lze v každé udá-
losti na světočáře nalézt LIS pohybujı́cı́ se stejnourychlostı́
jako LRS (tj.Uµ, jehož osy v daném okamžiku splývajı́ s
osami LRS, i když osy LRS vůči osám LIS obecně rotujı́.
Lze předpokládat, že událost, v nı́ž LIS konstruujeme, ležı́
v prostorovém i časovém počátku LRS, takže......

Uvažujme, že LRS pozorovatele v jistém okamžiku mı́jı́
volně padajı́cı́ částice. Pohybová rovnice částiceje rovnice
geodetiky, parametrizovaná vlastnı́m časemλ. Rovnice ge-
odetiky zapsaná v LRS dává v časové složce

d2x0

dλ2
+ 2ai

dx0

dλ

dxi

dλ
= 0

a prostorové složky lze psát s využitı́m časové složky v
názorném tvaru

r̈ = −a− 2ω × r+ 2(a · ṙ)ṙ,
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kde tečka značı́ derivaci podle vlastnı́ho času pozorovatele,
a = (ai) jsou prostorové složky jeho zrychlenı́ ar = (xi)
jsou souřadnice částice volně padajı́cı́ v LRS. Prvnı́člen
odpovı́dá zrychlenı́ pozorovatele, třetı́ člen je relativitsická
korekce (v konvenčnı́ch jednotkách∼ 1/c2), druhý člen je
Coriolisovo zrychlenı́.

I když pozorovatel volně padá, zrychlenı́ částice vůči
němu nemusı́ být nulové, nebot’ osy mohou při pádu ro-
tovat a v souřadném systému vázaném na tyto osy se objevı́
Coriolisovo zrchlenı́. Pouze je-liΓi

0j = 0, tj. ~ω = 0, Corio-
lisovo zrychlenı́ se neobjevı́. To by ovšem mělo platit tehdy,
když se triádaeµ

(i) přenášı́ Fermiho–Walkerovýmpřenosem,

vlastně Fermiho přenosem, nebot’eµ
(i) jsou stále ortogonálnı́

k Uµ. Skutečně pro Fermiho–Walkerův přenos vektorůeµ
(i)

dostáváme

Deµ
(i)

dτ
≡ eµ

(i);ρU
ρ = eµ

(i);0 = e
µ
(i),0 + Γ

µ
κ0e

κ
(i) = Γ

µ
i0

= (eκ
(i)aκ)U

µ = aiU
µ = aiδ

µ
0 .

Pro µ = j vidı́me, že Fermiho–Walkerův přenos je
ekvivalentnı́Γj

i0 = 0, tj. ~ω = 0. Názorně to ukazuje i
v rámci obecné relativity, že vektory přenášené Fermiho–
Walkerovým způsobem nerotujı́.

...souřadnice v LRS jsouxi = x0 = 0. Transformace od
LRS (xµ) k LIS (ξµ) je dána relacemi:

ξi = xi +
1

2
ai(x0)2 + εijkωjxkx0 +O(|xi|3),

ξ0 = x0 + (asx
s)x0 +O(|xi|3).

Inverznı́ transformace je dána relacemi

xi = ξi − 1
2
ai(ξ0)2 + εijkωjξkξ0 +O(|ξi|3),

x0 = ξ0 − (asξ
s)ξ0 +O(|ξi|3).

Z transformačnı́ch vztahů pro metriku a afinnı́ konexi zjis-
tı́me, že v počátku LIS(ξi = ξ0 = 0) je metrika Minkov-
ského a složky afinnı́ konexe vymizı́.

Přiωi = 0 jsou výše uvedené transformace limitou přesné
transformace mezi rovnoměrně zrychleným a inerciálnı´m
systémem ve STR. Pokud se rovnoměrně zrychlený systém
(v STR je jeho zrychlenı́ konstantnı́ v každém okamžitém
klidovém IS) se souřadnicemix, y, z, t pohybuje se zrychle-
nı́ma podél prvnı́ osy inerciálnı́ho systému se souřadnicemi
X,Y, Z, T , přesná transformace je ve standardnı́ch jednot-
kách:

X =
c2

a

(
cosh

at

c
− 1
)
+ x cosh

at

c
, Y = y,

Z = z, T =
c

a
sinh

at

c
+
x

c
sinh

at

c
.

Rozvojem hyperbolických funkcı́ v(at/c) a ponechánı́m
prvnı́ch členů dostaneme transformačnı́ vztahy uvedené
výše.

1.4 Energie, hybnost a moment hyb-
nosti gravitačnı́ho pole

Podle Einsteinových gravitačnı́ch rovnic budı́ fyzikálnı́ sys-
témy gravitačnı́ pole prostřednictvı́m symetrickéhotenzoru
energie–hybnosti. V rámci STR tenzor energie–hybnosti
izolovaného systému splňuje zákon zachovánı́

T µν
,ν = 0

a zákon zachovánı́ momentu hybnosti je

(xλT µν − xµT λν),ν = 0.

Z těchto lokálnı́ch, diferenciálnı́ch zákonů lze odvodit glo-
bálnı́, integrálnı́ zákony zachovánı́.

V přı́tomnosti gravitace pro tenzor energie–hybnosti
hmoty platı́ kovariantnı́ zákon zachovánı́

T µν
;ν = 0

Z něj však již integrálnı́ zákony zachovánı́ neplynou. Uká-
zali jsme ovšem, že pro vektorové pole s nulovou kovari-
antnı́ divergencı́ lze nalézt integrálnı́ veličiny, jež se zacho-
vávajı́. Pro tenzorová pole by však musela vymizet obyčejná
divergence, aby byla aplikovatelná Gaussova věta.

Intuitivně je jasné, že při interakci hmotného systému s
gravitacı́ se nebudou celková energie a hybnost hmoty za-
chovávat. V nestacionárnı́ch přı́padech zjevně budouvyza-
řovány gravitačnı́ vlny, jež budou odnášet energii ahybnost.
V oblastech, kde se gravitace můžeme zbavit a kde s do-
statečnou přesnostı́ můžeme použı́t IS, zákony zachovánı́
hmoty platit budou; kovariatntnı́ zákony tam přecházejı́ ve
speciálně relativistické.

Obecně by se měla zachovávat celková 4-hybnost hmoty
a gravitačnı́ho pole. Diferenciálnı́ zákon zachovánı´ musı́
obsahovat parciálnı́ derivace (Gaussova věta pak bude pou-
žitelná), takže jej vyjádřı́me ve tvaru

[(−g)(T µν + tµν)],ν = 0; (1.13)

tµν charakterizuje energii a hybnost gravitačnı́ho pole; aby
tµν bylo symetrické a mohl být formulován zákon zachovánı´
momentu hybnosti, musı́me zavést člen(−g).

Aby zákon zachovánı́ platil v každém systému souřadnic,
musı́ divergenčnı́ rovnice (1.13) platit v každém syste´mu
a tµν nemohou být složky tenzoru (obyčejná divergence
tenzoru by transformacı́ z LIS do obecného systému přešla
na divergenci kovariantnı́). Veličinutµν nazýváme komplex
energie–hybnosti graviatčnı́ho pole.

Při konstrukci komplexutµν vycházı́me z Einsteino-
vých rovnic, z nichž vyjádřı́meT µν ; pak po vynásobenı́
(1.13)16π dostáváme

[(−g)(2Gµν + 16πtµν)],ν = 0 (1.14)

Tato rovnice by měla být splněna identicky.
Vyjdeme z analogie s negraviatčnı́mi poli. Budeme proto

předpokládat, žetµν závisı́ jen na metrickém tenzoru a jeho
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prvnı́ch derivacı́ch, vystupujı́cı́ch v roli intenzit graviatčnı́ho
pole. Závislost na prvnı́ch derivacı́ch budiž kvadratická. V
(1.14) vystupujı́ dı́kyGµν lineárně i druhé derivace metriky.

Jako identicky splnı́me rovnicidivB = 0 položı́me-li
B = rotA, tj.

Bi = εijkAk,j = Uij,j , Uij = −Uji = εijkAk.

Rovnici (1.14) identicky splnı́me, bude-li

(−g)(2Gµν + 16πtµν) = hµνλ
,λ, (1.15)

kde jsme zavedlisuprepotenciál hµνλ splňujı́cı́ podmı́nky
symetrie

hµνλ = −hµλν , hµνλ
,λ = h

νµλ
,λ;

prvnı́ podmı́nka spolu s (1.15) zaručuje identické splneˇnı́
(1.14), druhá zaručuje symetriitµν . Suprepotenciál nesmı́
obsahovat vyššı́ než prvnı́ derivace metriky. To bude spl-
něno, bude-li superpotenciál divergencı́ výrazu závislého
pouze na metrice:

hµνλ = Hµνλκ
,κ.

Požadavky symetriı́ superpotenciálu určujı́Hµνλκ až na
multiplikativnı́ konstantu. Zapı́šeme přı́mo výsledek

Hµνλκ = (−g)(gµνgλκ − gµλgνκ)

Můžeme se přesvědčit, že platı́ symetrie:

Hµνλκ = −Hµλνκ,

Hµνλκ = −Hκνλµ, Hµνλκ = Hνµκλ,

H [µ|ν|λκ]cycl = Hµνλκ +Hκνµλ +Hλνκµ = 0

Z Hµνλκ učı́me superpotenciál a zGµν a (1.14) dostaneme
po dlouhém výpočtu komplex energie a hybnosti gravitač-
nı́ho pole. Je výhodné užı́t veličinȳgµν =

√−g gµν ; pak

16π(−g)tµν = ḡµν
,α ḡ

αβ
,β − ḡµα

,α ḡ
νβ

,β

+
1

2
gµνgαβ ḡ

αγ
,δ ḡ

δβ
,γ

−gαβ ḡ
αγ

,δ (g
µδ ḡνβ

,γ + g
νδḡµβ

,γ)

+gαβg
γδḡµα

,γ ḡ
νβ

,δ

+
1

8
(2gµαgνβ − gµνgαβ)

×(2gγδgικ − gδιgγκ)ḡ
γκ

,α ḡ
δι

,β

Takto definovaná veličina je nazývánaLandaův–Lifšicův
komplex energie–hybnosti. Má tyto vlastnosti:

• Spolu s tenzorem energie–hybnosti hmoty splňuje v
důsledku gravitačnı́ho zákona diferenciálnı́ zákonza-
chovánı́[(−g)(T µν + tµν)],ν = 0, z něhož lze odvodit
integrálnı́ zákony zachovánı́ celkové energie a hyb-
nosti.

• Je symetrický, takže umožňuje formulovat zákon za-
chovánı́ celkového momentu hybnosti.

• Obsahuje kvadraticky prvnı́ derivace metrického ten-
zoru, vyššı́ derivace neobsahuje.

Vzhledem k posledně jmenované vlastnosti nenı́tµν ten-
zorem. Zvolı́me-li v dané události LIS,gαβ

,γ = 0 a tµν

vymizı́. Kdyby bylo tµν tenzorem, muselo by vymizet ve
všech souřadných systémech. Jenže obecně jetµν 6= 0.

Z toho, že volbou souřadného systému lzetµν vynulovat,
plyne důležitý závěr: gravitačnı́ energie nenı́ lokalizova-
telná!

Nemá smysl hovořit o množstvı́ gravitačnı́ energie v určité
lokálnı́ oblasti. Ovšem globálnı́ gravitačnı́ energie izolova-
ných systémů má dobrý smysl.

Tento výsledek je ovšem vcelku přirozený vzhledem k
principu ekvivalence, dle nějž můžeme gravitačnı́ sı´lu ne-
chat vymizet; přežı́vajı́ jen slapové sı́ly, tj. neloka´lnı́ efekty
(energie souvisı́ s pracı́ a ta je dána silou). Dalšı́ verze tohoto
argumentu řı́ká, že globálně nelze gravitačnı́ sı́ly odtrans-
formovat, nebot’neexistuje záporná gravitačnı́ hmota(v roli
náboje budı́cı́ho pole).

Komplextµν nenı́ obecně tenzorem, transformuje se však
jako tenzor při lineárnı́ch ortogonálnı́ch transformacı́ch se
strukturou odpovı́dajı́cı́ Lorentzovým transformacı́m. Platı́-
li

x
′µ = Λµ

νx
ν + bµ, Λµ

ρΛ
ν

σηµν = ηρσ,

pak snadno ověřı́me, že

t
′µν = Λµ

ρΛ
ν

σt
ρσ.

V oblastech prostoročasu s velkou křivostı́ to je pouze
formálnı́ vlastnost. Daleko od ostrovnı́ch systémů hmot
bude prostoročas přecházet na Minkovského prostoročas
STR, pak výše uvedené transformace odpovı́dajı́ Lorent-
zovým transformacı́m svazujı́cı́ souřadné systémy, jež jsou
asymptoticky Lorentzovské. Ty pak majı́ metrický význam
(určujı́ prostorové a časové vzdálenosti) a jsou fyzikálně
privilegované.

1.4.1 Integrálnı́ zákony zachovánı́

V analogii s výrazy pro zachovávajı́cı́ se veličiny charakte-
rizujı́cı́ rozloženı́ hmoty – veličiny(−g)(T µν+ tµν) splňujı́
diferenciálnı́ zákony zachovánı́ s parciálnı́mi derivacemi a
majı́ roliWµν . Dostáváme zachovávajı́cı́ se veličiny

Pµ =

∫

Σ

(−g)(T µν + tµν)d(3)Sν ,

kde d(3)Sν je prostorová nadplocha. Předpokládáme, že
(−g)(T µν + tµν) ubývá v prostorovém nekonečnu dosta-
tečně rychle. Je-li souřadný systém vybrán tak, žeΣ je dána
x0 = t = konst., pak

Pµ =

∫

t=konst.

(−g)(T µ0 + tµ0)d(3)x.
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HodnotyPµ nezávisejı́ na volběΣ; za nepřı́tomnosti gra-
vitačnı́ho pole přejdou v Lorentzových souřadnicı́chna cel-
kovou 4-hybnost hmotného systému v STR.Pµ dané výše
uvedenými výrazy je tedy celková 4-hybnost izolovaného
systému hmoty a gravitačnı́ho pole.

Budeme uvažovat pouze izolované ostrovnı́ systémy, kdy
je prostoročas asymptoticky plochý.Pµ se bude zachovávat
pouze tehdy, když(−g)(T µν+ tµν) ubývá patřičně rychle v
prostorovém nekonečnu. V OTR je ostrovnı́ systém takovy´,
že prostoročas je asymptoticky plochý. Uvidı́me, že glo-
bálnı́ veličiny (ceková 4-hybnost, moment hybnosti, vnitřnı́
moment hybnosti a rychlosti jejich poklesu) majı́ fyzikálnı́
smysl pouze v asymptoticky plochém prostoročasu.

Při integraci přes 2-rozměrnou plochuS předpoklá-
dáme, že celá tato plocha obklopujı́cı́ izolovaný systém
hmot ležı́ v asymptoticky ploché oblasti, kde jsou zave-
deny Lorentzovy souřadnice. V asymptoticky ploché ob-
lasti existuje systém souřadnicxµ, v nichž při označenı́
r =

√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 platı́

gµν → ηµν pro r → ∞

Souřadnice nazveme asymptoticky Lorentzovými.
Rigoróznı́ definice izolovaného systému a asymptoticke´

plochosti je velice obtı́žná. Prostoročas totiž nenı́neměnnou
arénou fyzikálnı́ch procesů jako v STR (a Minkovského
metrice), nýbrž je sám dynamickouentitou. Nicméně v OTR
rigrózně zı́skané výsledky odpovı́dajı́ fyzikálněnázorným
představám formulovaným v STR. Např. izolovaný syste´m
může vysı́lat zářenı́ jen konečnou dobu (má jen konecˇnou
energii), pak dı́ky integraci přes celou nadplochut = konst.
bude i vyzářená energie a hybnost zahrnuta do integrálua
Pµ se zachovává.

Abychom zjistili, kolik energie a hybnosti ostrovnı́ syste´m
vyzařuje, musı́me jej obklopit pevnou 2-plochou a počı́tat
toky touto plochou (jako ve speciálně relativistickém přı́-
padě). V OTR volı́me často plochuS v asymptoticky ploché
oblasti, daleko od ostrovnı́ho zdroje. Pak rychlost poklesu
celkové 4-hybnosti hmoty gravitačnı́ho pole dostáváme

−dP
µ

dt
=

∮
(−g)(T µj + tµj) d(2)Sj ,

d(2)Sj je 3-vektor ležı́cı́ na nadplošet = konst., kolmý kS.
d(2)Sj neobsahuje metriku – je shodné se složkamid(2)S∗

0j ,
nebot’dσγδ má nenulové složky proγ = c, δ = d. Vektory
tvořı́cı́ element dvojplochy ležı́cı́ vt = konst. ad(2)S∗

αβ

má nenulové složkyd(2)S∗
0j =

1
2ε0jcd dσ

cd = 1
2εjcd dσ

cd.
PlochouS nejčastěji hmota nebude protékat (pro systém
Slunce - Země by tomu tak nebylo, k Zemi přicházı́ slunečnı́
vı́tr a elektromagnetické zářenı́) a pak lze psát

−dP
µ

dt
=

∮

S

(−g)tµνd(2)Sj ;

tento výraz vyjadřuje ztráty 4-hybnosti prostřednictvı́m gra-
vitačnı́ho pole, gravitačnı́ch vln.

Výše uvedené výrazy lze dokázat užitı́m diferenciálnı́ho
zákona zachovánı́ a 3-dimenzionálnı́ Gaussovy věty:

−dP
µ

dt
= − d

dt

∫

t=konst

[
(−g)

(
T µ0 + tµ0

)]
d(3)x

= −
∫

t=konst

[
(−g)

(
T µ0 + tµ0

)]
,0
d(3)x

= +

∫

t=konst

[
(−g)

(
T µj + tµj

)]
,j
d(3)x

=

∮

S

[
(−g)

(
T µj + tµj

)]
d(2)S

Vyjádřemetµν pomocı́ superpotenciálu:

(−g) (T µν + tµν) =
1

16π
hµνλ

,λ =
1

16π
Hµνλκ

,κλ

Skutečnost, žehµ00 = 0 ahµνλ = −hµλν , umožňuje vyjá-
dřit Pµ jako integrál přes 2-plochu obklopujı́cı́ systém:

Pµ =

∫

t=konst

1

16π
hµ0λ

,λd
(3)x =

1

16π

∮

S

hµ0jd(2)Sj

=
1

16π

∮

S

Hµ0jκ
,κd
(2)Sj

Tedy celkovou enrgii a hybnost ostrovnı́ho (izolovaného)
systému v OTR lze vyjádřit pomocı́ veličin charakterizujı́-
cı́ch gravitačnı́ pole v asymptotické oblasi, daleko od sys-
tému hmot jako výše uvedený integrál. (Analogie z elek-
trodynamiky: celkový náboj určı́me Gaussovou větou prˇes
plochu obklopujı́cı́ systém v nekonečnu.)

Pro rychlost poklesu celkové 4-hybnosti dostáváme po-
mocı́ superpotenciálu

−dP
µ

dt
=
1

16π

∮

S

hµjλ
,λd
(2)Sj =

1

16π

∮

S

Hµjλκ
,κλd

(2)Sj .

Integraci provádı́me, přes 2-rozměrnou, čistě prostorovou
(nejčastěji kulovou) plochuS ležı́cı́ v nadplošet =konst.

V asymptoticky plochých prostoročasech lze zavést ra-
diálnı́ souřadnicir, jež má daleko od ostrovnı́ho systému
význam radiálnı́ souřadnice v Minkovského geometrii.Jako
plochuS pak volı́me koulir =konst (pror → ∞). Pak

d(2)Sj ∼ xj

r
r2 sin θdθdϕ ≡ nj · r2dΩ

a

Pµ =
1

16π

∮

r=konst

Hµ0jκ
,κnjr

2dΩ,

dPµ

dt
=
1

16π

∮

r=konst

Hµjλκ
,κλnkr

2dΩ.

Pokud plochouS proteče jen gravitačnı́ pole dostaneme
provýkon gravitačnı́ho zářenı́ (množstvı́ energie projdivšı́
plochouS za jednotku času) formuli

LGR ≡ −dE
dt
= −dP

0

dt
=

∮

r=konst

t0jnjr
2dΩ

=
1

16π

∮

r=konst

H0jλκ
,κλnjr

2dΩ.
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Celková energie je

E = P 0 =

∮

r=konst

H00jκ
,κnjr

2dΩ.

Vzhledem k symetriitµν lze v analogii se situacı́ v STR for-
mulovat zákon zachovánı́ momentu hybnosti. Diferenciálnı́
zákon
[
xλ(−g)

(
T µν + tµν

)
− xµ(−g)

(
T λν + tλν

)]

,ν
= 0

vede k zachovánı́ veličinyJλµ = −Jµλ dané výrazem

Jλµ =

∫

t=konst

[
xλ(−g)

(
T µ0 + tµ0

)

−xµ(−g)
(
T λ0 + tλ0

)]
d(2)x,

jež určujecelkový moment hybnosti systému (budeme jej
v dalšı́m vztahovat vůči počátku). Celkový moment hyb-
nosti lze při využitı́ vztahů pro superpotenciál a standardnı́
Gaussovy věty napsat jako 2-dimenziálnı́ integrály přes plo-
chuS:

Jλµ =
1

16π

∫

t=konst

[
xλhµ0κ

,κ − xνhλ0κ
,κ

]
d(3)x

=
1

16π

∫

t=konst

[(
xλhµ0κ

)
,κ
−
(
xµhλ0κ

)
,κ

−δλ
κh

µ0κ + δµ
κh

λ0κ
]
d(3)x

=
1

16π

∫

t=konst

[(
xλhµ0j − xµhλ0j

)
,j

+
(
Hλ0µι −Hµ0λι

)
,ι

]
d(3)x

Použijeme-li relace
(
Hλ0µι −Hµ0λι

)
,ι
=
(
Hλ0µι −Hι0λµ

)
,ι

= −Hµ0ιλ
,ι = H

λ0ιµ
,ι = H

λ0jµ
,j

dostáváme

Jλµ =

∮

S

(
xλhµ0j − xµhλ0j +Hλ0jµ

)
d(2)Sj.

Rychlost poklesu celkového momentu hybnosti uvnitř
plochyS, tj. jeho tok plochouS dostaneme z diferenciálnı́ho
zákona zachovánı́ a Gaussovy věty standardnı́m způsobem
(jako u 4-hybnosti):

−dJ
µν

dt
=

∮

S

[
xµ(−g)

(
T νj + tνj

)

−xν(−g)
(
T µj + tµj

)]
d(2)Sj ;

položı́me-liT µj = 0 (vzdálenou plochou hmota ostrovnı́ho
systému neprocházı́) a dosadı́me-li za(−g)

(
T νj + tνj

)
di-

vergenci superpotenciálu, pak

−dJµν =
1

16π

∮

S

(
xµhνjλ

,λ − xνhµjλ
,λ

)
d(2)Sj

=
1

16π

∮

S

(
xµHνjλκ

,λκ − xνHµjλκ
,λκ

)
d(2)Sj .

Určeme ztrátu vntřnı́ho momentu hybnosti tak, že odvozený
vztah aplikujeme v souřadnicovém systému, v němžPm

vymizı́.
Definujem souřadnice hmotného středu jako

xm
S =

∫
xm(−g)(T 00 + t00)d(3)x

P 0

a celkovou setrvačnou hmotnost (energii) a 4-hybnost sys-
tému

M = (−PσP
σ)1/2, Uµ = pµ/M.

SložkyJ0m (podobně jako v STR) nepopisujı́ celkový mo-
ment hybnosti hmotné soustavy a gravitačnı́ho pole, ale je-
jich zachovávánı́ souvisı́ s pohybem hmotného středu:

tPm − P 0xm
S = J

0m = konst.

Ve speciálnı́m souřadném systému, kde jePm = 0, definice
θ určuje souřadnice vlastnı́ho hmotného středu. Vzdálenost
vlastnı́ho hmotného středu od počátkuxλ = 0, vůči němuž
je vyjádřenoJµν , charakterizuje veličina

bλ⊥ =
1

M2
JλµPµ.

Vnitřnı́ moment hybnosti (spin) je dán kovariantnı́m pře-
pisem speciálně relativistické definice

Sµ = −1
2
eµνκλJ

νκUλ,

kdeUµ = Pµ/M .
V souřadném systému, kde je hmotný střed v počátku, tj.

Pm = 0, bλ⊥ = 0 a plochaS je kulová, takžed(2)Sj ≃
xj

r r
2 sin θdθdϕ ≡ njr

2dΩ, je celkový moment hybnosti
dán antisymetrickými složkamiJ im = −Jmi, resp. k nim
duálnı́ch složek vektoruSm, přičemž

J lm =
1

16π

∮

S

(
xlhm0j − xmhl0j +H l0jm

)
njr

2dΩ.

Pro rychlost ztráty momentu hybnosti platı́

−dJ
lm

dt
=

∮

S

[
xl(−g)tmj − xm(−g)tlj

]
njr

2dΩ

=
1

16π

∮

S

(
xlHmjλκ

,λκ − xmH ljλκ
λκ

)
njr

2dΩ.

1.4.2 Transformačnı́ vlastnosti globálnı́ch ve-
ličin

VeličinyPµ aJλµ nezávisejı́ na volbě prostorové nadplochy
Σ (resp.t =konst), takže platı́ pro libovolné dvě prostorové
nadplochyΣ aΣ′

Pµ|Σ′ = Pµ|Σ; Jλµ|Σ′ = Jλµ|Σ.

Uvažujme ostovnı́ systém, asymtoticky plochý prostoročas
s asymptoicky plochými souřadnicemi. Předpokládejme, že
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Σ asymtoticky přejde vt =konst jednoho Lorentzova sys-
tému,Σ′ přejde vt′ =konst druhého Lorentzova systému.
Oba systémy jsou svázány lineárnı́ transformacı́ ježmá vý-
znam asymptoticky Lorentzovy transformace. Při této trans-
formaci setµν transformuje jako tenzor,Pµ jako vektor a
Jλµ jako tenzor:

P ′µ|Σ′ = Λµ
νP

ν |Σ′ = Λµ
νP

ν |Σ;
J ′λµ|Σ′ = Λλ

νΛ
µ

κJ
νκ|Σ.

Celková 4-hybnost, celkový moment hybnosti ostrovnı́ho
systému se transformuje jako skalár, resp. tenzor při asymto-
ticky Lorentzových transformacı́ch asymptotických Loren-
tzových souřadnic. Při obecných transformacı́ch sourˇadnic
ti neplatı́ (ale to i v STR). Jestliže asymptoticky plochýsys-
tém fixujeme, pak i při libovolných změnách v křivé oblasi
uvnitř sePµ, Jλµ neměnı́ - jsou invariantı́ při libovolné
transformaci souřadnic, jež neměnı́ asymptoticky Lorent-
zovy souřadnice.xµ → x′µ = fµ(xν) : fµ(xν) → xµ,
g′µν → gµν , g′µν,λ = gµν,λ pro r → ∞. Σ(t = konst = c),
Σ′(t′ = konst = c) splývajı́ pror → ∞. Třetı́ systémx′′µ

takový, že naΣ(→ xµ), Σ′(→ x′µ) PakP ′′µ|Σ = P ′′µ|Σ′ ,
ale P ′′µ|Σ = Pµ|Σ′ , P ′′µ|Σ′ = P ′µ|Σ′ , takžePµ|Σ =
P ′µ|Σ′ .

Schwarzchildova metrika ve standardnı́ch souřadnicı́ch:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2

+r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
.

Přejdeme k izotropnı́m souřadnicı́m:

r = R

(
1 +

M

2R

)2
; R =

1

2

[(
r2 − 2Mr

)1/2
+ r −M

]
.

Metrika pak přejde na tvar

ds2 = − (1−M/2R)2

(1 +M/2R)2
dt2 +

(
1 +

M

2R

)4

×
[
dR2 +R2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
.
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1.5 Lieova derivace a Killingovy vek-
tory

Pojem Lieovy derivace zavedeme intuitivnı́m, názorným
způsobem, jenž si neklade nárok na striktnı́ rigróznost.
Lieova derivace umožnuje srovnávat tenzory stejného
typu (i geometrické objekty obecnějšı́ho rázu) v různých
bodech prostoročasu (variety) způsobem nezávislým na
souřadnicı́ch. Přitom nemusı́ být zadána metrika a afinnı́
konexe.

!!! Tady bude obrazek !!!

Mezi těmito oblastmi ovšm musı́ být zadána koren-
spondence. Budeme předpokládat, že jde o hladké
jedno-jednoznačné (1:1) zobrazenı́, difeomorfismusf
oblasti D na D̄. Sousednı́ bodyP ,Q přijdou do P̄ ,Q̄.
Infinitezimálnı́ vektoryPQ do P̄Q. Obecně ve varietě
vektory „neležı́ “, nýbrž vytvářejı́ tečný prostor. Tyto
tečné prostory se bod od bodu lišı́. Rozdı́lyxµ

(1) − xµ
(2)

se netransformujı́ jako vektory, pouze proxµ, xµ + dxµ

se infinitezimálnı́dxµ transformuje jako vektor. Takový
infinitezimálnı́ vektor posunutı́ ležı́ ve varietě a spojuje dva
sousednı́ body.

Lieův přenos - řekneme, že difeomorfismusf přenášı́
vektorPQ lieovsky na vektorP̄Q. V boděP̄ ovšem obecně
předtı́m mohl být vektorP̄ S. Předpokládejme, že v oblasti
obsahujı́cı́D i D̄ je zadáno vektorové pole - v boděP -
vektorPQ, v boděP̄ - vektorP̄ S.

Lieova diference je rozdı́l vektorůP̄ S a P̄Q. Lieova de-
rivace je limitou podı́lu Liovy diference a infinitezimálnı́ho
parametru charakterizujı́cı́ho zobrazenı́f .

Fyzikálně názorné zobrazenı́ , difeomorfismusf lze zkon-
struovat pomocı́ kongruence křivek. Předpokládejme, zˇe
souřadný systémxµ pokrýváD i D̄. Pak kongruenci křivek
(tj. množinu křivek, z nichž každým bodem procházı́ právě
jedna) lze charakterizovat funkcemixµ = fµ(ai, v). Pevná
volba parametrůai(i = 1, 2, 3) specifikuje určitou křivku
kongruence,v je parametrměnı́cı́ se podél křivky.Zobrazenı́
f (meziD a D̄) specifikujeme v daných souřadnicı́ch jako
bodovou transformacixµ → x̄µ(x0);xµ = f(ai, v), x̄µ =
f(ai, v̄). Korespondujı́cı́ body ležı́ na téže křivce kongru-
ence a odpovı́dajı́ jim různé hodnoty parametruv. Prov = v̄
jef = 1, tj. identické zobrazenı́. Je-līv = v+δv (δ je pevně
dané malé čı́slo), máme infinitezimálnı́ transfomaci. Pak lze
psát

xµ → x̄µ = xµ + ǫξµ(xι), (1.16)

kde ǫ ≡ δv a ξµ = ∂xµ/∂v jsou vektory tečné ke křiv-
kám kongruence v bodechxι. Zadáme-li naopak pole teč-
ných vektorůξµ(xι), vždy lze najı́t „integrálnı́ křivky“ řeš-
nı́m obyčejných diferenciálnı́ch rovnicdxµ/dv = ξν(xι).
(Předpokládáme spojitostξν(xι) a existenci spojité parci-
álnı́ derivace - pak je existence jednoznačného řešenı́ zajiš-
těna alespoň v nějaké oblasti.)

Jak pomocı́ vybrané kongruence přenášt geometrické ob-
jekty zD do D̄? Každý geometrický objekt (tenzor, defe-

renciálnı́ forma..) se dá znázornit geometrickými obrazci.
Při Lieově přenosu pak přenášı́me jednotlivé body těchto
obrazců pomocı́ daného zobrazenı́ (kongurence křivek). U
vektoruPQ z obr. 1.5 se body přenesou pode křivek kon-
gruence o tutéž hodnotuv. Stačı́ ukázat, že graficky lze
znázornit vektor. Známe-li Lieovu derivaci vektoru, Lieovu
derivaci tenzoru zjistı́me z požadavku, aby pro ni platilo
Leibnizovo pravidlo pro derivaci součinu a ze znalosti Lie-
ovay derivace skaláru.

Předpokládejme infinitezimálnı́ zobrazenı́ (1.16) - bodo-
vou transformaci, jenžP (se souřadnicemixµ) přiřazujeP̄
(se souřadnicemīxµ), v témže systému souřadnic. Mějme
skalárnı́ poleϕ; v boděP jeϕ(xµ). Jelikož jde o skalár, po-
žadujeme, aby zobrazenı́ dōP zachovávalo hodnotu pole.
Lieův přenos skaláru zP do P̄ tedy znamená

ϕ|P→P̄ ≡ ϕ̄(x̄µ) = ϕ(xµ).

V boděP̄ však již je skalárϕ|P̄ = ϕ(x̄µ) a až na veličiny
vyšı́ho řádu vǫ je ϕ(x̄µ) = ϕ(xµ) + ǫ ϕ,ρ ξ

ρ.
Lieova derivace skaláru ϕ vůči poli ξµ.

$ξϕ = lim
ǫ→0
1

ǫ
[ϕ|P̄ − ϕ|P→P̄ ] = lim

ǫ→0
1

ǫ
[ϕ(x̄µ)− ϕ̄(x̄µ)].

Pak dostáváme
$ξϕ = ϕ,ρ ξ

ρ.

Uvažujme pole kontravariantnı́ch vektorůAµ. V každém
bodě lze takový vektor chápat jako tečný vektor ke křivce
parametrizované skalárnı́m parametremλ:

Aµ =
dxµ

dλ
,

přičemždxµ jsou složkami infinitezimálnı́ho vektoruPQ,
při zobrazenı́P → P̄ ,Q→ Q̄.

!!! Tady bude obrazek !!!

Můžeme tedy definovatAµ(x)dλ → Āµ(x̄)dλ takto:

Āµ(x̄)dλ+ ǫξµ(x+dx)− ǫξµ(x) = Aµ(x)dλ+ ǫξµ
,νA

ν .

Pro vektor vytvořený Lieovým přenosem bude

$ξA
µ = lim

ǫ→0
1

ǫ
[Aµ(x̄)− Āµ(x̄)].

Provedeme-li rozvoj

Aµ(x̄) = Aµ(x) + ǫAµ
,νξ

ν ,

dostáváme pro Lieovu derivaci

$ξA
µ = Aµ

,νξ
ν − ξµ

,νA
ν . (1.17)

při definici Lieovy derivace libovolného tenzoru vyjdeme
z Lieových derivacı́ skaláru a kontravariantnı́ho vektoru a
požadavkuplatnosti běžného pravidla derivace součinu. Na-
přı́klad pro kovariantnı́ vektorové poleBµ požadujeme, aby
pro libovolné poleAµ platilo

$ξ(A
µBµ) = ($ξA

µ)Bµ +A
µ($ξBµ).
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Musı́ tedy platit:

[$ξBµ −Bµ,νξ
ν −Bνξ

ν
,µ]A

µ = 0,

takže
$ξBµ = Bµ,νξ

ν +Bνξ
ν
,µ

Zavedeme-liTµν = AµBν a požadujeme-li

$ξ(AµBν) = ($ξAµ)Bν +Bµ($ξBν),

pak dostáváme (použitı́m výše uvedného vztahu pro$ξBµ)

$ξTµν = Tµν,ρξ
ρ + Tρνξ

ρ
,ν .

Tı́mto způsobem je definována Lieova derivace pro libo-
volný kovariantnı́ tenzor druhého řádu (nejen pro tenzorový
součin dvou vektorů). Pro tenzorovou hustotu váhyw do-
stáváme

$ξT = T µ
ν,ρξ

ρ − T ρ
ν ξ

µ
,ν + wT µ

ν ξ
ρ
,ρ;

použili jsme skutečnost, žew-tá mocnina jakobiánu je do
prvnı́ho řádu vǫ | ∂x̄/∂x |w= 1+ ǫwξρ

,ν . Z definice Lieovy
derivace je jasné, že vytvářı́ z tenzorů tenzory téhož typu.
Názorněji to vidı́me, je-li zadána afinnı́ konexe a můžeme
povádět kovariantnı́ derivace. Pro kontravariantnı́ vektor lze
psát

$ξA
µ = (Aµ

;ν − Γµ
ρνA

ρ)ξν − (ξµ
;ν − Γµ

ρνξ
ρ)Aν

= Aµ
;νξ

ν − ξµ
;νA

ν .

Podobně pro tenzor 2. řádu máme

$ξTµν = Tµν;ρξ
ρ + Tρνξ

ρ
;µ + Tµρξ

ρ
;ν .

Ve vyjádřenı́ Lieovy derivace libovolného tenzoru (hustoty)
lze parciálnı́ derivace nahradit kovariantnı́mi, takžetenzo-
rový charakter Lieovy derivace je explicitně vidět.

Uved’me nynı́ alternativnı́ způsoby zavedenı́ Lieovy deri-
vace. Mı́sto přenosu vektoru z boduP doP̄ můžeme přenést
souřadný systém kolemP do P̄ , nalézt složky vektoruAµ,
který již byl v P̄ v novém souřadném systému a srovnat
je s původnı́mi složkamiAµ v P . V přeneseném („dragged
alone“) souřadném systému musı́ být souřadnice boduP̄
stejné jako souřadniceP v původnı́m systému. Přenesenı́
souřadného systému proto odpovı́dá transformaci

xµ → x′
µ
= xµ − ǫξµ(x) (1.18)

Měl-li bod P souřadnicexµ a bod P̄ souřadnicex̄µ =
xµ + ǫξµ(x) pak v přeneseném souřadném systému (až na
členy∼ ǫ2 a vyžšı́ho řádu)

x̄′
µ
= x̄µ − ǫξµ(x̄) = xµ + ǫξµ − ǫµ = xµ.

SložkyAµ v P̄ v přeneseném souřadném systému jsou dány
běžným vztahem pro transformaci vektoru

A′µ(x̄
′µ = xµ) =

∂x′µ

∂xν
Aν(x̄ι)

= (δµ
ν − ǫξµ

,ν)[A
µ(xι) + ǫAν

,ρ(x
ι)ξρ]

= Aµ(x) + ǫAµ
,ρ(x)ξ

ρ − ǫAν(x)ξµ
,ν .

Lieova derivace je definována vztahem

$ξA
µ = lim

ǫ→0
1

ǫ
[A′µ(P̄ )−Aµ(P )]

a opět se dostáváme k původnı́mu výrazu (1.17). Souvislost
s prvnı́m způsobem zavedenı́ Lieovy derivace se vyjasnı́,
když spočtemēAµ(x̄) (vzniklý Lieovým přenosem zP do
P̄ ) v přeneseném souřadném systému. Vzhledem k (1.18)
dostáváme

Ā′µ(x̄′) =
∂x′µ

∂xν
Āν(x̄) = (δµ

ν − ǫξµ
,ν)[A

µ(x) + ǫξν
,ρA

ρ]

= Aµ(x).

Přenášeli jsme vektor i souřadný systém zP do P̄ - složky
se nezměnily. Definice Lieovy derivace jsou shodné: v
obou přı́padech se srovnává vektor „sedı́cı́ “ původneˇ v
P̄ s vektorem přeneseným. Ve druhém přı́padě se srov-
nánı́ provádı́ v přeneseném systému, ale až na členyvy-
žšı́ho řádu je Lieova derivace v obou systémech stejna´:
Aµ(x̄)−Āµ(x̄) = A

′µ(x̄′)−Ā′µ+O(ǫ′). Dalšı́, třetı́ způsob
zavedenı́ Lieovy derivace je použitelný v přı́padě libovol-
ného geometrického objektu - nemusı́ to být pouze tenzory.
Geometrický objektΦ se při transformaci souřadnicx→ x′

transformuje podle obecného lineárnı́ho vztahu

Φ′(x′) = f(x′, x)Φ(x),

přičemž transformacef tvořı́ grupu, takže

f(x′′, x′)f(x′, x) = f(x′′, x); f(x′, x)f(x, x′) = 1.

Necht’xµ → x̄µ(xι) je zobrazenı́ oblastiD na D̄ v da-
ných souřadnicı́ch - jde o bodovou transformaci. Pak objektu
Φ(x) v D můžeme přiřadit̄Φ v D̄ tak, že

Φ̄ = f(x̄, x)Φ(x).

Vzhledem k výše uvedeným definicı́m lze ukázat, žeΦ̄(x̄) se
při souřadnicové transformaci taransformuje jako původnı́
objekt. Jde o objekty téhož typu a v danémx̄ lze vytvořit
jejich rozdı́l - Lieovu diferenci

∆Φ(̄(x)) = Φ(x̄)− ¯Φ(x̄).

Takto lze konstruovat přenos libovolných geometrických
objektů zD doD - ten jsme napřed prováděli „graficky“
v přı́padě vektoru. Lieovu derivaci pak zavedeme tı́m, že
za bodovou transformaci uvažujemexµ → x̄µ = xµ +
ǫξµ(xι), tj. transformaci generovanou vektorovým polem
ξµ a definujeme

$ξφ = lim
ǫ→0
1

ǫ
∆Φ(x̄).

Je-li zadán metrický tenzor (jak je v OTR dobrým zvy-
kem) jeho Lieova derivace je dána obecným vztahem pro
kovariantnı́ tenzor 2. řádu. Pak dostáváme

$ξgµν = gµν;ρξ
ρ + gρνξ

ρ
;ν + gµρξ

ρ
;ν .
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Jelikožgµν;ρ = 0; gρνξ
ρ
;µ = (gρνξ

ρ);µ = ξν;µ, bude

$ξgµν = ξµ;ν + ξν;µ.

Při definici Lieova přenosu (viz obr. 1.5) infinitezimálnı́ zob-
razenı́ξµ převáděloPQ naP̄ Q̄, dxµ nadx̄µ. Určeme, kdy
bude (při použitı́ metriky)ds2|PQ = gµν(x)dx

µdxν rovno

ds2|PQ = gµν(x̄)dx̄
µdx̄ν , tj. kdy bude zobrazenı́ genero-

vanéξµ izometriı́? Podmı́nku izometrie lze psát ve tvaru

gµν(x)dx
µdxν = gµν(x̄)[dx

µ + ǫξµ
,ρdx

ρ][dxν + ǫξν
,σdx

σ]

= [gµν(x) + ǫgµν,τ ξ
τ ][dxµdxν

+ǫ(ξν
,σdx

µdxσ + ξµ
,ρdx

νdxρ)]

= gµν(x)dx
µdxν

+ǫ[gαβ,τξ
τ + 2gανξ

ν
,β ]dx

αdxβ .

Pro libovolnédxα musı́ člen∼ ǫ vymizet, tj. výraz v hranaté
závorce, symetrizovaný vα, β. To ovšem je podmı́nka

$ξgµν = 0.

K témuž výsledku dojdem, uvážı́me-li, žeds2 je skalár,
takže po Lieoě přenosu zP do P̄ budeds2|PQ =

¯ds2|PQ,
takžeḡµν(x̄) = gµν(x̄), tj. $ξgµν = 0. Shrňme: aby v pro-
storočasu existovalo izometrické zobrazenı́, musı́ existovat
vektorové pole tzv. Killingových vektorůξµ splňujı́cı́ch Kil-
lingovu rovnici

ξµ;ν + ξν;µ = 0.

Při posunu podél kongruence křivek, k nimž je tečné Kil-
lingovo vektorové pole, se vzdálenosti zachovávajı́. Exis-
tence Killingova vektoru souvisı́ s vnitřnı́ symetrijı́ prosto-
ročasu. Existuje-li vı́ce Killingových vektorů, jejich lineárnı́
kombinace s konstantnı́mi koeficienty jsou také Killingovy
vektory. Vı́me, že existence symetrie v prostoročase im-
plikuje zákon zachovánı́ (teorém Noetherové). Pro ča´stici
s konstantnı́ klidovou hmotnostı́m, která se pohybuje po
geodetice je

Dpµ

dτ
= pµ

;νU
ν = mUµ

;νU
ν = 0.

Existuje-li Killingův vektorξµ, pak skalárnı́ veličina

p(ξ) ≡ pµξ
µ = pµξµ

se podél geodetiky zachovává (je to pohybová konstanta):

dp(ξ)

dτ
=
D

dτ
(pµξµ) = pµξµ;νU

ν = mUµUνξµ;ν

= −mUµUνξν;µ = 0.

Je-li ξµ časový vektor, pak−p(ξ) je zachovávajı́cı́ se ener-
gie částice v asymptoticky plochém prostoročase (naprˇ. v
Schwarzschildově geometrii je to energie měřená pozoro-
vatelem v nekonečnu). I zde tedy zákon zachovánı́ souvisı́ s
invariancı́ vůči posuvům v čase. Existuje SS, v němž křivky,
k nimž je ξµ tečné, budou souřadnicovými čarami, podél

nichž se měnı́ pouze časová souřadnicex0 ≡ t. Tu lze volit
tak, abyξµ = (1, 0, 0, 0) a Killingova rovnice dává

gµν,t = 0,

což odpovı́dá stacionárnı́ geometrii. Existuje SS, v neˇmžgµν

nezávisı́ na čase. I kdyžξµ nenı́ Killingovýmvektorem, v SS
s ξµ = (0, 1, 0, 0), pak pro Lieovu derivaci geometrických
objektů je

$ξΦ = Φ,x.

Přı́klady Killingových vektorů:

1) Povrch 2-koule ds2 = dθ2 + sin2 θdϕ; [(θ, ϕ) =
(x1, x2)], Killingovy vektory jsou lineárnı́ kombinace
ξ(1) = (0, 1), ξ(2) = (− cosϕ, cotgθ sinϕ). Jsou to
složky generátorů grupy rotacı́, operátorů momentu
hybnostiLz, Ly, Lx ve sférických souřadnicı́ch.

2) Minkovského prostoročas: Existuje 10 nezávislých
Killingových vektorů. Ve standartnı́m Lorentzově sys-
tému to jsou:

a) 4 tlanslačnı́ vektory ξ(A)µ = a(A)µ, A =
1, 2, 3, 4; a(A)µ - konstantnı́ vektory

b) 3 vektory generujı́cı́ prostorové rotaceξ(r)µ =
(0, ξ(r)m), ξ(r)m = ǫmrsxs, r = 1, 2, 3.

c) 3 vektory generujı́cı́ prostoročasové rotace, spec.
Lorentzovy transformace podé třı́ osξ(r)µ =
1
2 (δ
0
µx

r − δr
µx
0)

3) Schwarzschildova geometrie
ds2 = −(1− 2M

r )dt
2 + (1− 2M

r )
−1dr2 + r2(dθ2 +

sin2 θdϕ2)

a) 3 „rotačnı́ “ Killingovy vektory - nebot’ 2-plochy
r =konst. at =konst. majı́ geometrii euklidov-
ských 2-koulı́.

b) Killingův časový vektorξµ
(t) = (1, 0, 0, 0) - stacio-

narita Schwarzschildovy geometrie,

gµνξ
µ
(t)ξ

ν
(t) = g00 = (1 −

2M

r
);

ξµ
(t) nemá časový charakter nar ≤ 2M - uvnitř

černé dı́ry.
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Kapitola 2

Černé dı́ry

2.1 Reissner–Nordströmova geomet-
rie

Tlak zářenı́ působı́ jinak na protony a jinak na elektrony
a ve hvězdách tedy může vzniknout elektrický náboj. U
neutronovéhvězdy může při výbuchuodletět slupka nesoucı́
náboj. Nenulový náboj ovšem podstatně změnı́ charakter
černé dı́ry a jejı́ singularity. Cˇ ástice se pak mohou dostat do
jiného vesmı́ru.

Nejdřı́ve je třeba najı́t sféricky symetrické řešenı́
Einstein–Maxwellových rovnic

Rµν − 1
2
gµνR =

8πG

c4
Tµν ,

Tµν =
1

4π
(−Fµ

σFνσ +
1

4
gµνFρσF

ρσ).

Elektromagnetické pole budı́ nulovou křivost -Tµ
µ = 0⇒

R = 0. Je buzen křivý prostor s nulovou skalárnı́ křivostı́.
Zajı́máme se o vakuové řešenı́ použijeme tedy bezzdrojové
rovnice. Maxwellovy rovnice:

1. série: (
√−g Fµν),ν = 0 (⇐ Fµν

;ν = 0)

2. série: F[µν,λ]cycl = 0

druhá série se splnı́ identicky zavedenı́m 4-potenciáluAµ,
na který naložı́me Lorentzovu podmı́nkuAσ

;σ = 0; pak
máme d’Allambertovu rovnici pro potenciál

−Aµ
;σ
;σ +Rµ

σA
σ = 0.

Vždy lze zavést takový souřadný systém, v němž je sfé-
ricky symetrická metrika dána vztahem

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2).

Dosazenı́m do Einsteinových rovnic zjistı́me, žeν, λ závisı́
jen nar a ne nat. Tj. ν = ν(r), λ = λ(r) – Birkhof-
fův teorém. Einsteinovy rovnice si vynucujı́ statickou met-
riku. ChcemeE ve směrur tj. radiálnı́ elektrické pole. Platı́
E = E(r) nebot’ jde o sférický přı́pad. Pak jeF01 6= 0;
F01 = F10 a tedy

Fµν =




0 E 0 0
−E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




je výhodné řešit ve smı́šených složkách, nebot’ setam vy-
skytujı́ δ0µ. Platı́, žeF 01 = g00g11F01 = e

−(ν+λ)E(r).
Nakonec dostáváme

T 00 =
1

4π
E2e−(ν+λ); T 11 = −T 22 = −T 33 =

1

8π
E2e−(ν+λ)

Lze tedy ukázat, žeE = Q/r2.
Výsledná metriku ve tvaru

ds2 = c2
(
1− 2GM

c2r
+
GQ2

c4r2

)
dt2 − dr2

1− 2GM
c2r +

GQ2

c4r2

−r2dΩ2

se nazývá Reissner–Nordströmova geometrie.
Vezmeme-li geometrické jednotky, v nichž jec = G = 1;

GM
c2 → M ;

√
GQ
c2 → Q; [Q] = cm3/2g−1/2s−1 v CGS

[Q] = cm v geometrických jednotkách. Pak Reissner–
–Nordströmova metrika je

ds2 =

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 − dr2

1− 2M
r +

Q2

r2

−r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2)

Toto řešenı́ je odlišné od Schwarzschildova v tom, že zde
existujı́ dva horizonty:r± =M ±

√
M2 −Q2. Metrika na

nich je singulárnı́(g00 = 0; grr → ∞). Horizonty existujı́
pouze pro|Q| ≤M . Pro|Q| =M máme jen jeden horizont
r = M vzniklý splynutı́m obou horizontů. Pro|Q| > M
horizonty zmizı́, singularita je jen v počátku a nemáme tedy
žádnou černou dı́ru.|Q| =M fyzikálně znamená, že máme
hmotu nabitou tak, že elektrostatická repulze kompenzuje
gravitaci.

V tomto přı́padě určı́me vzdálenost (vlastnı́) z nějakého
bodu nad horizontem k němu.

∫
dl =

r=M∫

ri

dr

1− M
r

→ ∞

!!! Tady bude obrazek !!!

Vlastnı́ čas, za který přejde částice zri do r = M je
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konečný (nekonečný je tento čas z hlediska vnějšı́ho
pozorovatele). Je vidět, že nalezené souřadnice jsou na
horizontu moc patologické. Pokusı́me se nynı́ toto řešenı́
zkruskalizovat – tj. pokrýt souřadnicemi celou varietu.
Uvidı́me, že je třeba nekonečně mnoho map k pokrtı́ cele´
variety. Budeme uvažovat přı́pad se dvěma horizonty a
budeme brát metriku

ds2 =
(
1− r+

r

)(
1− r−

r

)
dt2 − dr2

(1− r+
r )(1 −

r−

r )
(2.1)

Úhlovou část, která je zcela regulérnı́, nebudeme v metrice
dále psát.

a) V rovině(r, t) převedeme (2.1) do konformně plochých
souřadnict, r∗ tak, že platı́

ds2 =
(
1− r+

r

)(
1− r−

r

)
(dt2 − dr∗2)

Je třeba zavést funkcir = r(r∗). Naše metrika je ná-
sobkem metriky ploché(dt2 − dr∗2). Musı́ být

dr∗

dr
=

1

(1− r+
r )(1−

r−

r )

t− r∗ – retardovaný čas t+ r∗ – advanceovaný čas

Plyne z požadavku, abyt − r∗ = konst. at + r∗ =
konst. byly vcházejı́cı́, resp. vycházejı́cı́ světelné geo-
detiky. Integracı́ se dostane:

r∗ = r+
r2+

r+ − r−
ln


r − r+
r+

−
r2−

r+ − r−
ln


r − r−
r+



Z tohoto lze určitr = r(r∗).

b) Pror → ∞ je r∗ → ∞; pro r → r+ je r∗ → −∞. Ho-
rizont je odsunut do nekonečna, ale tı́m je tam odsunut
i celý vnitřek pod horizontem.r → r− ⇒ r∗ → +∞.
Budeme tedy potřebovat nejméně jednu dalšı́ mapu k
pokrytı́ celé variety.

!!! Tady bude obrazek !!!

U Schwarzschildova řešenı́ byla uvnitř dynamická
oblast, v nı́ž pozorovatel nemohl stát na pevném mı́stě,
nebot’ růstu jeho vlastnı́ho času odpovı́dalo zmenšo-
váni se souřadnicer. V Reissnerově–Nordströmově
přı́padě je uvnitř pod vnitřnı́m horizontemr− statická
oblast, kde pozorovatel může zůstat na pevnémr. Tj.
hvězda zkolabovaná podr− nemusı́ dále kolabovat do
singularity vr = 0.

c) Zavedeme nynı́ nulové souřadnice (analogickyk postupu
ve Schwarzschildovském přı́padě)

t+ = t+ r∗; t− = t− r∗

U Kruskala jsme vše dělali vně a přišli jsme na řešenı´, které
lze protáhnout pod horizont. Máme analogické rovnice a ty
nám dávajı́ analogické řešenı́.

Metrika poblı́žr = r+ má tvar

ds2 =

(
1− r−

r+

)
exp

[
r+ − r−
2r2+

(t+ − t−)

]
dt+ dt−.

(2.2)
Budeme chtı́t zavést nulové souřadniceU, V , v nichž by
metrika byla regulárnı́ na horizontu.

ds2 =
(
1− r+

r

)(
1− r−

r

)
dt+ dt−

Z této metriky lze přejı́t k metrice (2.2) a pak k nulovým
souřadnicı́m.(?) Budeme odhadovat, co budou dělat členy
(1 − r+/r) a (1 − r−/r), když ser bude blı́žit k vnějšı́mu
horizontu.r → r+ → (1− r−/r)→ (1 − r−/r+). Odhad
druhého členu bude nesnadnějšı́:r = r(r∗); r∗ závisı́ na
t+, t− a přejdu k metrice vt+, t−:

r ≈ r+ : r∗ ≈ r2+
r+ − r−

ln

(
r − r+
r+

)
⇒

exp

(
r+ − r−
r2+

r∗
)
=
r − r+
r+

=

(
r

r+
− 1
)

Pror ≈ r+ ovšem platı́, že

(
1− r+

r

)
≈ r

r+

(
1− r+

r

)
=

(
r

r+
− 1
)

tedy (
1− r+

r

)
≈ exp

[
r+ − r−
2r2+

(t+ − t−)

]
,

což bylo třeba ukázat. Tı́m je určeno asymptotické chovánı́
metriky poblı́žr = r+. Zavedeme nynı́ nulové kruskalovské
souřadnice transformacı́

dt+ = c exp

(
−r+ − r−
2r2+

t+
)
dṼ1,

dt− = c exp

(
r+ − r−
2r2+

t−
)
dŨ1,

c =
2r2+

r+ − r−
– 1.Kruskalovské souřadnicer > r+.

Chceme, aby v těchto nových souřadnicı́ch exponenciála vy-
padla. Volba konstanty je provedena tak, aby to při integraci
vypadlo. Bude

Ũ1 = exp

(
−r+ − r−

r2+
t−
)
; Ṽ1 = exp

(
r+ − r−
2r2+

t+
)

(Horizonty se z nekonečna vracejı́ touto transformacı́ zpět.)
Vyjádřı́me ted’ přesnou metriku v souřadnicı́ch̃U1, Ṽ1.

ds2 =
(
1− r+

r

)(
1− r−

r

)( 2r2+
r+ − r−

)2

×exp
[
r+ − r−
2r2+

(t− − t+)

]
dṼ1 dŨ1

29



Rozepı́šeme si exponenciálu

exp

[
r+ − r−
2r2+

(t− − t+)

]
= exp

(
−r+ − r−

r2+
r∗
)

= exp

{
− r+ − r−

r2+

[
r +

r2+
r+ − r−

ln

(
r − r+
r+

)

− r2−
r+ − r−

ln

(
r − r−
r+

)]}

= exp

(
−r+ − r−

r2+
r

)
r+

r − r+

(
r − r−
r+

)“
r
−

r+

”2

.

Pak metrika má tvar

ds2 =
r − r+
r

(
1− r−

r

)
exp

(
−r+ − r−

r2+
r

)

× r+
r − r+

(
r − r−
r+

)“
r
−

r+

”2 (
2r2+

r+ − r−

)2
dṼ1 dŨ1.

Definujme nynı́̃U1 = V1−U1, Ṽ1 = V1+U1, tj. dŨ1 dṼ1 =
dV 21 − dU21 . Výsledná metrika pak má tvar

ds2 =
r+
r

(
1− r−

r

)(r − r−
r+

)“
r
−

r+

”2

×
(
2r2+

r+ − r−

)2
exp

(
−r+ − r−

r2+
r

)
[dV 21 − dU21 ].

Což lze ještě upravit na tvar

ds2 =
(r+
r

)2(r − r−
r+

)“
r
−

r+

”2
+1

×
(
2r2+

r+ − r−

)
exp

(
−r+ − r−

r2+
r

)
[dV 21 − dU21 ].

Uděláme si nynı́ Kruskalův diagram. K tomu budeme po-
třebovat výraz

V 21 − U21 = Ṽ1Ũ1 = −exp
(
r+ − r−
r2+

r∗
)
=

−
(
r − r+
r+

)(
r+

r − r−

)“
r
−

r+

”2

exp

(
r+ − r−
r2+

r

)
;

(
r−
r+

)2
< 1; tedy r → ∞ ⇒ ±U1 → ∞;

r = konst.⇒ V 21 − U21 = konst. – hyperboly

Ukazuje se, že horizontr− dostaneme odsunutý až do
nekonečna; přitom lze spočı́tat, že je v konečné vzda´lenosti.
Budeme tedy muset napojovat ještě jednou.

!!! Tady bude obrazek !!!

t = konst. vycházı́ jako u Schwarzschildovy černé
dı́ry. t = konst.⇒ t+ + t− = konst. Ũ1/Ṽ1 = konst.⇒

t = konst. jsou čáry přı́mé úměrnosti. V tomto diagramu
jsme se nedostali k singularitě, protože vnitřnı́ horizont byl
odsunut do nekonečna. Naše souřadnice kolemr− jsou
tedy špatné⇒ že je lze použı́t jen pro nějakér takové, že
r− < r < r+. Musı́me pak zkruskalizovat vnitřek – tj.najı́t
souřadnice, které by popisovaly oblast od zvolenéhor až
přes vnitřnı́ horizontr−.

!!! Tady bude obrazek !!!

Definujme

t+2 = t+ r
∗; t−2 = t− r∗;

metrika je:

ds2 =
(
1− r+

r

)(
1− r−

r

)
dt+2 dt

−
2 .

Abychom uhádli, jak máme přijı́t k̃U2, Ṽ2, budeme muset
rozepsat metriku poblı́ž

r ≈ r− ⇒
(
1− r+

r

)
=

(
1− r+

r−

)
,

r∗ = − r2−
r+ − r−

ln

(
r − r−
r+

)

Úpravami analogickými předchozı́mu postupu dostaneme:

ds2 ≈
(
1− r+

r

) r+
r−
exp

(
r+ − r−
−r2−

)(
t+2 − t−2
2

)
dt+2 dt

−
2

Z toho je vidět, že

dŨ2 ∼ −exp
(
r+ − r−
2r2−

t−2

)
dt−2 ,

dṼ2 ∼ +exp
(
−r+ − r−
2r2−

t+2

)
dt+2

Zde se prohazujı́ znaménka oprotiŨ1, Ṽ1, nebot’se prohodı́
prostorový a časový charakter souřadnic−→ proto změny
ve znaménkách exponentů. Konstantu zvolı́me tak, aby me-
trika vyšla podobně jako v ...

Ũ2 =

√
r+
r−
exp

(
r+ − r−
2r2−

t−2

)
,

Ṽ2 =

√
r+
r−
exp

(
−r+ − r−
2r2−

t+2

)

Metrika má pak tvar:

ds2 = −r−r+
r2

(
r+ − r

r+

)“
r+
r
−

”2
+1

×
(
2r2−

r+ − r−

)2
exp

(
r+ − r−
r2−

r

)
dṼ2 dŨ2

Nynı́ již opět můžeme zadefinovat normálnı́ Kruskalovské
souřadnice:

Ũ2 = −U2 − V2; Ṽ2 = −U2 + V2
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Jsou voleny tak, aby pro částici, která půjde dovnitř,běžel
časV2 stále do budoucnosti.

!!! Tady bude obrazek !!!

Metrika má pak tvar

ds2 =
r−r+
r2

(
r+ − r

r+

)“
r+
r
−

”2
+1

×
(
2r2−

r+ − r−

)
exp

(
r+ − r−
r2−

r

)
[dV 22 − dU22 ]

Pro r = r+ jsou zde potı́že, ale nás zajı́má oblast kolem
r = r−. Sestrojı́me opět Kruskalovský diagram:

!!! Tady bude obrazek !!!

V 22 − U22 =
r − r−
r−

(
r+

r+ − r

)“
r+
r
−

”2

exp
(
−r+ − r−

r2−
r
)

r → r+ ⇒ V2 → ±∞
Platı́ tedyr = r− ⇒ V 22 −U22 = 0 - asymptoty jsou vnitřnı́
horizonty

r → 0 : V 22 − U22 = −1
Singularita má v Reissner–Nordströmov černé dı́ře časový
charakter.V2 je časová souřadnice, světelné kužely jsou pod
45◦, protože máme konformně plochou metriku. Cˇ ástice
v oblasti V se musı́ pohybovat uvnitř světelného kužele.
Může padnout do singularity vpravo nebo vlevo, ale na
rozdı́l od Schwarzschildovy černé dı́ry tam padnout nemusı́.
Může pokračovat do oblasti VII, v nı́ž se nacházı́ se stále
se zvětšujı́cı́mr a projitı́m dalšı́mr+ – vnějšı́m horizontem
(zde ovšem veV2 = +∞ se vynořı́ v jiném vesmı́ru. Máme
tedy vlastně bı́lou dı́ru, z nı́ž se hmota vynořuje.

Původně jsme očekávali dvě mapy, abychom pokryli
celou varietu – prvnı́ už zkonstruovanouU1V1, druhou
U2V2. Nynı́ je vidět, že potřebujeme nekonečněmnoho map,
abychom mohli sledovat cestu částice, která se stále vyhýbá
singularitám a cestuje stále do dalšı́ch vesmı́rů (v neˇkterém
vesmı́ru ovšem částice může vylézt ven).

Nynı́ se pokusı́me obě mapy spojit.

!!! Tady bude obrazek !!!

Je zřejmé, že přı́mo sešı́t tyto dvě mapy nejde, pro-
tože bychom dostali uzavřenou kauzálnı́ křivku. Napojenı́
nejlépe vynikne v konformnı́ metrice, jak nakonec uká-
žeme. Mapu (I–IV) použijeme jen pro určitou hyperbolu
r = konst.(r− < r < r+) a ztotožnı́me ji s hyperbolou
odpovı́dajı́cı́ stejnémur v (V–VIII) v kvadrantu V. Je vidět,
že ke sledovánı́ dráhy částice je třeba napojovat sta´le dalšı́
diagramy.

!!! Tady bude obrazek !!!

Provedeme nynı́ konformnı́ transformaci, která nekonečné
oblasti v diagramech stlačı́ na čtverce konečné velikosti
(viz. Carter, Phys. Rev. Letters 21,423 /(1968)). Zavedou
se nové souřadniceΨ, ξ následujı́cı́mi transformačnı́mi
vztahy:

U − V = tg
1

2
(ξ −Ψ); U + V = tg

1

2
(ξ +Ψ)

Jedná se skutečně o konformnı́ transformaci, nebot’máme

−(dU + dV )(dU − dV ) = dV 2 − dU2

= − (dξ2 − dΨ2)
4 cos2 12 (ξ −Ψ) cos2 12 (ξ + ψ)

dU = dV ⇐⇒ dξ = dΨ ⇒ struktura světelných
kuželů se zachovává (to platı́ při všech konformnı́ch
transformacı́ch). Výsledný graf pak bude vypadat takto:

!!! Tady bude obrazek !!!

Popis zelená čára je trajektorie částice padajı́cı́ do
Reissner–Nordströmovy černé dı́ry. Jsou tam vyznačeny
možnosti, které si může částice vybrat - bud’ pád do singu-
larity, nebo vynořenı́ se v jiném vesmı́ru, nebo pokračovánı́
do stále dalšı́ch vesmı́rů.

2.2 Kerr–Newmanova geometrie

Řešenı́ Einsteinových rovnic (v prázdném prostoru) odpovı́-
dajı́cı́ vnějšı́mu gravitačnı́mu poli rotujicı́ho nabitého tělesa
hmoty m, s momentem hybnosti na jednotku hmoty rov-
ným a a nábojeme (v geomterických jednotkách) je dáno
metrikou (vyjádřenou zde v Boyer–Lindquistových souřad-
nicı́ch)

ds2 = gµν dx
µ dxν

= ρ2△−1dr2 +
sin2Θ

ρ2
[a dt− (r2 + a2) dφ]2

+ρ2 dΘ2 − △
ρ2
[ dt− a sin2Θdφ]2. (2.3)

2-forma magnetického pole je

f =
1

2
fαβ dx

α ∧ dxβ

=
e

ρ4
(r2 − a2 cos2Θ)dx ∧ [ dt− a sin2Θdφ]

−2 e
ρ4
ar cosΘ sinΘdΘ ∧ [a dt− (r2 + a2) dφ],(2.4)

kde

ρ2 = r2 + a2 cos2Θ a △ = r2 − 2mr + a2 + e2.

Toto řešenı́ objevil Newman a dalšı́ aplikacı́ komplexnı́ sou-
řadnicové transformace na Reissner–Nordströmovo řesˇenı́.
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Tato transformace byla známa dřı́ve, protože dávala
Kerrovo řešenı́ ze Schwarzschildova. Rˇ ešenı́ (2.3) je nazý-
váno Kerrovým–Newmanovýmřešenı́m a má tytéž symetrie
a tytéž Killingovy vektory

lαt = (1, 0, 0, 0) ; lαφ = (0, 0, 0, 1)

jako Kerrovo řešenı́. Když jea2 + e2 ≤ m2, je toto řešenı́
vybaveno vnějšı́m horizontemr = r+, kde je

r+ = m+
√
m2 − a2 − e2

a vnitřnı́m horizontem

r = r− = m−
√
m2 − a2 − e2.

r+ i r− jsou nulovými plochami a splývajı́ v přı́paděa2 +
e2 = m2.

Kerrovo–Newmanovo řešenı́ je rovněž vybaveno toutézˇ
singularitou vr = 0 na rovnı́kové rovině jako Kerrovo
řešenı́. Killingův vektorlαt se stává nulovým na ploše určené
vztahemg00 = 0, tj. když

r = r0 = m+
√
m2 − a2 cos2Θ− e2

a
r = r1 = m−

√
m2 − a2 cos2Θ− e2.

Tyto dvě plochy splynou v jednu toroidálnı́ plochu v přı́padě
a2 + e2 > m2.

V gravitačnı́m kolapsu nějakého fyzikálnı́ho systému ře-
šenı́ (2.3), (2.4) přia2+ e2 ≤ m2 asymptoticky v časet po-
kryjı́ celou bezsingulárnı́ oblast souřadnicer, tj. pror > r+
a horizont se vytvořı́ nar = r+ v limitě t → ∞. Všechny
dalšı́ detaily nebo kvantová čı́sla systému budou vyplaveny
pryč a pouze tři veličiny po kolapsu zůstanou–hmota, na´boj
a moment hybnosti.

Toto tvrzenı́ vyjadřuje, ještě úplně nedokázanou, Car-
terovu - Israckovou domněnku, obrazně vyjádřenou J. A.
Wheelerem na tvrzenı́ „černá dı́ra nemá žádné vlasy“.

Je-li tato domněnka pravdivá, pak řešenı́ (2.3), (2.4)re-
prezentuje nejobecnějšı́ černou dı́ru, která je vybavena mag-
netickým polem, jak dále ukážeme.

Geometrie vnitřnı́ho horizontur = r+ nemá velký fyzi-
kálnı́ význam, nebot’ jak bylo v minulých kapitolách uve-
deno, dynamika takových oblastı́ vstupuje do hry pouze v
konečných fázı́ch kolapsu samotného vesmı́ru.

Chovánı́ některých kuželů v geomerii (2.3) je přesneˇ
stejné jako v Kerrově geometrii, přičemžr+ a r0 jsou nynı́
dány vztahy (2.2), (2.2). Je zder0 plochou nekonečného
rudého posuvu ve stejném smyslu jako v kapitole IV.

Úhlová rychlost lokálně Lorentzova systému jak se jevı́
v nekonečnu je nynı́ dána vztahem

ω′ = −g03
g33
=

a(2mr − e2)

(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ

Rudý posuv měřený v nekonečnu fotonu emitovaného
zdrojem stojı́cı́m v klidu v lokálně Lorentzovském systému

na kruhu(r,Θ) bude

νat finity
νsource

= (U0 − bu3)−1local Lorentz

=
△1/2ρ[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2

[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ− (2mr − e2)ab]
,

kdeb = −K3/K0 je impaktnı́ parametr fotonu,K3,K0 jsou
pohybové konstanty.

Foton emitovaný zdrojem stoupajı́cı́m v lokálně Lorent-
zově systému bude posunut do ruda nekonečně pouze bude-
li tento systém na vnějšı́m horizontu.

Kerrovo-Newmanovo řešenı́ má nový podivný rys. Ob-
sahuje oblast pror kladná, ale vždy menšı́ než|e|, kde

g33 = sin
2Θ

[
(r2 + a2) +

a2

ρ2
(2mr − e2) sin2Θ

]
< 0.

V nenabité Kerrově řešenı́ jeg33záporné pouze v malé ob-
lasti zápornýchr v bezprostřednı́m okolı́ singularityρ2 = 0.
V této oblasti je azimutálnı́ souředniceφ časovou souřad-
nicı́ a kružnicet = konst., r = konst.,Θ = konst. jsou
uzavřené časové křivky, čı́mž je porušen princip kauzality.
Je-li a2 + e2 ≤ m2, pak se nemusı́me trápit, jelikož ob-
last kauzalitnı́ch poruch je vždy za vnitřnı́m horizontem
(r = r−) a jakákoliv částice nebo foton překročı́cı́ vnějšı´
horizont(r = r+)nemůže nikdy unikonout zpět do vnějšı́ho
světa. Avšak proa2 + e2 > m2 nemáme žádné horizonty
a pozorovatel může startovat v nějakém bodě ve vnějšı́m
světě, vniknout do oblasti kauzalitnı́ch poruch, pohybem ve
směru opačném ke smyslu rotace pole putovat v časet na-
zpátek o2π|a| za jednu otočku kolem osy symetrie, a vrátit
se zpět do původnı́ho bodu startu v lokálnı́m čase dřı́vějšı́m
než (byl) je čas startu.

V nějaké fyzikálně přı́stupné situaci sa2+e2 > m2 však
vnitřnı́ řešenı́ s hmotou a nábojovou hustotou bude pokrývat
v souřadnicı́chr oblast většı́ než0 ≤ r ≤ |e|, čı́mž bude
princip kauzality zachráněn. Dále bude rovněž ukázano, že
černá dı́ra sa2 + e2 ≤ m2 nemůže být vržena do stavu s
a2 + e2 > m2 transformacemi testovacı́ch částic.

Elektromagnetická sı́la působı́cı́ na testujı́cı́ elektrický
nábojǫ stojı́cı́ se čtyřrychlostı́uα je dána vztahem:

ǫfα
νu

ν = µ
Duα

Dτ
= µ

(
duα

dτ
+ Γα

βγu
βuγ

)

(deviace trajektorie částice s klidovou hmotouµ z geode-
tiky).

Podobně elektromagnetický moment působı́cı́ na magne-
tický dipól stojı́cı́ v tomtéž systému bude nulový, bude-li
dipól orientován ve směru

∗fα
·νu

ν

kde symbol∗ odpovı́dá nasledujı́cı́ operaci:

∗fµν =
1

2
(−g)1/2[µνρσ]fρσ .
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Jestliže nějaký pozorovatel stojı́cı́ v lokálnı́m Lorent-
zově systému měřı́ sı́ly působı́cı́ na testujı́cı́ elektrický ná-
boj a směr orientace magnetických dipólů, obojı́ stojı´cı́ v
tomtéž systému, zjistı́, že existuje nějaké elektrické pole
Eµ = fµ

·νuν
local Lorentz působı́cı́ na elektrické náboje a mag-

netické pole působı́cı́na magntetické dipóly s intenzitou
Hµ = ∗fµ

·νuν
local Lorentz, kde uν

local Lorentz je čtyřrychlost
lokálně Lorentzova systému, určená vztahy

u1 = u2 = 0

u0local Lorentz =
[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2

△1/2ρ ,

u3local Lorentz =
a(2mr − e2)

△1/2ρ
1

[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2
.

Pro elektrické a magnetické pole pak dostáváme následujı́cı́
výrazy

Er = e
△1/2
ρ5

(r2 + a2)(r2 − a2 cos2Θ)

[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2
,

EΘ = −2ea2△
1/2

ρ5
r cosΘ sinΘ

[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2
,

Hr = 2ea
△1/2
ρ5

r(r2 + a2) cosΘ

[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2
,

HΘ = ea
△1/2
ρ5

(r2 − a2 cos2Θ) sinΘ

[(r2 + a2)2 − a2△ sin2Θ]1/2
.

Elektrické siločáry jsou definovány jako množina křivek, z
nichž každá má tu vlastnost, že tečna k této křivce vkaždém
bodě je paralelnı́ s vektorem elektrického pole v tomto bodě,
nebo jsou-lixι = xι(σ) jsou parametrické rovnice křivky,

[ικτ ]Eκ dx
?

dσ
= 0 (?κτ mají hodnoty1, 2, 3)

Podobně jsou magnetické silokřivky definovány tak, že

[ικτ ]Hκ dx
?

dσ
= 0

V našem přı́padě se tyto rovnice redukujı́ na

(r2 − a2 cos2Θ)(r2 + a2)dΘ+ 2a2r cosΘ sinΘdr = 0

2r cosΘ(r2 + a2)dΘ− (r2 − a2 cos2Θ) sinΘdr = 0

nezávislé nam a e a pravdivé pouze v lokálně Lorentzově
systému ne konstantnı́mr aΘ.

Elektrické silokřivky se nikde neprotı́najı́, rozbı́hajı́ se
ven z prostoru mezi dvoukoulemar = |a cosΘ| (viz obr.
?). Magnetické silokřivky budou radiálnı́ na dvoukolı́chr =
|a cosΘ| - viz obr. ?.

Elektrické pole je slabšı́ na pólech a silnějšı́ na rovnı́ku,
zatı́mco magnetické pole, velmi podobnépoli magneticke´ho
dipólu, bude silnějšı́ na pólech a slabšı́ v oblasti rovnı́ku.
Magnetický dipólový moment budeea. Nenı́ možná změna

gyromagnetického poměru, který je právěe/m, stejně jako
Diracovy částice.

Pohybové rovnice testujı́cı́ částice v poli magneticke´
černé dı́ry mohou být odvozeny, zavedeme-li superhamil-
tonián

H = 1
2
gαβ(pα + ǫAα)(pβ + ǫAβ)

s hybnostı́

pα = gαβ
dxβ

dλ
− ǫAα

ǫ je náboj testovacı́ částice,τ = µλ je vlastnı́ čas podél
jejı́ světočáry aµ je jejı́ klidová hmota.Aα je vektorový
potenciál.

Stejně jako v nenabitém Kerrově přı́padu máme dvě kon-
stanty pohybu detrminované symetriemi metriky, a to ener-
giı́ částiceE = −p0 apφ = p3, což je komponenta hybnosti
podél osy symetrie.

Náboj částiceǫ a hamiltoniánH jsou automaticky pohy-
bovými konstantami, přičemžH je určeno normalizačnı́mi
podmı́nkou

gαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= −µ2 ,

takže

H = −1
2
µ2

Čtvrtá pohybová konstanta nutná k určenı́ světočáryčás-
tice byla nalezena B. Carterem separacı́ proměnnýchr,Θ v
rovnici (Hamiltonián-Jacobiho) pro Jacobiho akciS:

∂S

∂λ
=
1

2
gαβ

(
∂S

∂xα
+ ǫAα

)(
∂S

∂xβ
+ ǫAβ

)

v Kerr-Newmanových souřadnicı́ch (viz rovnici ?).
Dále musela být vybrána speciálnı́ kalibrace potencia´lu

Aα, který měl v Kerr-Newmanových souřadnicı́ch tvar

A =
er

ρ2
(du− a sin2Θ dψ)

Hamiltonián-Jacobiho rovnici nelze separovat v jiných
souřadnicı́ch, ani při jiné kalibraci potenciálu

Rovnice pohybu takto určené pak majı́ v Boyer-
Linquistových souřadnicı́ch tvar:

ρ2
dΘ

dλ
=

√
W (2.5)

ρ2
dr

dλ
=

√
R (2.6)

ρ2
dφ

dλ
= −

(
aE − pφ

sin2Θ

)
+
ap

△ (2.7)

ρ2
dt

dλ
= −(aE sin2Θ− pφ) +

(r2 + a2)P

△ (2.8)

kde

W = Q− cos2Θ
[
a2(µ2 − E2) +

p2φ

sin2Θ

]

P = E(r2 + a2)− pφa− ǫer

R = P 2 −△[µ2r2 + (pφ − aE)2 +Q ]
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Q je čtvrtá pohybová konstanta určujı́cı́ rovnicı́ (2.5) vztah
meziΘ apΘ.

EnergieE měřená z nekonečna, částice s azimutálnı́ hyb-
nostı́pφ, klidovou hmotouµ a nábojemǫ s radiálnı́ hybnostı́
na radiálnı́ vzdálenostir je dána řešenı́m rovnice

E2 [ r4 + a2(r2 + 2mr − e2) ]

−2E [ (2mr − e2)apφ − ǫer(r2 + a2) ]

−(r2 − 2mr + e2)p2φ + 2ǫearp2φ + ǫ2r2e2

−(r2 − 2mr + a2 + e2)(µ2r2 +Q)
= [ (r2 − 2mr + a2 + e2) pr ]

2 (2.9)

Budeme zde stejně jako v rovnici (?) uvažovat poze většı´
kořenyE+, tj. ty, které jsou kladné jdeme-li sr → ∞.
Tyto kořeny odpovı́dajı́dt/dτ > 0. KořenyE− odpovı́dajı́
dt/dτ < 0. Rovnice (3.51) má symetrii−E−(−pφ,−ǫ) =
E+(pφ,ǫ) což umožňuje interpretaci antičástic jako děr ve
stavechE−, konsistentnı́ s principem ekvivalnce.

Z rovnice (3.51) plyne, že existujı́ stavy s negativnı́ energiı́
dosažitelné částice obı́hajı́cı́mi proti smyslu rotace černé
dı́ry a s nábojem opačným k náboji této černé dı́ry. Tyto
stavy se zápornou energiı́ však mohou být dosaženy poze
v oblasti mezi jednocestnou membránou (povrchem černé
dı́ry) a jisou vnějšı́ plochou, kterou lze bezprostředně určit
z rovnice (3.51) předpokládáme-lipr = pΘ = 0 jdeme-li k
limitě µ→ 0. Pak dostáváme

r2 − 2mr + e2 + a2 cos2Θ = sin2Θ(2ηar + η2r2)

kdeη = ǫe/pφ.
Je-li testujı́cı́ částice nenabité pak se tento povrch redu-

kuje na plochu nekonečného rudého posuvu. Tyto stavy se
zápornou energiı́ nemohou být dosaženy částicemi volně
padajı́cı́mi z nekonečna, ake lze si představit stabilnı´ stavbu
obı́hajı́cı́ černou dı́ru nad limitnı́ plochou (2.2), z nı´ž spouš-
tı́me náboj na provaze do oblasti negativnı́ energiı́. Takoto
lze zı́skat energiı́ vcětšı́ než je energie obsažená vnáboji,
dosáhl-li náboj stavů se zápornpou energiı́. Takovýto naboj
však bude padat do černé dı́ry, čı́mž zmenšı́ jejı́ hmotu a
náboj nebo moment hybnosti nebo obojı́. Lze tedy z tako-
véto obı́hajı́cı́ stavby extrahovat bud’ Coulombickou, nebo
rotačnı́, nebo obě energie z magnetické černé dı́ry.

Praktičtějšı́ metodou extrakce energie bude vyslánı́čáas-
tice z nekonečna a jejı́ rozpad (např. radioaktivnı́) v oblasti
mezi limitnı́ plochou e jdenocestnou membránou, popř. vy-
slánı́ částic z nekonečna a jejich srážka v této oblasti. Takové
procesy budou zachovávat celkovou 4-hybnost částic v oka-
mžiku rozpadu nebo kolise a celkový náboj.

E1 + E2 = E3 + E4,

pφ1 + pφ2 = pφ3 + pφ4 ,

ǫ1 + ǫ2 = ǫ3 + ǫ4

(pr1 + pr2)at event = (pr3 + pr4)at event

(pΘ1 + pΘ2)at event = (pΘ3 + pΘ4)at event

V obou přı́padech lze proces naaranžovat tak, aby jedna
z vytvořených částic(3)měla energiiE3 kladnou v lokálně

Lorentzově systému, ale zápornou vzhledem k nekonečnu.
Částice(3) pak spadne do černé dı́ry, zatı́mco částice(4)
unikne do nekonečna s energiiE4 než součet energiı́ původ-
nı́ch částic.

Oblast mezi limitnı́ plochou (2.2) a jednocestnou mem-
bránou bude nazývaná efektvinı́ ergosférou, protožev této
oblasti lze vytvářet práci extrakcı́ energie z černé dı́ry. Ter-
mı́n „efektivnı́ “ řı́ká, že rozměry této oblasti závisı́ na po-
měru náboje a hmoty testujı́cı́ částice.

Je možné představit si různé fyzikálnı́ modifikace metod
extrakce energie zde popsaných, jako je napřı́klad rozlomenı́
kapky hmoty působenı́m přı́livových nebo polarizačnı´ch sil.
Avšak všechny procesy extrakce energie budou mı́t za ná-
sledek asimilaci hmoty, at’ již nabité nebo nenabité, černou
dı́rou.

V každém takovém procesu se moment hybnosti a náboj a
tedy i rotačnı́ a elektromagnetická energie černé dı́ry zmenšı́
a neustále opakovánı́ těchto procesů způsobı́ přemeˇnu mag-
netické černé dı́ry ve Schwarzsildovou, čı́mž bude dalšı́ ex-
trakce energie nemožná.

Začneme-li pak s novou černou dı́rou majı́cı́ původnı́
hmotu, náboj a moment hybnosti, pak extrakce energie čáa-
ticemi s rozděleným poměrem momentu hybnosti,resp. ná-
boje k jejich hmotě, v jiných mı́stech efektivnı́ ergosfe´ry
nebo použitı́m rozdı́lných metod extrakce energie, nežtomu
bylo u prvnı́ magnetické černé dı́ry povede ke vzniku Sch-
warzsildovy černé dı́ry s hmotou jinou, než je u původnı´
Schvarzsildovy černé dı́ry. Stejně jako v kapitole 5. sezde
naskýtá otázka, jaký proces nám dá nejmenšı́ Schwarzsil-
dovou černou dı́ru, nebo jinými slovy, jaké je maximálnı́
množstvı́ energie, které může být odčerpáno z magnetické
černé dı́ry. můžeme rovněž začı́t se Schwarzsildovou černou
dı́rou a přidávánı́m hmoty, momentem hybnosti a nábojeji
transformovat na magnetickou černou dı́ru se specifickými
poměrya/m, e/m. Bude pak vždy možné transformovat
pak černou dı́ru zpátky na Schwarzsildovou s toutéž husto-
tou?

Taková reversibilnı́ transformace pak může být použitá
k definici čistě rotačnı́ nebo Coulombovské energie magne-
tické černé dı́ry.

Je-li čátice s úhlovou hybnstı́pφ a nábojemǫ, oběma
kladnými pohlcena černou dı́rou, dostaneme černou dı́ru s
momentem hybnostiL′ = L + pφ, nábojeme′ = e + ǫ a
hmotoum′ = m+E(pφ,ǫ), kdeE(pφ,ǫ) je energie částice.
Abychom dostali původnı́L, e musı́ být pohlcena částice s
úhlovou hybnosti(−pφ) a nábojem(−ǫ).

Nová hmota černé dı́ry pak budem′′ = m′+E(−pφ,−ǫ).
Podmı́nka pro reversibilitu má tedy tvar:

△E = E(pφ, ǫ) + E(−pφ,−ǫ)

Požadujeme, aby radiálnı́ hybnost částice byla reálná v
okolı́ černé dı́ry. Z rovnice (3.51)dostaneme, že△E ≥ 0.
Tato podmı́nka řı́ká, že neexistuje účinnějšı́ proces extrakce
energie, než je reversibilnı́ limita△E = 0.

Tento reversibilnı́ přı́pad nastává v limitě, kdy kontrava-
riantnı́ radiálnı́ hybnostipr obou částic jsou libovolně malé
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(bod na obrázku) vr = r+ = m +
√
m2 − a2 − e2, kde

oblast oddělujı́cı́ kladné a záporné kořeny je nulova´ (částice
pohlcena při dotyku horizontu).

Avšak bude-li proces extrakce energie uskutečňován stále
blı́ž reversibilnı́ limitě, čas potřebný k extrakci poroste, pro-
tože se přibližujeme horizontu.

V limitnı́m přı́padě (reversibilnı́m) přı́padě je vztah mezi
E, pφ, ǫ lineárnı́:

E =
apφ + r+eǫ

r2+ + a
2

Půjdeme-li k limitě infinitezimálnı́ch částic, použitı́m zá-
konů energie, mometnu hybnosti a náboje dosádı́me-li do
(2.2)E = dm, pφ = dL, ǫ = de, čı́mž dostaneme parci-
álnı́ diferenciálnı́ rovnici

dm(L, e) =
L
m dL+ r+e de

r2+ +
L2

m2

,

jejı́ž interakce dává rovnici

m2 =

(
mir +

e2

4mir

)2
+

L2

4m2ir

určujı́cı́ následujı́cı́ podmı́nku, která má být splněna

L2

4m4ir
+

e4

16m4ir
≤ 1

Integračnı́ konstantamir je hmota Schwarzsildovy černé
dı́ry, která vznikne vyčerpánı́m celé rotačnı́ a Coulombov-
ské energie magnetické černé dı́ry reversibilnı́mi transfor-
macemi - limitnı́ třı́dou transformacı́ vymezených na plochu
v obr.?. Všechny dalšı́ transformace budouz inversibilnı́ a
způsobı́ růst veličinymir (posun na vyššı́ plochum versus
L, e na obr. ?).Neexistuje proces, při němž by tato veli-
čina mohla být zmenšena (nejsou povoleny transformace
pod tuto plochu na obr.?).mir je tedy ireducibilnı́ hmota
magnetické černé dı́ry.

Obr. 7.3-hmota-energiem v závislosti na momentu hyb-
nosti L a nábojie pro černou dı́ru s ireducibilnı́ hmotou
mir , ilustrujı́cı́ rozdı́l mezi reversibilnı́mi a ireversibilnı́mi
transformacemi.

Změna ireducibilnı́ hmotymir jako výsledek asimilace
částice s energiı́E = δm, úhlovou hybnostı́pφ = δL a
nábojemǫ = δe se dostane řešenı́m rovnice (2.2) promir a
variacı́m,L, e. Lze najı́t vztah

4mir δmir =
E(r2+ + a

2)− a pφ − r+e ǫ√
m2 − a2 − e2

.

Tato změna je bud’ kladná nebo nulová.
Hmota–enrgie magnetické černé dı́ry tedy může být vyjá-

dřena jako součet třı́ faktorů: ireducibolnı́ hmoty, Coulom-
bického náboje a rotačnı́ho momentu hybnosti. Ireducibilnı́
hmota zůstává konstantnı́ při reversibilnı́ch transformacı́ch
a roste při transformacı́ch, přičemž nenı́ možné ji změnit.

Coulombické a rotačnı́ přı́spěvkycelkové energiı́ mohou být
zvětšovány i změnšovány reversibilnı́mi transformacemi.
(a2+e2)/m2má maximálnı́ hodnotu 1, která se vyskytuje

na limitnı́ křivce

L2

4m4ir
+

e4

16m4ir
= 1.

Neexistuje řešenı́ rovnice (2.2) pro hpdnotyL, e takové, že

L2

4m4ir
+

e4

16m4ir
> 1.

Proto transformace z konfiguracı́ na limitnı́ křivce (obr.7.3)
mohou být reversibilnı́ pouze ve směru takovém, že bude
výraz

L2

4m4ir
+

e4

16m4ir

klesat.
Jak hodnota je vidět srovnánı́m rovnic (2.2) a (2.2), úhlová

rychlost přı́slušná černé dı́ře, odvozená z rotačnı́ energie
metodou klasické mechaniky je

ω =
∂m

∂L
=

L
4m4

ir√(
mir +

e2

4mir

)2
+ L2

4m2
ir

Tato hodnota je identická s velikostı́ vlečenı́ inerciálnı́ch
systému na vnějšı́m horizontu. Navı́c teorém uvedenýv ka-
pitole 5. o gravitačnı́m kolapsu rotujı́cı́ hvězdy platı´ i pro
hvězdu majı́cı́ magnetické pole.
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2.3 Kerrova geometrie a rotujı́cı́
černá dı́ra

V roce 1963 R.P.Kerr zkoumajı́ce stacionárnı́ řešenı́ Einstei-
nových rovnic ve tvarugµν = ηµν + κµκν objevil metriku,
která má v původnı́ch Kerrových souřadnicı́ch tvar

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 + 2mρ̄3

ρ4 + a2z2
(κµ dx

µ)2

(2.10)
kdeκµ je pole nulových vektorů dané vztahem

κµdx
µ = dt+

z

ρ̄
dz +

ρ̄

ρ̄2 + a2
(xdx + y dy)

+
ρ̄

ρ̄2 + a2
(xdx− y dy),

a
x2 + y2

ρ̄2 + a2
+
z2

ρ̄2
= 1

Později byl nalezen Boyerem a Lindguistem systém souřad-
nic, který je daleko vhodnějšı́ pro fyzikálnı́ interpretaci

ds2 = ρ2∆−1dr2 + ρ−2 sin2 θ[a dt− (r2 + a2) dϕ]2 −
+ρ2 dθ2 − ρ−2∆[dt− a sin2 θ dϕ]2,

kde

ρ2 = r2 + a2 cos θ, ∆ = r2 − 2mr + a2. (2.11)

Rozbor vlastonstı́ této metriky je proveden v přednášce dr.
Bičáka. My se zde budeme zabývat pouze rudým posuvem
fotonů, lokálně Lorentzovským systémem a pohybovými
rovnicemi částic a fotonů v Kerrově geometrii.

Z obecného vztahu pro rudý posuv (...) dostaneme neko-
nečný rudý posuv fotonu v nekonečnu, byl-li emitován ze
zdroje stojı́cı́ho na plošer = r0, kde jeg00 = 0, u0 =
(−g00)−1/2, u3 = u2 = u1 = 0. Z vnitřku plochyr = r0
nemohou být fotony emitovány ze stojı́cı́ho zdroje, protože
tam žádný takový zdroj nemůže existovat – tj. stojı́cı́ vzhle-
dem k pozorovateli v nekonečnu.

Povrchr = r0 se proto nazývá povrchem nekonečného
rudého posuvu. Avšak fotony emitované zdrojem pohybujı´-
cı́m se po tomto povrchu nebudou posunuty nekonečně.

K určenı́ chovánı́ světelných kuželů v oblastir+ ≤ r ≤
r0 zavedeme referenčnı́ systémy, na které nepůsobı́ centri-
fugálnı́ sı́ly. Takový systém bude lokálnı́ inerciálnı́ (Loren-
tzův) systém su1 = u2 = 0 – tj. na konstantnı́mr a θ.
Komponenty metrického tenzoru v tomto systému musı́ mı́t
(g0i)local Lorentz = 0 (i = 1, 2, 3) a (g00)local Lorentz = −1.
Element vlastnı́ vzdálenosti omezený na Killingovy směry
má tvar

ds2 = −dτ2 + g33dχ2

kde τ a χ jsou časová a azimutálnı́ souřadnice v lokálnı́m
Lorentzově systému. Pak na každém kruhu(r, θ) se dostane
transformačnı́ zákon z kanonického souřadného syste´mu do

lokálnı́ho Lorentzova systému srovnánı́m metriky (2.10) a
(2.11):

dχ = dϕ− ω′ dt

kdeω′ je úhlová rychlost vlečenı́ lokálnı́ho Lorentzova sys-
tému černou dı́rou (jak se jevı́ v nekonečnu).

ω′ = −g03
g33
=

2mar

(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

Toto vlečenı́ je čistě obecně relativistický efekt. Poprvé byl
ukázán Lensem a Thirringem při zkoumánı́ vlečenı́ inerci-
álnı́ho systému rotujı́cı́ materiálnı́ slupkou. Cˇasový interval
je dán vztahem:

dτ = −
(
g00 +

g203
g33

)1/2
dt

=
∆1/2ρ dt

[(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ]1/2

Pozorovatel v lokálně Lorentzovském systému uvidı́ krˇivky
ϕ = konst. rotujı́cı́ s úhlovou rychlostı́ω′′ danou vztahem

ω′′ = −ω′ dt

dτ
= − 2mar
∆1/2ρ

[(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ]−1/2

Na samotném povrchu černé dı́ry jeω′ = a/(r2+ + a2)
nezávisle na souřadniciθ aω′′ → −∞. Na velkých vzdále-
nostech pakω′ → ω′′ → 2L/r3.

Z těchto vztahů je tedy vidět, že pozorovatel stojı́cı́na
plošer = r0 se pohybuje rychlostı́ světla v lokálně Lorent-
zovském systému (Killingův vektorlαt je nulový). Rychlost
v v lokálně Lorentzovském systému je

v =

(√
g33
dχ

dτ

)

r=r0

= −
(
2mar sin θ

∆1/2ρ2

)

r=r0

= −1

Rychlosti většı́ než rychlost světla dostaneme pro pozo-
rovatele stojı́cı́ vzhledem k nekonečnu někde v ergosféře
(r+ ≤ r ≤ r0). To nenı́ žádné překvapenı́, protože jsme do-
stali nekonečný rudý posuv fotonu emitovaného ze zdroje
stojı́cı́ho nar = r0.

Je-li však foton emitován ze zdroje stojı́cı́ho v lokálně
Lorentzovském systému na kruhu(r, θ) , pak rudý posuv
fotonu v nekonečnu bude dle

νinfinity

νsource
= (u0 − bu3)−1local Lorentz

= ∆1/2ρ
[(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ]1/2

(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ − 2mabr

b je impaktnı́ parametr:b = κ3
κ0

, kdeκ0, κ3 jsou pohybové
integrály. Je vidět, že foton emitovaný zdrojem stojı́cı́m v
LLS bude posunut do ruda pouze v přı́padě, kdy systém
bude na vnějšı́m horizontu.

Geodetické rovnice pro pohyb testovacı́ch částic v
Kerrově geometrii můžeme odvodit ze superhalmiltoniánu

H =
1

2
gαβpαpβ ,
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kde hybnostpα je

pα = gαβ
dxα

dλ

a τ = µλ je vlastnı́ čas podél světočáry částice s klidovou
hmotouµ. Komponenty hybnosti v Killigových směrech
pαl

α
t , pαl

α
ϕ jsou konstanty pohybu.E = −p0 je energie

částice aL = pϕ = p3 je komponenta momentu hybnosti
vzhledem k ose symetrie. Navı́c hamiltonián nezávisı́ expli-
citně naλ, a je proto automaticky konstantou pohybu. Jeho
hodnota je určena normalizačnı́ podmı́nkou

gαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= −µ2

a podmı́nkou vyjadřujı́cı́ zachovánı́ klidové hmoty

H = −1
2
µ2.

Nynı́ tedy máme 3 konstanty pohybuE, pϕ, H . Abychom
určili pohyb, potřebujeme konstanty čtyři.

Čtvrtá konstanta byla nalezena B. Carterem separacı́ pro-
měnnýchr, θ v rovnici pro Hamilton–Jacobiho akciS,

∂S

∂λ
=
1

2
gαβ ∂S

∂xα

∂S

∂xβ

Separace je možná pouze v Kerrových–Newmannových
souřadnicı́chu a Ψ. Ty jsou Boyerovými–Lingvistovými
souřadnicemit, ϕ spojeny relacemi

du = dt+ (r2 + a2)∆−1 dr

dΨ = dϕ+ a∆−1 dr

Pohybové rovnice, které pak dostaneme, majı́ v
Boyerových–Lindguistových souřadnicı́ch tvar

ρ2
dθ

dλ
=

√
Θ (2.12)

ρ2
dr

dλ
=

√
R

ρ2
dϕ

dλ
= −(aE − pϕ sin

−2 θ) + a∆−1P

ρ2
dt

dλ
= −a(aE sin2 θ − pϕ) + (r

2 + a2)∆−1P

kde

Θ = Q cos2 θ[a2(µ2 − E2) + p2ϕ sin
−2 θ] (2.13)

P = E(r2 + a2)− a pϕ

R = P 2 −∆[µ2r2 + (pϕ − aE)2 +Q]

VeličinaQ je čtvrtou pohybovou konstantou. Hodnotap2 je
na nějakém úhluθ určena rovnicemi (2.12) a (2.13).

Zkoumejme testovacı́ částici padajı́cı́ jednocestnou mem-
bránou. Z pohybových rovnic plyne, že se tato orbita s ča-
semt asymptoticky přibližuje kruhu s konstantnı́ ”zeměpis-
nou šı́řkou” na jednocestné membráně; jak plyne z vymi-
zenı́dθ/dϕ, dr/dϕ a z rovnicedϕ/dt = a/(r2+ + a

2). V

r = r+, má tato orbita konečnou periodu, nezávislou na
”zeměpisné šı́řce”.

Tento vztah mezi částicı́ a černou dı́rou je efektem vlecˇenı́
LLS černou dı́rou. U´ hlová rychlostdϕ/dt je identická s
rychlostı́ Lorentzova systému na vnějšı́m horizontu.

Kvalitativnı́ aspekty kolapsu rotujı́cı́ hvězdy jsou na ob-
rázku podle Ruffiniho a Wheelera. Zploštěnı́ hvězdy velmi
roste s jejı́m kolapsem a růstem jejı́ úhlové rychlosti.Závisı́
silně na počátečnı́ch hodnotách hmoty momentu hybnosti
hvězdy. Ilustrace jedné z mnoha možnostı́ je konfigurace
zachycená na obrázku.

Když hvězda dosáhne lı́vanečnı́kovitého tvaru s tloušt-
kou řádu 16 km a délkou zhruba 100 km, stává se nestabilnı́
a zlomı́ se. Rozlomenı́m se vytvořı́ několik neutronových
hvězd, které vytvořı́ vı́r, přičemž rotuje jedna hveˇzda za
druhou. Velké pulsy gravitačnı́ho zářenı́ vznikajı́cı́ během
kolapsu do lı́vanečkovitého tvaru budou vystřı́dány gravi-
tačnı́m zářenı́m s pomalu se měnı́cı́ periodou a dodatečné
silné pulsy budou vysı́lány, když budou splývat dva úlomky
(neutronové hvězdy). Gravitačnı́ zářenı́ s sebou bere energii
a moment hybnosti, takže se systém stává kompaktnějšı́m.
Nakonec, když se takto dostane pryč dostatečně velký mo-
ment hybnosti, všechny úlomky splynou a vytvořı́ se černá
dı́ra sa < m.
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2.4 Kerrova černá dı́ra

Existuje řešenı́, které představuje rotaci v tom smyslu, že
jsem-li daleko od zdroje, je metrika daleko od zdroje stejna´
jako metrika rotujı́cı́ hvězdy. Nebylo však nalezeno vnitřnı́
řešenı́, které by šlo na toto řešenı́ navázat. Nalezené řešenı́
má však důležitost, nebot’se zdá, že je to konečné stádium
gravitačnı́ho kolapsu hvězdy.

Nynı́ si ukážeme, jak se na toto řešenı́ přijde:

gαβ = ηαβ +Hkαkβ ; (gαβkαkβ = 0)

gαβ = ηαβ −Hkαkβ ;

kα = gαβkβ = η
αβkβ ⇒ ηαβkαkβ = 0

Platı́ kβ∇βk
α = 0. Vektory kα jsou tečné ke kongruenci

nulových geodetik.

!!! Tady bude obrazek !!!

|σ| =
√
1

2
[kα;βkα;β − 2ρ2]

Divergenceρ = 1
2k

µ
;µ charakterizuje expanzi (viz Vo-

truba.) Ortogonálnı́ řezy obrazů geodetik jsou bez zkreslenı́
(nedefinuje se tvar, ale napřı́klad podobnost apod.)

Kerrovo řešenı́ je speciálnı́m přı́padem tohoto řešenı́, kdy
existujı́ dvě takové kongruence:

gαβ = ηαβ +Hkαkβ = ηαβ + H̃lαlβ;

Rαβγδk
βkδ = 0; Rαβγδl

βlδ = 0

(analogie Petrovovské klasifikace) Explicitnı́ zápis te´to me-
triky má tvar:

ds2 =
2mr3

r4 + a2z2

[r(xdx − ydy) + a(xdy − ydx)

r2 + a2

+
zdz

r
+ dt

]2
− dt2 + dx2 + dy2 + dz2

kde r je definováno vztahem

x2 + y2

r2 + a2
+
z2

r2
= 1 (2.14)

Takto na toto řešeni přišel Kerr – z požadavků kongruencı́.
Tento tvar je však nevhodný pro aplikace. Dělá se proto
transformace:

x = (r2 + a2)1/2 sin θ cos
[
ϕ− tg−1

(a
r

)]

y = (r2 + a2)1/2 sin θ sin
[
ϕ− tg−1

(a
r

)]
(2.15)

z = r cos θ

Pak

ds2 = dr2 + 2a sin2 θdrdϕ + (r2 + a2) sin2 θdϕ2 + (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 −

− dt2 + 2mr

r2 + a2 cos2 θ
(dr + a sin2 θdϕ+ dt)2 (2.16)

To je Eddingtonův tvar metriky. Tento tvar má blı́zko k
jednomu tvaru, který jsme měli v při kruskalizaci Schwarz-
schildova řešenı́:

ds2 = −
(
1− 2m

r̄

)
dt̄2 +

1

1− 2m
r̄

dr̄2 + r̄2 dΩ̄2(2.17)

t+ = t̄+ r̄ + 2m ln(r̄/2m− 1).(2.18)

Zavedu

t = t̄+ 2m ln (r̄/2m− 1) ; t+ = t+ r̄. (2.19)

S tı́mtot má Schwarzschildova metrika tvar

ds2 = dr2 + r2 dΩ +
2m

r
( dr + dt)2 − dt2(2.20)

Eddingtonovy souřadnice pro Schwarzschildovo řešenı́

(2.16) přejde v tuto metriku proa = 0.
a – charakterizuje moment hybnosti na jednotku gravitačnı́
hmoty. Lze jej proměřovat pomocı́ setrvačnı́ku daleko od
hvězdy (a se projevı́ v metrice, a ta působı́ na setrvačnı́k)
L = ma – a tedy charakterizuje rotaci.

Zajı́má nás nynı́, jak v těchto souřadnicı́ch vypadá geo-
metrie různých dvojdimenzionálnı́ch ploch. Chceme urcˇit
embedding diagramy – tj. určit plochu v eukleidovském
prostoru takovou, aby jejı́ metrika byla stejná jako daná
metrika.

t = konst.; r = konst.;

je dáno vztahem
x2 + y2

r2 + a2
+
z2

r2
= 1

(konfokálnı́ elipsoidy) (2.21)

Z (??) plyne, že platı́:

x2 + y2 = (r2 + a2) sin2 θ; z2 = cos2 θ ⇒ x2 + y2

a2 sin2 θ
=
r2

a2
+ 1(2.22)

Proθ = konst. dostáváme tedy hyperboloidy.

r = 0 : x2 + y2 = a2 sin2 θ; z = 0 (2.23)

Tedy elipsoidr = konst. v přı́paděr = 0 degeneruje na
disk – tam je singulárnı́ na okrajı́ch. Pro

θ = π/2 je ρ2 = r2 + a2 cos2 θ = 0 (r = 0, cos θ = 0)
(2.24)

a metrika je singulárnı́. Toto pak už nenı́ singularita sou-
řadnic, nýbrž singularita skutečná. Ted’ provedeme takovou
transformaci, aby metrika přešla proa = 0 na konvenčnı́
souřadnice:

r̄ = r; θ̄ = θ; d̄ϕ = dϕ+ a
dr

∆(r)
; d̄t = dt− 2mr dr

∆(r)
(2.25)

kde∆(r) = r2 − 2mr + a2; pak má metrika tvar:

ds2 = (r2 + a2 cos2 θ)

(
dr2

r2 − 2mr + a2 + dθ
2

)
+ (r2 + a2) sin2 θ d̄ϕ

2 −

− d̄t2 + 2mr

r2 + a2 cos2 θ
(a sin2 θ d̄ϕ+ d̄t)2 (2.26)

38



Proa = 0 dostáváme Schwarzschildovu metriku.
Nynı́ zdůvodnı́me to, že toto řešenı́ charakterizuje rotaci.

Podstatné je, že tato metrika má nediagonálnı́ člen

gϕ̄t̄ 6= 0;
4mr

r2 + a2 cos2 θ
a sin2 θ d̄ϕ d̄t (2.27)

Tato metrika nenı́ invariantnı́ při transformaciϕ̄ → −ϕ̄
(Schwarzschildovo řešenı́ naproti tomu invariantnı́ je).
Kerrova metrika je však invariantnı́ při trasnformaciϕ̄ →
−ϕ̄; t̄ → −t̄ – to je charakteristické pro rotaci (vlastně to
rotuje na druhou stranu). Při transformacia→ −a; t̄→ −t̄
a také přia→ −a; ϕ̄→ −ϕ̄ je metrika rovněž invariantnı́.

b) gϕt 6= 0 je typické pro rotaci už z intuitivnı́ho důvodu.
Mějme rotujı́cı́ disk. Transformace z plochého prostoru
na rotujı́cı́ disk:

x = cos(ϕ+ ωt); y = r sin(ϕ+ ωt); t = t; z = z(2.28)

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − dt2 =
= dr2 + r2 dϕ2 + dz2 + 2ωr dϕdt− (1− r2ω2) dt2 (2.29)

Člen 2ωr vede k odstředivým silám atd. – má stejné
vlastnosti invariance.

c) Lenc–Thirring: v lineárnı́ teorii –gαβ = ηαβ + hαβ –
lineárnı́ aproximacehtϕ ∼

∫
ρv(ϕ) dS (metrika rotu-

jı́cı́ slupky – zı́skaná řešenı́m Einsteinových rovnic)
c a = l/m c = 1⇒ L = ma

Killingovy vektory:

ξα;β + ξβ;α = 0 (2.30)

Existuje-li Killingův vektor, lze najı́t souřadnice tak,
že tento vektor má jedinou nenulovou složku. Metrika
v těchto souřadnicı́ch pak nezávisı́ na přı́slušné souřad-
nici v nı́ž máξµ nenulovou složku.

Časovému Killingovu vektoru lze dát tvar(0, 0, 0, ξ)
a metrika pak nezávisı́ na takto zvoleném čase. Kil-
lingovy vektory určujı́ symetrie metriky. Pro Kerrovu
metriku existujı́ dva Killingovy vektory:

lα(t) = (1, 0, 0, 0); lα(ϕ) = (0, 0, 0, 1). (2.31)

Metrika nezávisı́ nat aϕ a je tedy stacionárnı́ a radi-
álně symetrická.lα(t) nenı́ gradientem žádné nadplochy
– nemá tvar∂Ψ/∂xα. To je vyjádřenı́m toho, že ne-
existuje souřadný systém, kdegtϕ = 0. Kdyby byl
Killingův vektor ortogonálnı́ k nějaké nadploše, pak
by metrika byla statická,gϕt = 0.

V Kerrově řešenı́ existujı́ dva horizonty, které jsou ko-
řeny výrazu∆(r):

r = r+ = m+
√
m2 − a2 – vnějšı́ horizont

r = r− = m−
√
m2 − a2 – vnitřnı́ horizont(2.32)

Musı́ být:a2 ≤ m2; prom2 = a2 oba horizonty sply-
nou. Proa2 > m2 rotace zabraňuje vzniku horizontu

a tedy i černé dı́ry. Mezi horizonty jer časové povahy.
Existujı́ zde ještě dvě význačné plochy:

r = r0 = m+
√
m2 − a2 cos2 θ

r = r1 = m−
√
m2 − a2 cos2 θ (2.33)

Na těchto plochách jeg00 = 0. (gαβl
α
(t)l

β
(t) = g00 =

0). lα(t) začı́ná být mezi těmito plochami prostorové.

r0 nazýváme plochou nekonečně velkého rudénho po-
suvu. Dále se budeme zabývat plochamir+, r0 a nebudeme
se starat o vnitřek.
r+ je vnějšı́ horizont−→ omezuje oblast, ze které ne-

smı́ nic vyjı́t ven. U Schwarzschildovy černé dı́ry je plo-
cha r = 2M zároveň horizontem a plochou sg00 = 0.
U Kerrovy černé dı́ry splývajı́ tyto plochy pouze na ose
symetrie. (obrázek)
lα(t) charakterizuje pozorovatele pro něhožr, θ, ϕ =

konst. a tedy stojı́cı́ho vůči pozorovateli v nekonečnu. lα(t)
je jeho čtyřrychlost, metrika je vzhledem k němu statická.

Rotujı́cı́ řešenı́ táhne svěltelné kužele ve směrurotace.
Proto má na obrázkul(t) stále stejný směr a světelný kužel
se posouvá. U Schwarzschilda by žádné taženı́ ve směru
rotace nebylo.

Pro r > r0 je světelný kužel kvalitativně stejný jako v
plochém prostoru. Killingův vektor je časové povahy.

Pror = r0 je l(t) nulový vektor. Část světelného kužele
mı́řı́ ven dor > r0 – proto plochar = r0 nenı́ jednocestnou
membránou. Celý kužel je nalevo odl(t), protože je tažen
rotacı́. Reálné částice musı́ ležet uvnitř tohoto kužele a musı́
se tedy pohybovat ve směru rotace. Cˇ ástice může stát na
”mı́stě” v r, θ, ϕ souřadnicı́ch na plošer0, ale pak se ve sku-
tečnosti pohybuje rychlostı́ světla vůči lokálně inerciálnı́mu
systému.

Na plošer = r0 může existovat reálný pozorovatel ,
který však nemusı́ korotovat s metrikou – musı́ se měnit
jeho souřadniceϕ( dϕ/ dt > 0), nebot’ jedině tak se může
jeho geodetika dostat do vnitřku světelného kužele nar0.

V boděr− < r < r+ je Killingův vektor prostorový a
žádná fyzikálnı́ částice tedy nemůže v této oblasti stát na
pevnémr, θ, ϕ – tj. nemůže stát vůči pozorovateli v neko-
nečnu.

Při r = r+ ležı́ celý světelný kužel uvnitř horizontu. Ho-
rizont tedy představuje jednocestnou membránu. Je zárveň
nulovou plochou, nebot’ jeden generátor světelného kuzˇele
(površka) ležı́ nar = r+. Jestliže z plochy nekonečného
rudého posuvu vyšle pozorovatel stojı́cı́ v mı́stěr0, θ, ϕ fo-
ton, pak ten u něj zůstane stát. Z plochyr = r0 však může
vyletět foton do nekonečna, který přitom nenı́ nekonecˇně
rudě posunut.

Foton má nekonečně rudý posuv, je-li emitován zdrojem
v klidu nar0, θ, ϕ. Pohybuje-li se zdroj ve směru rotace na
r = r0, nebude v nekonečnu foton posunut doλ =∞.

Platı́

νpozorovaná
νemitovaná

=
(Uαkα)pozorovaná
(Uαkα)emitovaná

(2.34)
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(přejde na konvenčnı́ vzorec pro stojı́cı́ho pozorovatele ve
Schwarzschildově metrice)

Uα =

(
1√
g00

, 0, 0, 0

)
(2.35)

Je

ν∞
νzdroj

= ∆1/2ρ
[
(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

]1/2 [
(r2 + a2 − a2∆sin2 θ − 2mrak

]−1
(2.36)

k = −k3/k0. Existuje-li lα ⇒ pα je konstanta pohybu⇒
u Kerrova řešenı́ jsouk3, k0 konstanty pohybu.∆ = 0 ⇒
ν∞ = 0 – tj. foton z horizontu má vždy nekonečný rudý po-
suv. (2.36) je vzorec pro pozorovatele nar = konst., který
tam však nestojı́, nýbrž korotuje a foton tedy nenı́ do neko-
nečna posunut. Fixujmer = konst.,θ = konst. Kdyby bylo
pevné iϕ, bylo bygϕt 6= 0. My ale chceme zavést pozorova-
tele na pevnémr, θ, který necı́tı́ vliv rotace, tedy pro kterého
gϕt = 0. Je: ds2 = g00 dt

2 + 2gϕt dt dϕ + gϕϕ dϕ
2 a my

my chceme metriku takovou, abyds2 = − dτ2 + g33 dχ2.
To je lokálně inerciálnı́ pozorovatel;τ je jeho vlastnı́ čas;
gϕϕ měnı́ geometrii, ale neovlivňuje zdánlivé sı́ly, které jsou
určeny složkamig0i, g00. Náš lokálně inerciálnı́ pozorovatel
vlastně padá ve směruϕ. Mezi souřadnicemi budou platit
tyto transformačnı́ vztahy:

dχ = dϕ− ω′ dt; ω′ = − gϕt

gϕϕ
=

2mar

(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

dτ =

(
−g00 +

g2tϕ
gϕϕ

)1/2
dt =

∆1/2ρ
[
(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

]1/2 dt(2.37)

V takto zavedených souřadnicı́ch má naše metrika skutečně
tvar

ds2 = − dτ2 + gϕϕ dχ
2 (2.38)

Vůči původnı́ metrice (pozorovateli v nekonečnu) rotuje
tento lokálně inerciálnı́ pozorovatel s úhlovou rychlostı́ω′.
Avšak vzhledem k tomuto pozorovateli rotujı́ čáryϕ =
konst. na opačnou stranu s úhlovou rychlostı́

ω′′ =
dχ

dτ
= −ω′ dt

dτ
, nebot’ dχ = −ω′ dt (2.39)

Ptáme se, jaká je rychlost pozorovatele stojı́cı́ho nar, θ, ϕ =
konst. vůči korotujı́cı́mu lokálně inerciálnı́mu pozorovateli.
ϕ = konst.⇒ dϕ = 0.

v(χ) =
dl

dτ
=

√
gϕϕ dχ

dτ
=

√
gϕϕ
dχ

dt

dt

dτ
(2.40)

Ovšem

dχ

dτ
= −ω′ pro dϕ = 0⇒ v(χ) = −√

gϕϕω
′ dt

dτ
(2.41)

Provedenı́m výpočtu zjistı́me, žev(χ) = −1 ⇐⇒ r =
r0. Stojı́cı́ pozorovatel je na površce světelného kužele a
korotujı́cı́ pozorovatel je uprostřed.

Ukazuje se, že ergosféra, což je oblast mezi plochou
nekonečného rudého posuvu a vnějšı́m horizontem, je

potenciálnı́m zdrojem energie. Lze uvažovat Penroseho–
Christondeulovův proces, při němž může docházet k ex-
trakci energie z černé dı́ry. Lze si představit, že do ergosféry
pustı́me částici s energiı́E0. Částice se v ergosféře rozdělı́
na dvě části. Prvnı́, s energiı́E1, zápornou vzhledem k po-
zorovateli v nekonečnu, spadne do černé dı́ry a druhá část
s energiı́E2 > E0 se vrátı́ zpátky – vyletı́ z ergosféry ven.
Extrakce energie se děje na úkor rotačnı́ energie černe´ dı́ry
– tı́m, že do nı́ vletı́ částice (s energiı́E1) proti směru jejı́
rotace, se zmenšı́ jejı́ rotačnı́ energie.

Platı́ rovnice:

E2[r3 + a2(r + 2m)]− 4maEpϕ + (2m− r)p2ϕ −
−µ2r2(r − 2m)− a2µ2r −K = 0 (2.42)

E – konstanta pohybu, měřená z hlediska pozorovatele v
nekonečnu. Toto je kvadratická rovnice pro konstantuE,
která má dva kořenyE+, E−.

K =
[(r2 − 2mr + a2)pr]

2

r
+
Q

r
(r2− 2mr+ a2) (2.43)

KořenE+ ovšem může být propϕ < 0 záporný, tj. kořen
obvykle kladný přecházı́ do záporných hodnot (pro urcˇité
r, pϕ < 0 ). Částice má pak z hlediska pozorovatele v neko-
nečnu zápornou energii.

Sestrojı́me graf pro elementárnı́ Kerrovo řešenı́a = m v
r = 3m/2 > r+ = m.

(obrázek)
Z rovnice geodetiky najdou tedy rovnici (2.42) a za urči-

tých podmı́nek je i fyzikálnı́ kořenE+ záporný (pro určité
r a pϕ < 0 – předpokládámea > 0). Toto může nastat pro
r+ < r < r0. Částice ovšem musı́ být counterrotating. To,
žeE < 0 neznamená, že částice má zápornou energii. Tı́m
je vyjádřeno pouze to, že tam je tak silné pole, že abychom
dostali částici do nekonečna, musı́me vykonat práci veˇtšı́
než je anihilačnı́ energie částice (klidová energie).

Z hlediska nekonečna je energieE = µc2
√
g00; µ je

klidová hmota částice. Můžeme si představit kvazistické
spouštěnı́. V lokálně inerciálnı́m systému je energie stále
stejná(µc2), nebot’částice je tam v klidu. Do Kerrovy černé
dı́ry ovšem nelze částici spouštět.

(obrázek)
Srážky a rozpady počı́táme v LIS, kde platı́ zákony spe-

ciálnı́ teorie relativity.
(obrázek)
Penroseova konstrukce
(obrázek)

POZOROVÁNÍ ČERNÝCH DĚR
Černých děr by ve vesmı́ru mělo být mnoho. Cˇ ı́m většı́ je

hmota hvězdy, tı́m rychleji hvězda umı́rá. Hvězda se vytvořı́
z plynu, který se stlačuje, až se zapálı́ reakce.

1. τ = 5 × 107(M⊙/M)2 let – gravitačnı́ kondedzace
rozptýlené hmoty

2. Stádium jaderného hořenı́, kdy vzniká zářenı́ a hvězda
svı́tı́:τ = 1010(L⊙/L)(M/M⊙) let. Pro většinu hvězd
jeL ∼M3 ⇒ τ = 1010(M⊙/M)2 let
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Čı́m je hvězda hmotnějšı́, tı́m rychleji spálı́ palivo avyhas-
nou v nı́ jaderné reakce. Vyvstává pak otázka, zda dojde
ke kolapsu(M ∼ 2M⊙) . Může se ovšem stát, že hvězda
vybuchne jako supernova a skončı́ jako neutronová hvězda
s podkritickou hmotou. Během trvánı́ galaxie lze předpo-
kládat, že počet hvězd je stejný, ale že hvězdy zanikajı́ jako
supernovy−→ z toho dostáváme, že bychom měli pozoro-
vat 2 supernovy za 10 let, což se lišı́ přeci jen dosti podstatně
od toho, co se pozoruje. Existujı́ odhady, že asi 1/3 hmoty
galaxie je ve formě černých děr.

Mám nějakrý cluster galaxiı́, který je v rovnováze. Vezmu
viriálový teorém a dostanu nějakou hmotuM . Součet hmot
pozorovanýchM̃ < M ⇒ existuje skrytá nesvı́tı́cı́ hmota,
což mohou být nesvı́tı́cı́ černé dı́ry (M̃ je hmota zářenı́
apod.) Jiný způsob observace je z hmoty padajı́cı́ na černou
dı́ru. To, co by se mělo pozorovat, by mělo být předevšı´m
X-zářenı́. Nejlépe to jde pozorovat u dvojhvězd, kde hmota
přetéká z jedné hvězdy na druhou. (obrázek)

Neutronová hvězda by měla silné magnetické pole, které
by hodně ovlivňovalo padajı́cı́ plyny. Naproti tomu v černé
dı́ře by bylo malé magnetické pole.
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2.5 Extrakce energie z rotujı́cı́ černé
dı́ry

Energie částiceE měřená v nekonečnu s momentem hyb-
nostipϕ, klidovou hmotouµ a radiálnı́ hybnostı́pr ve vzdá-
lenostir je dána řešenı́m rovnice

E2[r3 + a2(r + 2m)]− 4maEpϕ −

− (r − 2m)p2ϕ − (r2 − 2mr + a2)(µ2r + Q

r
=
[(r2 − 2mr + a2)pr]

2

r
(2.44)

což plyne z rovnic (...). Budeme uvažovat pouze většı́E+
z kořenů rovnice (2.44), které jsou pozitivnı́, jdeme-li s
r → ∞. Tyto kořeny odpovı́dajı́p0/µ = dt/dτ > 0
(p0 = µu0, u0 = dt/dτ). Dalšı́ kořenE− odpovı́dá
p0/µ = dt/dτ < 0 (zobecněnı́ stavů se zápornou ener-
giı́). Rovnice (2.44) je totiž symetrická při−E−(−pϕ) =
E+(pϕ), což dává interpolaci antičástic jako děr se stavy
E−, což je konzistentnı́ s principem ekvivalence. V dnešnı́
fyzice je termı́n pozitivnı́ a negativnı́ energie spojen s rˇe-
šenı́m Diracovy rovnice. Ve fyzice děr však tyto termı́ny
mohou vést k omylu. Budeme užı́vat termı́ny stav s pozitiv-
nı́m kořenem a stav s negativnı́m kořenem. Obrázek však
ukazuje, jak stav s pozitivnı́m kořenem může mı́t negativnı́
energii.

Obrázek: EnergieE stavů povolených pro částici s momentem
hybnosti pϕ a klidovou hmotouµ v gravitačnı́m poli extrémnı́
(a = m) Kerrovy černé dı́ry nar = 3m/2 (nad horizontem) v
závislosti napϕ.

V mezeře mezi oblastmi pozitivnı́ch a negativnı́ch kořenů
nejsou stavy povoleny.

To, že částice má negativnı́ energii znamená, že jı́ musı́me
dodat energii většı́ tež je jejı́ klidová energie, abychom ji
dostali do nekonečna.

Nový rys rovnice (2.44), který ji podstatně odlišuje od
rovnice pro energii ve Schwarzschildově geometrii, je exis-
tence stavů s pozitivnı́mi kořeny, které majı́ zápornou ener-
gii. Tato situace nastává pouze pro částice se záporny´ma pϕ

– rotujı́cı́m proti smyslu rotace černé dı́ry (majı́cı́mdaleko
poslednı́ stabilnı́ orbity).

Jaká je na dané vzdálenostir od čené dı́ry nejmenšı́ hod-
nota negativnı́ho momentu hybnosti částice pro nı́ž máčás-
tice zápornou energii? Nulovou energii bude mı́t částice s
nulovou radiálnı́ a polárnı́ hybnostı́pr, pθ na radiálnı́ vzdá-
lenostir a polárnı́m úhluθ pro hodnoty azimutálnı́ho mo-
mentu hybnosti daného vztahem

pϕ

µ
= −| sin θ| ρ∆1/2

(−r2 + 2mr − a2 cos2 θ)1/2
(2.45)

Stavy se zápornou energiı́ budou dosahovat do největšı́vzdá-
lenosti od černé dı́ry pro nulovou klidovou hmotu(µ→ 0).
Vnějšı́ limita stavů s negativnı́ energiı́ bude na ploše dané
vztahem

r2 − 2mr + a2 cos2 θ = 0 (2.46)

což je plocha nekonečného rudého posuvu. Tedy mezi plo-
chou nekonečnéhorudého posuvu a horizontem máme stavy

s pozitivnı́mi kořeny a zápornou energiı́ (měřenou v neko-
nečnu).

R. Penrose jako prvnı́ přišel s myšlenkou využitı́ těchto
stavů s negativnı́ energiı́ k extrakci energie z rotujı́cı´ černé
dı́ry. Představil si civilizaci, která by vybudovala stabilnı́
strukturu obklopujı́cı́ černou dı́ru vně plochy nekonecˇného
rudého posuvu. Obyvatelé zS by do černé dı́ry mohli spouš-
tět hmotu – pomalu a na laně, které by bylo velmi lehké a
neroztažitelné – pokud by se nedotkla plochy nekonečného
rudého posuvu. Na tomto povrchu hmota dosáhne stavu s
nulovou energiı́. Obyvatelé sféryS tı́m zı́skajı́ celou energii
obsaženou ve hmotě. Takto spuštěná hmota je pro obyvatele
ztracena, zı́skali by však jejı́ ekvivalent v energii. Takto se
přeměnı́ hmota v energii daleko efektivněji než jaderným
rozpadem nebo sloučenı́m. Efektivnost je stejná jako při
anihilaci hmoty a antihmoty. Celý proces však lze naaran-
žovat ještě lépe. Sestrojı́me-li jinou strukturuS∗ korotujı́cı́
s černou dı́rou, pak můžeme spouštěnı́ hmoty zS∗ provádět
pod plochou nekonečnéhorudého posuvu. Nakonec, když se
hmota dostane až k vnějšı́mu horizontu, jejı́ energie meˇřená
z S∗ bude záporná. ObyvateléS, S∗ tedy mohou spouště-
nı́m hmoty do černé dı́ry vhodným způsobem zı́skat vı́ce
energie, než je celková energie obsažená v této hmotě(vı́ce
než 100% účinnost přeměny hmoty a antihmoty anihilacı´)
tak, že vlastně extrahujı́ energii z černé dı́ry. Ukazuje se,
že moment hybnosti černé dı́ry se při tomto procesu rovněž
zmenšı́, nebot’ pohlcená hmota musı́ mı́t záporný moment
hybnostipϕ. Z černé dı́ry je tedy extrahována rotačnı́ ener-
gie.

Metoda zde popsaná pochopitelně nemůže být prakticka´,
ale ukazuje, co je principiálně možné a rovněž osvětluje fy-
ziku černých děr. R. Penrose rovněž ukazuje na vhodnějšı́
způsob pro extrakci energie z rotjuı́cı́ černé dı́ry pomocı́
balistického procesu. Pošleme z nekonečna částici s ener-
giı́ E0 do oblasti mezi horizontem a plochou nekonečného
rudého posuvu. Ta se tam rozpadne na dvě části, z nichž
jedna vyletı́ zpátky do nekonečna s energiı́ (klidovou + ki-
netickou)E2 většı́ nežE0, a druhá částice pak spadne do
černé dı́ry s energiı́E1, která je kladná při měřenı́ v lokálně
Lorentzovském systému, ale záporná při měřenı́ v neko-
nečnu.(E1 = E0 − E2). Tı́m se zmenšı́ energie a hmota
černé dı́ry. Na obrázku je znázorněno, jak obyvateléstruktur
S, S∗ mohou extrahovat energii z čené dı́ry. (obrázek)

Balistický proces extrakce energie byl zkoumán Ruffi-
nim a Wheelerem, kteřı́ oblast mezi horizontem a plochou
nekonečného rudého posuvu také nazvali ergosférou (tedy
oblastı́, kde vzniká práce). Byly navrženy modifikace te´to
metody vhodné pro astrofyzikálnı́ aplikace, které budou dis-
kutovány na konci kapitoly. Fyzikálnı́m přikladem procesu
rozpadu navrženého R. Penrosem může být radioaktivnı´ roz-
pad.

Lze si rovněž představit dvě částice vniknuvšı́ do ergo-
sféry, mezi nimiž dojde ke srážce (nepružnému rázu), po nı́ž
má jedna výsledná částice většı́ energii než součet počáteč-
nı́ch (původnı́ch) částic, zatı́mco zbývajı́cı́ jsouve stavu s
pozitivnı́m kořenem a zápornou energiı́. Tyto procesy za-
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chovávajı́ celkový 4-impuls částic v události rozpadu nebo
kolize těchto částic:

E1 + E2 = E3 + E4; E3 < 0; pϕ1 + pϕ2 = pϕ3 + pϕ4; pϕ3 < 0

(pr1 + pr2)v události= (pr3 + pr4)v události

(pθ1 + pθ2)v události= (pθ3 + pθ4)v události (2.47)

Každý proces extrakce energie má za následek asimilaci
hmoty s negativnı́ energiı́ rotujı́cı́ černou dı́rou a tedy i snı́-
ženı́ jejı́ho momentu hybnosti a rotačnı́ energie. Mnohoná-
sobným opakovánı́m takovýchto procesů se systém přeměnı́
na Schwarzschildovu černou dı́ru, z nı́ž energie již odcˇerpá-
vána být nemůže.

Vezmeme-li si nynı́ jinou černou dı́ru, ale s původnı́ hmo-
tou a momentem hybnosti a extrahujeme energii částicemi s
rozdı́lnou hmotou a momentem hybnosti a rozdı́lným mı́s-
tem rozpadu nebo vůbec nějakými procesy odlišnými od
těch, které byly použity na prvnı́ černé dı́ře, pak dostaneme
Schwarzschildovu černou dı́ru s odlišnou konečnou hmotou.

Můžeme si nynı́ položit dvě otázky: Jaký je proces, který
dá nejmenšı́ Schwarzschildovu černou dı́ru a jaké je maxi-
málnı́ množstvı́ energie, které lze extrahovat z černe´ dı́ry.

Rovněž si můžeme představit, že začneme se Schwarz-
schildovou černou dı́rou a transformujeme ji přidávánı́m
hmoty a momentu hybnosti na Kerrovu černou dı́ru, až do-
sáhneme předem daného poměrua/m. Je nynı́ zcela na
mı́stě ptát se, zdali je možné výběrem vhodné transformace
transformovat tuto rotujı́cı́ černou dı́ru zpět na Schwarz-
schildovu černou dı́ru s původnı́ hmotou. Existuje-li ta-
kováto reverzibilnı́ transformace, pak může být použita k
definovánı́ (a pochopitelně extrakci) čistě rotačnı́energie
Kerrovy černé dı́ry. Dostáváme se tak k pojmu reverzibilnı́
transformace černé dı́ry: takové, která převádı́ hodnotym,L
hmoty a momentu hybnosti černé dı́ry na finálnı́ hodnoty
m′, L′, z nichž je možno dostat původnı́ hmotu a moment
hybnosti nějakou dalšı́ reverzibilnı́ transformacı́.

Např.: Necht’ je částice s kladným momentem hybnosti
pϕ pohlcena černou dı́rou (jejı́ moment hybnosti bereme
kladný). Dostáváme pak černou dı́ru s momentem hybnosti
L′ = L + pϕ a hmotoum′ = m + E(pϕ), kdeE(pϕ) je
energie částice. Abychom dostali černou dı́ru s původnı́m
momentem hybnostiL, musı́ být pohlcena částice s mo-
mentem hybnosti(−pϕ). Nová hmota černé dı́ry pak bude
m′′ = m′+E(−pϕ). Odtud tedy dostáváme podmı́nku pro
reverzibilitu:

∆E = E(pϕ) + E(−pϕ) = 0 (2.48)

Požadujeme, aby radiánı́ hybnost částice byla reálna´ v okolı́
černé dı́ry. Pak z rovnice (2.44) nalezneme, že∆E ≥ 0
anebo−E(−pϕ) ≤ E(pϕ). Z tohoto výsledku plyne, že
žádný proces extrakce energie nemůže být efektivnějšı́ než
právě reverzibilnı́ limita, pro nı́ž je∆E = 0, a která na-
stává v limitě kdy kontravariantnı́ hybnostpr (radiálnı́)
obou částic je libovolně malá (bod obratu dráhy částice)
v r = r+ = m+

√
m2 − a2 (částice se musı́ téměř dotýkat

horizontu) kde oblasti s pozitivnı́mi a negativnı́mi kořeny už
nejsou odděleny (zakázaná oblast se tam smrskne na nulu).

Je-li však proces extrakce energie prováděn stále blı́že
horizontu, pak doba jeho trvánı́ určovaná pozorovatelem v
nekonečnu poroste (nebot’poblı́ž horizontu čas běžı´ poma-
leji). V limitnı́m přı́padě reverzibilnı́ transformaceje vztah
meziE apϕ lineárnı́

E =
apϕ

r2+ + a
2

(2.49)

Zavedeme-li nové označenı́E = dm a pϕ = dL v rovnici
(2.49), pak dostaneme diferenciálnı́ rovnici

dm =
L
mdL(

m+

√
m2 −

(
L
m

)2
)2
+ L2

m2

(2.50)

Integrace této rovnice pak nakonec dává

(
1− L2

m4

)1/2
=
2m2ir
m2

− 1 (2.51)

Z této rovnice pak můžeme úpravou dostat

m2 = m2ir +
L2

4m2ir
(2.52)

Přitom musı́ být splněny podmı́nkyL ≤ 2m2ir nebom2 ≤
2m2ir. Tyto podmı́nky vylučujı́ záporné kořeny levé strany
rovnice (2.51) – chceme, aby pravá strana byla většı́ nezˇ
nula (viz obrázek).

Konstantamir (integračnı́) je hmota Schwarzschildovy
černé dı́ry, když je celá rotačnı́ energie Kerrovy černé dı́ry
extrahována reverzibilnı́ transformacı́. Každá reverzibilnı́
transformace způsobı́ růst této veličiny (odpovı́dávyššı́
křivce na obrázku ).

Obrázek – Podle Ruffiniho a Wheelera. Odpovı́dá rozpadu čás-
tice s energiı́E0 na dvě části, z nichž jedna unikne do nekonečna a
druhá je pohlcena černou dı́rou. Křivky znázorňujı́ efektivnı́ poten-
ciál (gravitačnı́+odstředivý) definovaný řešenı́m E rovnice (2.44)
pro konstantnı́ hodnotypϕ aµ.

Je třeba zdůraznit, že neexistuje proces, při němž by
mohla klesatmir. Změnamir jako důsledek asimilace čás-
tice s energiı́E = δm a momentem hybnostipϕ = δL se
dostane řešenı́m rovnice (2.52) promir a variacı́m aL. Tato
změna je dána vztahem

4mirδmir =
[E(r2+ + a

2)− apϕ]√
m2 − a2

Výsledek je kladný pro každou částici pohlcenou černou
dı́rou.mir je setrvačná ireducibilnı́ hmota černé dı́ry.

Čtverec hmoty–energie rotujı́cı́ černé dı́ry může býtroz-
dělen na dvě části – ireducibilnı́ a rotačnı́ část.

Ireducibilnı́ část zůstává konstantnı́ při reverzibilnı́ch
transformacı́ch a roste při ireverzibilnı́ch transformacı́ch.
Nemůže být redukována. Rotačnı́ část hmoty–energie může
být jak zvětšována, tak i zmenšována reverzibilnı́ transfor-
macı́.
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Vztah (2.52) je velmi podobný vztahu pro hmotu–energii
při relativistických pohybech – translačnı́ch, kde jeE2 =
m2 + p2. V tomto přı́padě však lineárnı́ hybnostp nenı́
omezena. V rotujı́cı́ černé dı́ře je dosažitelná oblast rever-
zibilnı́ch transformacı́ omezena naL = 0, m2 = m2ir do
L = m2, m2 = 2m2ir (v extrémnı́ Kerrově geometrii).
VeličinaL/m2 má v této limitě maximálnı́ hodnotu 1.

Obrázek – hmota–energie v závislosti na momentu hybnostiL

pro černou dı́ru s danou ireducibilnı́ hmotoumir – ukazuje rozdı́l
mezi reverzibilnı́ a ireverzibilnı́ transformacı́ s růstem ireducibilnı́
hmoty).

Transformace z extrémnı́ Kerrovy geometrie může být
reverzibilnı́ pouze pro zmenšujı́cı́ se moment hybnosti.Je-
li částice s momentem hybnostipϕ pohlcena(pr ≈ 0)
extrémnı́ Kerrovou černou dı́rou (energie částiceE =
pϕ/2m), pak změna irecucibilnı́ hmoty budeδmir = (pϕ+
|pϕ|)/4mir. Tedy propϕ < 0 budeme mı́t reverzibilnı́ trans-
formace (δmir = 0).

Naopak pohlcenı́ částice spϕ > 0 způsobı́ vzrůst mo-
mentu hybnosti a hmoty černé dı́ry. Tento vzrůst se odrazı́
ve zvětšenı́ ireducibilnı́ hmoty. Rotačnı́ přı́spěvek ke čtverci
hmoty v rovnici (2.52) zůstane konstantnı́.

Rotujı́cı́ černé dı́ře můžeme přiřadit úhlovou rychlost způ-
sobem klasické mechaniky. K nalezenı́ této úhlové rychlosti
definujeme vztah pro rotačnı́ energii a máme

ω =
∂m

∂L
=

L
4m2

ir√
m2ir +

L2

4m2
ir

(2.53)

Srovnáme-li rovnici (2.53) (nebo (2.49)) s rovnicı́ (...),
pak vidı́me, že zde spočı́taná ”úhlová rychlost” černé dı́ry
je stejná jako vlečenı́ inerciálnı́ho systému na vnějšı́m ho-
rizontu. Dostáváme tak následujı́cı́ teorém pro kolaps rotu-
jı́cı́ hvězdy: Jak hvězda kolabuje, úhlová rychlost vlečenı́
inerciálnı́ch systémů na povrchu hvězdy, která je zpočátku
mnohem menšı́ než úhlová rychlost samotné hvězdy, po-
roste rychleji než tato úhlová rychlost hvězdy, až nakonec
obě koincidujı́ asymptotycky v čase při vytvořenı́ černé dı́ry.

Na rovnı́ku je rychlost rotace černé dı́ry dána vztahem

v =
√
g33ω =

L2

4m2ir
(2.54)

Tato rychlost je rovna světelné pro extrémnı́ Kerrovu dı´ru.
Je tedy jasné, proč nemohou existovat konfigurace s většı́m
momentem hybnosti než má extrémnı́ Kerrova geometrie.

Černá dı́ra je tedy velkou zásobárnou energie, nebot’
(1 − 21/2) = 29% hmoty extrémnı́ Kerrovy černé dı́ry
může být extrahováno, což dává účinnost daleko veˇtšı́ než
jaderné reakce. Je zde možnost extrakce této energie v as-
trofyzikálnı́ch aplikacı́ch. Rozštěpenı́ částice vPenroseově
mechanismu může být provedenopouze gravitačnı́mi silami
přes působenı́ gravitačnı́ch přı́livových sil. Takovéto rozště-
penı́ bylo zkoušeno v práci Mashoona. Zkoumal normálnı́
hvězdu jdoucı́ do ergosféry gigantické černé dı́ry s hmotou
asi 108M⊙, která může existovat v jádře galaxie. Hvězda
je rozdrcena přı́livovými silami a jejı́ část padá na horizont.

Z dálky měřeno má tato část zápornou energii. Dalšı´ část
uniká s relativistickou energiı́ vysoce ionizovaná a vytvářı́
něco jako vystřı́knutı́ gigantické energie (∼ 1060 ergs), jaká
pozorujeme v jádrech některých galaxiı́. Pozorovaná vy-
trýsknutı́ jsou však v téměř symetrických párech a ne jako
jednotlivá pole popsaného mechanismu.
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Kapitola 3

Ranný vesmı́r
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3.1 Termodydamika rovnovážného
stavu

Raný vesmı́r, který byl dominvaný zářenı́m, se běhemevo-
luce nacházel v tepelné rovnováze. Pozůstatkem těchto dob
jsou reliktnı́ fotony o teplotě 2.75 K a reliktnı́ neutrinao tep-
lotě 1.96 K. V raném vesmı́ru byly fotony v termodynaické
rovnováze nejen s neutriny, nýbrž i s dalšı́mi relativistickými
částicemi (e−, e+, q, . . .).

Hustota částicn, hustota energieρ, tlak p plynu slabě in-
teragujı́cı́ch částic o počtu vnitřnı́ch stupňů volnostiq dány
standartnı́mi relacemi pomocı́ distribučnı́ funkce ve fa´zo-
vém prostoruf(~p):

n =
g

(2π)3

∫
f(~p) d3p , (3.1)

ρ =
g

(2π)3

∫
E(~p) f(~p) d3p , (3.2)

p =
1

3

g

(2π)3

∫ |~p|2
E

E(~p) f(~p) d3p ; (3.3)

E2 = |~p|2 + m2. Budeme použı́vat jednotkyc = h =
KB = 1?. V kinetické rovnováze je fázová distribučnı́
funkce dána statistikou Fermi-Diracovou pro fermiony (+1)
a Bose-Einseinovou (+1) pro bozony

f(~p) = [exp((E − µ)/T )± 1]−1 ; (3.4)

µ označuje chemický potenciál. Pro chemickou rovnováhu
konstituentů musı́ platit přı́slušná rovnost součtu˚ chemic-
kých potenciálu. Např. proi+ j ↔ k + l platı́µi + µj ↔
µk + µl.

Po dosazenı́ dostáváme

n =
g

2π2

∫ ∞

m

(E2 −m2)1/2

exp[(E − µ)/T ]± 1E dE ,

ρ =
g

2π2

∫ ∞

m

(E2 −m2)1/2

exp[(E − µ)/T ]± 1E
2 dE ,

p =
g

2π2

∫ ∞

m

(E2 −m2)3/2

exp[(E − µ)/T ]± 1 dE . (3.5)

Nynı́ je vhodné stanovit několik limitnı́c přı́padů.

A. ULTRARELATIVISTICKÁ LIMITA (T ≫ m)

a.) T ≫ µ

ρ =






(π2/30)gT 4 (Bose)

(7/8)(π2/30)gT 4 (Fermi)

n =






(ξ(3)/π2)gT 3 (Bose)

(3/4)(ξ(3)/π2)gT 3 (Fermi)

p = ρ/3 (3.6)

b.) Degenerované fermiony µ≫ T

ρ = (1/8π2)gµ4

n = (1/6π2)gµ3

p = (1/24π2)gµ4 ; (3.7)

ξ(3) = 1.20206 . . . je Riemanova zeta funkce
argumentu 3.
Pro bozonyµ > 0 znamená existenci Boseho
kondenzátoru, který je nutno sledovat zvlášt’. Pro
relativistické bozony nebo fermiony sµ < 0 a
|µ| < T platı́

n = exp(µ/T )(g/π2)T 3 ,

ρ = exp(µ/T )(3g/π2)T 4 ,

p = exp(µ/T )(g/π2)T 4 . (3.8)

B. NERELATIVISTICKÁ LIMITA m≫ T

Pro bozony i fermiony platı́ tytéž výrazy

n = g

(
mT

2π

)3/2
exp[−(m− µ)] ,

ρ = m · n ,
p = nT ≪ ρ . (3.9)

Pro nerelativisticé nedegenoravné částice je střednı́
energie na částici

E ≡ ρ

n
= [π4/30 ξ(3)]T ≃ 2.701T (Bose)

E ≡ ρ

n
= [7π4/180 ξ(3)]T ≃ 3.151T (Fermi)(3.10)

Pro degenerované relativistické fermiony je

E ≡ ρ

n
=
3

4
µ . (3.11)

Pro nerelativistické částice je

E ≡ m+
3

2
T . (3.12)

Vyjádřı́me si nynı́ přebytek fermonů nad antičásticemi v
ultra- a nerelativistické limitě. Budeme předpokládat, že je
µ+ = µ−, což platı́, probı́hajı́-li rychle reakcep+ + p− ↔
γ + γ. Pak fermionová hustota je

n− + n− =
g

2π2

∫ ∞

m

E (E2 −m2)1/2 ×
[

1

1 + exp[(E − µ)/T ]
−
1 + exp[(

=
gT 3

6π2

[
π2
( µ
T

)
+
(µ
T

)3]
(T ≫ m)

Předpokládame-li, že ve směsii druhů částic v tepelné
rovnováze, ale s odlišnou teplotouTi, než je teplota fotonů
T , pak pro hustotu a tlak platı́

ρR = T
4
∑

i

(
Ti

T

)4
gi

2π2

∫ ∞

xi

(n2 − x2i )
1/2u2 du

exp(n− yi)± 1
,(3.14)

pR = T
4
∑

i

(
Ti

T

)4
gi

6π2

∫ ∞

xi

(n2 − x2i )
3/2u2 du

exp(n− yi)± 1
,(3.15)
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kdexi ≡ mi/T ayi ≡ µi/T .
Jelikož hustota energie a tlak nerelativistických částic
(m ≫ T ) je exponenciálně menšı́ než u ultrarelativistic-
kých (m ≪ T ), je možné s dostatečnu přesnostı́ zahrnout
jen ultrarelativistické částice, takže pak jednoduše platı́

ρR =
π2

30
g∗T

4 , (3.16)

pR =
1

3
ρR =

π2

90
g∗T

4 , (3.17)

kdeg∗ označuje celkový očet stpňů volnosti přı́slušný efek-
tivně nehmotným částicı́m(mi ≪ T ). Je

g∗ =
∑

i−boz.

gi

(
Ti

T

)4
+
7

8

∑

i−ferm.

gi

(
Ti

T

)4
. (3.18)

Faktor7/8 vyjadřuje rozdı́lF −D aB − E statistik.
Je jasné, žeg∗ je funkcı́ teploty, nebot’suma zahrnuje je

členy smi ≪ T .
ProT ≪Mev -relativistické částice jsou jen 3 druhy ne-

utrin a fotonů;Tν = (4/11)
1/3Tγ . Protog∗(≪ MeV) =

3.36.
Pro 1MeV∼ T ∼ 100MeV jsou relativistické i elektrony

a pozotrony. PřitomTν = Tp. Protog∗ = 10.75.
Pro T > 300 GeV jsou relativistické a v tepelné rov-

nováze všecny částice standartnı́ho modelu: 8 gluonů,
W±, Z0, 3 generace kvarků a leptonů, 1 Higgsův dublet.

Protog∗(> 300GeV) = 106.75.
Pokud je g∗ =konst., platı́pR = ρR/3 a R(t) ∼

t1/2, ρR ∼ T 4, ρR ∼ 1
R4 , T ∼ 1

R . Pak platı́

H = 1.66 g
1/2
∗

T 2

mpl

t = 0.301 g
−1/2
∗

mpl

T 2
∼
(

T

MeV

)
(3.19)

Tyto výrazy určujı́ dynamiku raného vesmı́ru.

Entropie

V raném vesmı́ru byly tyto rychlosti reakcı́ částicΓint

mnohem většı́ než rychlost expanze H, takže mohla být
ustanovena lokálnı́ termodynamická rovnováha. Pak entro-
pie na element souputujı́cı́ho objemu je konstantnı́. Entropie
vztažená na souputujı́cı́ objem je proto velice užitečná pro
popis expandujı́cı́ho vesmı́ru.

Použijeme-li v expandujı́cı́m vesmı́ru 2. větu termodyna-
miky na souputujı́cı́ objemový element o jednotkové sou-
řadnicové velikosti a na fyzikálnı́ objemV = R3, pak platı́

T dS = d(ρ V ) + pdV = d[(ρ+ p)V ]− V dp . (3.20)

Podmı́nkyintegrability

∂2S

∂T∂V
=

∂2S

∂V ∂T
(3.21)

dávajı́ vztah

T
dp

dT
= ρ+ p , (3.22)

nebo-li
dp =

ρ+ p

T
dT . (3.23)

Dosadı́me-li (3.20) do (3.23), pak

dS =
1

T
d[(ρ+p)V ]−(ρ+p)V dT

T 2
= d

[
(ρ+ p)V

T
+ konst.

]

(3.24)
Entropie na soouputujı́cı́ objem tedy je (až na aditvnı́ kon-
stantu)

ρ = R3
(ρ+ p)

T
. (3.25)

Prvnı́ věta termodynamiky (zákon zachovánı́) je

d[(ρ+ p)V ] = V dp .

Dosadı́me-li sem z (3.23), pak dostáváme

d

[
(ρ+ p)V

T

]
= 0 . (3.26)

Entropie na souputujı́cı́ objem S se tedy v expandujı́cı́m
vesmı́ru v termodynamické rovnováze zacovává.

Definujeme hustotu entropie

s ≡ S

V
=
ρ+ p

T
. (3.27)

při dominanci relativistických částic je přibližneˇ

s =
2π2

45
g∗ST

3 , (3.28)

kde

g∗S =
∑

ib

gib

(
Tib

T

)3
+
7

8

∑

if

gif

(
Tif

T

)3
. (3.29)

Pokud majı́společnou teplotu, platı́g∗ = g∗S. Teprve při
oddělenı́ (např. neutrin) se začne objevovat rozdı́l mezi g∗ a
g∗S . Poznamenejme, že je

s = 1.82g∗Snp .

Ze zachovánı́S plyne, žes ∼ R3, takžeg∗ST3R3 je při
expanzi vesmı́ru konstantnı́. Odtud plyne, že počet čáatic v
souputujı́cı́m objemuN ≡ R3n je dán vztahem

N ≡ n

s
. (3.30)

V termodynamocké rovnováze je pro částice s počtem
stupňů volnostig:

N =
45ξ(3)g

2π4g∗S
T ≫ m,µ

=
45g

4
√
2π5g∗S

(m/T )3/2exp(−m/T + µ/T ) T ≪ m.(3.31)

Pokud s v danémsouputujı́cı́m objemu počet částic ne-
měnı́, pakN = n/s zůstává konstantı́.Nechybı́ tu nic?
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Jelikožρ = g∗ST
3R3 = konst., teplota vesmı́ru se vyvı́jı́

dle zákona
T ∝ g

−1/3
∗S R−1 . (3.32)

Pokudg−1/3∗S se objevuje proto, že pokud se druh částic
stává nerelativistickým, vymizı́ a jeho entropie se přetrans-
formuje do jiných druhů částic, jež zůstavajı́ relativistiské,
takžeT klesá poněkud pmaleji!

?Dekuplované částice, jež neinteragujı́ s tepelnou la´znı́
ostatnı́ch částic se vyvájejı́ samostatně a jejich teplota bude
klesat jakoT ∼ R−1.

Uvažujme částice sm = 0, jež se oddělı́ od tepelné lázně
při teplotěTD v časetD při RD. jejich distribučnı́ funkce
jevtomto okamžiku

f(~p, tD) = [exp(E/TD)± 1]−1 . (3.33)

Po oddělenı́ je energie částic posouvaná do ruda.

E(t) = E(tD)
R(tD)

T (T )
. E ∼ p (3.34)

Hustota částic je při expanzi klesá jakon ∼ R−3.
Proto se distibučnı́ funkcef(~p) = d3n/d3p v časet změnı́

pouze tak, že dojde ke změně teplty naT (f) = TD
RD

R(t) :

f(~p, t) = f(~p
R

RD
, tD) =

[
exp

(
ER

RDTD

)
± 1
]−1
=

[
exp

(
E

T

)
± 1
]−1

.

(3.35)
Pro dekuplované částice(m ≫ TD) při dekuplaci z

lokálnı́ termodynamické rovnováhy budet = tD , T =
TD , R = RD. Hybnost každé částice se bude měnit jako
~|p(t)| = | ~pD||RD|R. Kinetická energie se ovšem měnı́ jako

Ek(t) = Ek(tD)
R2D
R2

. (3.36)

Hustota částicn ∼ R−3. Takové dekuplované částice
tedy majı́ stále rovnovážné rozdělenı́ hybnostı́ charakteris-
tické teplotou

T = TD

(
RD

R

)2
∝ R−2 (3.37)

Chemický potenciál musı́ být závislý na čase (abyn ∼
R−3)

µ(t) = m+ (µ? −m)
T (t)

?
(3.38)

Vesmı́rné události v tepelné historiı́ vesmı́ru

Vzhledem k tomu, že Friedmanové moddely vesmı́ru ne-
majı́ časový Killigův vektor, neměl by jimi popisovany´
Vesmı́r být ze striktně matematického hlediska v termo-
dynamické rovnováze. Ve skutečnosti ovšem Vesmı́r byl
povětšinu své historie v podstatě ve stavu termodynamické
rovnováhy. Odchylky od nı́ ovšem hrály v historiı́ Vesmı´ru
klı́čovou roli. Kdyby tomj tak nebylo, byl by jeho současný
stav dán systémem o teplotě 2.75 K. (Stav termodynamicke´

rovnováhy se ovšem s expanzı́ Vesmı́ru měnı́ - měnı́ se tep-
lota vesmı́ru.)

Pro teplotnı́ historiı́ Vesmı́ru má klı́čový význam vztah
mezi rychlostı́ interakcı́ částic a rychlostı́ expanze Vesmı́ru.
Měnili se teplota jakoT ∼ R−1, pak rychlost změny tep-
loty souvisı́ s rychlostı́ expanze jakȯT/T = −H . Pokud
jsou interakce částic dostatečně rychlé na to, aby distribučnı́
funkci vylad’ovaly v souladu s měnı́cı́ se teplotou, tj. dosta-
tečně rychlejšı́ než rychlost expanze, pak se bude Vesmı́r
vyvı́jet tak, že bude postupně procházet přibližně stavy te-
pelné rovnováhy s teplotouT ∼ R−1.

Rychlost reakce je dána vztahemΓ ≡ nσ|v|, kdeΓ je
rychlost interakcı́ na částici,n je hustota interagujı́cı́ch čás-
tic, |v| je zprůměrovaná rychlost interagujı́cı́ch částic aσ je
účinný průřez interakcı́. Termodynamické rovnováhybude
dosaženo, pokud je

Γ ∼ H (3.39)

Korektnı́ způsob zı́skánı́ vyvoje distribučnı́ funkcečástic
je intagrace Boltzmanovy rovnice Zde pro jednoduchost
budeme vycházet z kritériaΓ > H(Γ < H) pro zjištěnı́,
zda daný typ částic je vázán (nevázán) na teplené plazma
vyplňujı́cı́ Vesmı́r.

Demonstrujeme oddělenı́ nějakého druhu částic od te-
pelné plazmy v expandujı́cı́m Vesmı́ru na přı́kladu dvou
interakcı́:

1. interakcı́ zprostředkovaných nehmotnými bozony
(jakop)

2. interakcı́ zprostředkovaných hmotnými bozony (jako
W± , Z0 po narušenı́ elektroslabé symetrie naT ∼ 300
GeV).

V prvnı́m přı́padě je pro2↔ 2 rozptyl ultrarelativistických
částic s výrazným přenosem hybnostiσ ∼ α2/T 2, přičmež
intenzita kalibračnı́ vyzbyg =

√
4πα. Ve druhém přı́padě

je proT ∼ mx , σ ∼ G2xT
2, kdemx je hmotnost bozonu

a Gx ∼ α/m2x. Pro T ≫ mx je σ ∼ α2/T 2 jako pro
nehmotné bozony.

Jsou-li interakce zprostředkovány nehmotnými bozony,
je Γ ∼ nσ|v| ∼ α2T . Během zářenı́ dominované epo-
chy jeH ∼ T 2/mpl, takžeΓ/H ∼ α2mpl/T . Proto pro
T < α2mpl ∼ 1016 GeV jsou takové reakce dostatečně
rychlé, zatı́mco proT ∼ α2mpl ∼ 1016 GeV tyto interakce
„zamrznou“.

Jsou-li zprostředkovány masivnı́mi bozony, pak jeΓ ∼
nσ|v| ∼ G2xT

5 a Γ/H ∼ G2xmplT
3. Pro mx ∼ T ∼

G
−2/3
x m

−1/3
pl ∼ (mx/100GeV)

4/3 MeV jsou interakce
efektivně „zamrzlé“.

Zdůrazněme, že proT ∼ α2mpl ∼ 1016 GeV jsou
všechny perturbafivnı́ interakce neúčinné („zamrzlé“) pro
nastavennı́ nebo udrženı́ termodynamické rovnováhy.

V průběhu historie vesmı́ru by mělo docházet k několika
spontánnı́m narušennı́m symetrie, tj. fázovým přechodům.
Mělo by jı́t o grandunifikačnı́ fázový přechod mezi teplotami
1016 ÷ 1014 GeV a elektroslabý fázový přechod při teplotě
kolem 300 GeV. Při těchto fázových přechodech některé
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klaibračnı́ bozony nebo i jiné částice zı́skavajı́ hmotnost
prostřednictvı́m tzv. Higgsova mechanismu za rozrušenı´ sy-
metrie. Po fázovém přechodu budou interakce, zprostředko-
vanéX bozony se zı́skanou hmotnostı́, charakterizovány in-
tenzitouGx. Částice jež interagujı́ pouze tı́mto způsobem se
oddělı́ od tepelného plazmatu při teplotěT ∼ G

−2/3
x m

−1/3
pl .

Mezi teplotami 300 MeV÷ 100 MeV docházı́ k fázo-
vému přechodu s barevným uvězněnı́m; po něm jsou silně
interagujı́cı́ hadrony, tj. trojice kvarků třı́ různých barev (ba-
ryony) a dvojice kvarků a antikvarků (mezony).

Speciálnı́ pozornost budeme věnovat později obdobı́ ja-
derné syntézy, jež proběhlo mezi teplotami 10 MeV÷ 0.1
MeV. Prvotnı́ jaderná syntéza je totiž nejranějšı́m testem
standartnı́ kosmologie.

Nynı́ se ještě stručně zdržı́me u dalšı́ch významny´ch udá-
lostı́ raného vesmı́ru.

Oddělěnı́ neutrin

Neurtina jsou ve velmi ranném vesmı́ru udržována v ter-
modynamické rovnováze reakcemiν̄ν ↔ e+e− , νe ↔ νe,
apod. Účı́nný průřez těchto slabých interakcı́ jeσ ≃ G2FT

2,
kdeGF ≃ 1.1664 × 10−5 GeV−2 je Fermiho konstanta.
Hustota neutrinn ≃ T 3, takže pro rychlost interakcı́ (na
neutrina) je

Γν = nσ|v| ≃ G2FT
5 . (3.40)

Dále je
Γν

H
≃ G2FT

5

T 2/mpl
≃
(

T

1MeV

)3
. (3.41)

Při teplotáchT ∼ 1 MeV je Γν > H a neutrina jsou v
dostatečném tepelném kontaktu s plazmatem. ProT < 1
MeV jsou interakce neutrin přı́liš slabé, aby je udržely v
rovnováze s plazmatem: lehká neutrina se tedy oddělujı́
od plazmatu. Pak už jejich teplota klesá jakoR−1. Krátce
po oddělenı́ neutrin teplota poklesne podT ∼ me, takže
se entropie párůe± přetransformuje na fotony, ale niko-
liv na oddělená neutrina. PřiT ∼ me jsou termodyna-
mické rovnováze fotony (g = 2) a e± páry (g = 4), takže
g∗(T > me) = 11/2. ProT ≪ me jsou v rovnováze jen
fotony, takžeg∗(T ≪ me) = 2. Jelikož jeS = g∗(RT )3

konstantnı́ během expanze bude naT > me platitTp = Tν ,
zatı́mco naT ≪ me musı́ být

Tp

Tν
=

(
11

4

)1/3
= 1.40 (3.42)

(Protože platı́ 11/2(RT )3 = 2(RT )3T<me
, takže

RT(T<me) = (11/4)
1/3(RT )(T>me)). Dnešnı́ teplota neu-

trin je tedyTν = 1.96 K. Zdůrazněmě, že poklesg∗ nevede
k růstuT , nýbrž pouze k pomalejšı́mu poklesuT , než dle
zákonaR−1.

Předokládame-li 3 druhy neutrin dostáváme pro dnešnı´
hodnoty efektivnı́ch stupňů volnosti

g∗(t0) = 2 +
7

8
× 2× 3×

(
4

11

)4/3
= 3.36 , (3.43)

g∗(t0) = 2 +
7

8
× 2× 3× 4

11
= 3.91 . (3.44)

Jelikož jeTp 6= Tν, je takég∗ 6= g∗S . Jelikož jsou fotony a
neutrina odděleny, jejich entropie se zachovávajı́. Prodnešnı́
hodnoty hustoty energie a entropie pak dostáváme přiTp0 =
2.75 K

ρR =
π2

30
g∗ T

4 = 8.09× 10−34 g cm−3 ,

ΩRh
2 = h 31× 10−5 ,

S =
2π2

45
g∗S T

3 = 2970 cm−3 ,

np =
2ξ(3)

π2
T 3 = 422 cm−3 . (3.45)

Podobně lze uvažovat oddělěnı́ gravitonů. Pro ně je
Γgr = nσ|v| ≃ G2 T 5 ∼ T 5/m4p (položı́me-liGx =
GN , αG ∼ 1). Platı́, žeΓgr < H ≃ T 2/mpl proT >pl. V
Planckově časetpl ∼ 10−43 s je dle standartnı́ho modelu
elementárnı́ch částicg∗ = 106.75. Je ovšem pravděpodobné
(dle unifikačnı́ch teoriı́), že proT ∼ mpl je stupňů volnosti
mnohem vı́ce. Přinejmenšı́m lze tedy tvrdit, že naT < mpl

se gravitony oddělily a dnes by měly mı́t teplotu alespoň
(3.91/106.75)1/3T ≃ 0.91K a hustotu∼ 15 cm−3.

Rovnost hustoty látky a zářenı́

Vezměmě celkovou hustotu energie a látky (tj. nere-
lativistických částic: baryonů, apod.) s dnešnı́ hodnotou
ρL = 1.88× 10−29Ω0h2g cm−3. Poměr hustot energie zá-
řenı́ a látky jeρR/ρL ∝ R0/R = 1 + Z.

Vezmeme-liρR z relacı́ (3.45), pak pro okamžik rovnosti
hustot energie látky a zářenı́ dostáváme

1 + Zeg ≡ R0/Reg = 2.32× 104Ω0 h2 ,
Teg = T0(1 + Zeg)5.5Ω0 h

2 eV ,

teg ≃ 2
3
H−1
0 Ω

−1/2
0 (1 + Zeg)

−3/2 ,

= 1.4× 103(Ω0h2)−2let . (3.46)

Vezmeme-li v úvahu přesný vztah pro evoluci škálového
faktoru v obdobı́ρL ∼ ρR (při zanedbánı́ křivostnı́ho členu
k/R2),

t

teg
=

[(
R

Reg−2

)(
R

Reg+1

)1/2
+ 2

]

(2−
√
2)

,

pak bude

teg = 0.39H
−1
0 Ω

−1/2
0 (1 + Zeg)

−3/2 .

Oddělenı́ fotonů - rekombinace

Látka a zářenı́ byly v raném Vesmı́ru v tepelné rovnova´ze
dı́ky efektivnı́m interakcı́m mezi fotony a elektron. Nakonec
však hustota volných elektronů natolik klesla, že došlo k
oddělenı́ fotonů od látky. Pro okamžik tohoto oddělenı́ platı́
Γp ≃ H , resp.λp ≃ Γ−1p = H−1, střednı́ volná dráha
fotonůλp se stává většı́ než Hubblova vzdálenostH−1.
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Rychlost interakcı́ fotonů

Γp = neσT , (3.47)

kde ne je hustota volných elektronů aσT = 6.65 ×
10−25 cm−2 je Thomsonův účinný průřez. Rovnovážný
stav volných elektronů je dánSahovou rovnicı́, již si nynı́
odvodı́me.

Označme hustoty volných elektronů, protonů a vodı́ku
jakone , np , nH . (Zanedbejme jedno jádro 4He na 10 pro-
tonů a předpokládejme, že všechny jsou ve formě protonů.)
Z nábojové neutrality plynene = np a ze zákona zachovánı́
baryonového čı́sla plynenB = np + nH .

V termodynamické rovnováze je při teplotách menšı́ch
nežmi

ni = gi

(
miT

2π

)3/2
exp

(
µi −mi

T

)
, (3.48)

kde i = (e, p,H). V chemické rovnováze procesp + e →
H + p zajišt’uje, že jeµp + µe = µH . FaktorµH v nH

vyjádřı́me pomocı́µe a µp a ten lze vyjádřit pomocı́np a
ne:

nH =
gH

gp ge
np ne

(
meT

2π

)−3/2
exp(

B

T
) , (3.49)

kde B je vazbová energie vodı́ku, tj.B ≡ mp + me −
mH = 13.6 eV. V prexponenciálnı́m faktoru jsme položili
mH = mp. Stupeň ionizace lze vyjádřit poměrem

Xe ≡ np

nB
. (3.50)

Vezmeme-ligp = ge = 2 , gH = 4 a nB = η · np, pak
z rovnice (3.49)Sahova rovnice pro parametr ionizace v
rovnovážném stavuXeg

e :

1−Xeg
e

(Xeg
e )
2 =

4
√
2 ξ(3)√
π

η

(
T

me

)3/2
exp

(
B

T

)
. (3.51)

Poměr počtu baryonů a fotonůη = (ΩB h
2)2.68 × 10−8;

pro teplotu platı́T = (1 + z)2.75 K. Sahovou rovnici pak
lze řešit pro různé hodnotyΩB h

2. Lze tak nalézt závislosti
Xeg

e (1 + z). Definujeme rekombinaci jako okamžik, kdy
Xeg

e = 0.1, tj.90% elektronů je uvězněno v atomech H.
Pak lze řı́ci, že k rekombinaci došlo pro(1 + z) v intervalu
1200 (ΩB h

2 = 0.01) až 1400(ΩB h
2 = 0.1). Ve všech

přı́padech hodnotΩB h
2 je Xeg

e → 0 pro 1 + z → 1000.
Vezmeme-li1 + z = 1300, pak

Trek = T0(1 + zrek) = 3575K = 0.308eV (3.52)

Předpokládame-li, že v době rekombinace byl Vesmı́r do-
minován látkou, věk Vesmı́ru byl tehdy

trek =
2

3
H−1
0 (1 + zrek)

−3/2

= 4.39× 1012(Ω0)h2)1/2 s . (3.53)

Všimneme si, že k rekombinaci dojde při teplotě∼ 0.3
eV, nikoliv T ∼ B ∼ 13.6 eV. To je způsobeno malou
hodnotou faktoru předexp(B/T ) v (3.51), tj. velká entropie
(η ≪ 1) a (T/me)

3/2 způsobı́, žeTrek je mnohem menšı́
než vazbová energie vodı́ku.

Rovnovážná ionozace je použitelná tehdy, když je na-
stavená rovnováha, tj. rychlost reakcı́e + p ↔ H + p je
většı́ než rychlost expanze. Podrobné výpočty vycha´zejı́ z
Boltzmanovy rovnice ukazujı́, že rovnovážná ionizaceje
nastavena na(1 + z) > 1100, a že reziduálnı́ ionizace při
(1 + z) ∼ 1100 je

X∞ ≈ 3× 10−5 Ω0
ΩB h

. (3.54)

Za předpokladu rovnovážné ionizace a skutečnosti, že
hustota volných elektronůne = XenB = Xeηnp, takže
ne ≃ Xe(ΩB h

2)(1+ z)3 1.13× 10−5cm−3, můžeme určit
střednı́ volnou dráhu fotonů z (3.47) a srovnat ji s věkem
Vesmı́ru t = (2/3)(1 + z)−3/2H−1

0 Ω
−1/2
0 . Věk Vesmı́ru

závisı́ naΩ0, zatı́mcoλp závisı́ naΩB . K oddělenı́ fotonů
dojde, když jeλp ∼ Γ−1p ≃ t ∼ H−1.

Deshift (1 + zret) při oddělenı́ závisı́ naΩ0 a ΩB a je
někde mezi 1100 a 1200. Je-li(1 + z − ret) ∼ 1100, pak

Tod = T0(1 + zod) = 3030 K = 0.26 eV . (3.55)

Byl-li tehdy Vesmı́r dominován látkou, pak věk Vesmı́ruv
okamžiku oddělenı́ fotonů byl

tod =
2

3
H−1
0 Ω

−1/2
0 (1 + zod)

−3/2 ,

= 5.64× 1012(Ω0h2)−1/2 s . (3.56)

Shrňme tedy události, jež se odehrály při oddělenı́ fotonů.
Z rozboru rekombinace a oddělenı́ plyne, že pro závislost
přı́slušných redshiftů lze psát

1 + zod ≃ 1100
(
Ω0
ΩB

)0.018
≃ 1100÷ 1200

1 + zrek ≃ 1380(ΩBh
2)0.023 ≃ 1240÷ 1380 (3.57)

Z přesné „Boltzmanovy“ teorie plyne „zamrznutı́ “ residu-
álnı́ ionizace

1 + zzam ≃ 1180

1 + 0.021 ln(Ω0/ΩB)
≃ 1080÷ 1180 .

(3.58)
Předpokládali jsme, žeΩB h

2 = 0.01 ÷ 1 a Ω0/ΩB =
1÷ 100.

Většinou je možno pro přibližné kosmologické aplikace
předpokládat, že veškerý proces reprezentujeme oddeˇlenı́m
fotonů při1 + zod ≡ 1100 aTod = 0.26 eV.

Baryonové čı́slo Vesmı́ru

Hustota baryonů jenB ≡ nb −nb̄; nb(nb̄) určuje hustotu
baryonů (antibaryonů). Pozorovánı́ ukazujı́, že ve Vesmı́ru
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je zanedbatelné množstvı́ antibaryonů, a že baryonů jsou
obsaženy v nukleonech, tj.

nB = nN = 1.13× 10−5(ΩB h
2)cm−3 . (3.59)

Z předhozı́ch diskusı́ vı́me, ženB/S odpovı́dá čistému
baryonovému čı́slu v souputujı́cı́m objemu, a že toto čı́slo se
zachovává, pokud neprobı́hajı́ reakce měnı́cı́ početbaryonů.
Definujeme tedybaryonové čı́slo Vesmı́ru:

B ≡ nB

S
= 3.81× 10−9(ΩB h

2) . (3.60)

Jelikož od epochy anihilace párue± platı́ reakceS ≃
7.04np, můžeme psát

η ≃ 7B ≃ 2.68× 10−8(ΩB h
2) . (3.61)

Poznamenejme, že primordiálnı́ jaderná syntéza dáva´
omezenı́η = (4−7)×10−10, takžeB ≃ (6−10)×10−11.
Veličina1/B = S/nB ≃ (1− 2)× 1010 odpovı́dá entropiı́
na baryon. Zˇ ijeme tedy ve Vesmı́ru s vysokou entropiı́.

Výplň kauzálnı́ho horizontu

Určeme entropii a počet baryonů obsažených uvnitř
kauzálnı́ho horizontu.

Éra dominance zářenı́: dH(t) = 2t , s = 2π
2g∗T 3/45;

proto

SHor =
4π

3
t3 s = 0.050 g

−1/2
∗

(mpl

T

)3
,

(NB)Hor = BSHor = 1.9× 10−10(ΩB h
2) g

−1/2
∗

(mpl

T

)3
,

(HHor) = 0.29MJ(ΩB h
2) g

−1/2
∗

(
MeV

T

)3
. (3.62)

Éra dominance látky: dH(t) = 3t , s = s0(1 + z)3 =
2970(1 + z)3cm−3; proto

SHor =
4π

3
t3 s = 2.9× 1087 (Ω0 h2)−3/2(1 + z)−3/2 ,

(NB)Hor = BSHor = 1.1× 1079(ΩB/Ω
3/2
0 h)(1 + z)−3/2 ,

(HHor) = 9.94× 1021MJ(ΩB/Ω
3/2
0 (1 + z)

−3/2 . (3.63)

Vidı́me, že dnes je uvnitř horizontu entropie∼ 1088 a
bayronové čı́slo∼ 1079, zatı́mco ve velmi ranném Vesmı́ru
obsahoval horizont pouze entropiı́∼ (mpl/T )

3 a baryonové
čı́slo∼ 10−10(mpl/T )

3.

Velikost vesmı́ru

Jak velký je náš Vesmı́r? Rozumná odpověd’ na takovou
otázku závisı́ na tom, co mı́nı́me pojmem „náš Vesmı́r“. V
přı́padě uzavřeného vesmı́ru()k = +1 lze prostě řı́ci, že v
daném časet je velikost vesmı́ru daná velikostı́ expanznı́ho
faktoru

R(t) = |Ω(t)− 1|−1/2H−1(t) . (3.64)

Pro otevřené vesmı́ry(k = 0,−1) však tato odpověd’ nemá
smysl„ jelikož tyto vesmı́ry jsou nekonečné v prostoru.Vat-
kovém přı́padě má ovšem smysl jiný přı́stup: určit, jak velký
byl v minulosti dnes pozorovatelný vesmı́r! Veikost pozo-
rovatelného vesmı́ru je dána dnešnı́ velikostı́ kauzálnı́ho
horizontu. Uvažujme pro jednoduchost limitnı́ Friedmanu˚v
model sk = 0. PakdH = 3t0 = 2H

−1
0 a rozměr dnes

pozorovatelného Vesmı́ru je

D0(t0) = 4H
−1
0 . (3.65)

V dřı́vějšı́ch dobách byla velikost tohoto pozorovatelného
Vesmı́ru dána vztahem

D0(t) =
R(t)

T0
D0(t0) =

R(t)

R0
4H−1
0 . (3.66)

Z D0(t) „vyrostl“ dnes pozorovaný Vesmı́r;D0(t) nenı́ po-
zorovatelných Vesmı́rem v časet.

Pokud nedošlo k výrazné produkci entropie mezit a
t0, pak ze zachovánı́ entropie plyne:g∗S(t0)R

3
0T0(t)

3 =
g∗S(t)R

3T 3. Jelikož je dnesg∗S(t0) = 3.91, můžeme psát

D0(t) = 4

[
3.91

g∗S

]1/3
t0
T (t)

H−1
0 . (3.67)

Nynı́ můžeme určit velikost našeho Vesmı́ru na „po-
čátku“, v Planckově časetpl = m−1

pl . Předpokládáme-li
zářenı́m dominovaný vesmı́r vt = tpl, pak platı́

tpl = 0.301g
1/2
∗

mpl

T 2pl

,

Tpl = 0.55g
1/4
∗ mpl . (3.68)

(V takovém přı́padě dı́ky zahrnutı́ vlivu vnitřnı́ch stupňů
volnosti čáaticnenı́ Tpl = mpl = Epl.)

Dosadı́me-li nynı́ do (3.67), dostáváme

D0(tpl) =
11.5

g
1/12
∗S

T0
mpl
= H−1

0 = 1.4 × 10−3 cm .

(3.69)
Předpokládáli jsmeg∗S(tpl) = 106.75, jak plyne z po-
čtu stupňů volnosti ve standartnı́m modelu elementárnı́ch
částic:SU(3)<?

⊗
SU(2)?

⊗
U(1)?. Proh = 0.7 tedy do-

stávámeD0(tpl) = 2× 10−2 mm.
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3.2 PRVOTNÍ JADERNÁ SYN-
TÉZA

Po vzniku baryonů uvězněnı́m kvarků při teplotách 100 -
300 MeV došlo k velice významné události, prvotnı́ syntéze
lehkých jader mezit ≃ 10−2 ÷ 102 s, kdy teplota klesla
z T ∼ 10 MeV na o,1 MeV. Tato událost je vyznámna
tı́m, že proměřovánı́ výsledků této události, tj.zjišt’ovánı́
zastopenı́ lehkých jader, je nejranějšı́m testem pravdivosti
standartnı́ho kosmologického modelu.

Jaderná statistická rovnováha

Primordiálnı́? jadernou syntézou budeme poa?ovat za
d?sledek jaderné statistické rovnováhy (JSR) mez lehky´mi
jádry. Budeme p?edpokládat, ?e v?echna jádra jsounere-
lativistivká. Pak v kinetické rovnováze je pro jádro A(Z)
s hmotným ?ı́slem A a nábojem Z daná hustota výskytu
vztahem

ηA = gA

(
mAT

2π

)3/2
exp

(
µA −mA

T

)
, (3.70)

kdeµA je je chemický potenciál amA je klidová hmotnost
(energie). Je-li rychlost reakcı́ tvo?ı́cı́ch jádro A ze Zpro-
ton? a A-Z neutron? v?t?ı́ ne? rychlost expanze vesmı́ru,
budeme mı́t chemickou rovnováhu. Pak pro p?ı́slu?né che-
mické poteniályµA, µp, µn platı́

µA = Zµp + (A− Z)µn (3.71)

Rovnice (3.70) platı́ i pro protony a neutrony, tak?e za che-
mické rovnováhy m??emeexp(µA/T ) vyjád?it pomocı́ hus-
toty proton? a neutron?: ODSAZENI´ DO LEVA!!!!!!!!!!!

exp(µA/T ) = exp {[Zµp + (A− Z)µn]/T }

= nZ
p n

A−Z
n

(
2π

mnT

)3A/2

2−Aexp {[Zmp + (A− Z)mn]/T } ,(3.72)

kde jsme zanedbali rozdı́ly mezimn,mp,mA/A ve v?ech
p?edexponenciálnı́ch faktorech a pou?ili hmotnost nukleonu
mN .

Zavedeme-li vazbovou energii jádraA(Z)

BA ≡ Zmp + (A− Z)mn −mA , (3.73)

po dosazenı́ (3.72) do (3.70) dostáváme

nA = gAA
3/22−2

(
2π

mNT

) 3
2 (A−1)

(3.74)

Uve?me nynı́ p?ehled vazbových energiı́ n?kterých lehky´ch
jader:

A(Z) BA gA

2H 2.22 MeV 3
3H 6.92 MeV 2
3He 7.72 MeV 2
4He 28.3 MeV 1
12C 92.2 MeV 1

Hustoty po?tu jader v expad-

nujı́cı́m Vesmı́ru klesajı́ jakoR−3 (p?i konstantnı́m po?tu v

souputujı́cı́m objemu), je u?ite?né pou?ı́t celkovou hustotu
po?tu nukleon?nN = np + nn +

∑
i(AnA)i jako základnı́

veli?inu a uva?ovat hmotnostnı́ p?ı́sp?vek jader A(Z) v po-
dob?

XA ≡ nAA

nN
;
∑

i

Xi = 1 (3.75)

Potom na jaderné statistické rovnováze platı́:

XA = gA[ξ(3)
A−1π

1
2 (3A−5)]A5/2

(
T

mn

) 3
2 (A−1)

×ηA−1XZ
p X

A−Z
n exp(BA/T

(3.76)
kde zavádı́me parametr

η ≡ nN

np
= 2.68× 10−8 (ΩBh

2) , (3.77)

jako současný poměr počtu baryonů k počtu fotonů. Sku-
tečnost, že vesmı́r je „horký“; tj.η ≪ 1 a je velk8 entropie
připadajı́cı́ na jeden baryon, je klı́čová pro primordiálnı́ je-
adernou syntézu.

Počátečnı́ podmı́nky (T ≫MeV, t≪ 1s)

Pro výsledek primordiálnı́ jaderné syntézy je klı́čový po-
čátečnı́ poměrnn/np, nebot’ v podstatě všechny neutrony
zůstanou uvězněny v 4He. Rovnováha mezi neutrony a pro-
tony je zajišt’ovaná slabými interakcemi(ν ≡ νe):

n ↔ p+ e− + ν ,

ν + n ↔ p+ e− ,

e+ + n ↔ p+ ν̄ (3.78)

Jsou-li rychlosti techto interakcı́ většı́ než rychlost ex-
panze vesmı́ru, nastává chemická rovnováha, kdy

µn + µν = µp + µe , (3.79)

takže v chemické rovnováze platı́

n

p
≡ nn

np
=
Xn

Xp
= exp[−Q

T
+
(µe − µν)

T
] , (3.80)

kdeQ ≡ mn −mp = 1.293MeV . Z nábojové neutrality
Vesmı́ru pak plyne viz(...)

µe

T
∼ ne

np
=
np

nγ
∼ η ∼ 10−10.

Pro poměrµν/T nelze zcela jasně provést obdobné od-
hady, nebot’ reliktnı́ neutrinové pozadı́ dosud nebylo dete-
kováno, takže neumı́me nalézt odhad počtu žádného typu
(e, µ, ν̄) neutrin.

Budeme předpokládat, že podobně jako pro baryony bude
leptonové čı́slo malé, tj.|µν|/T ≪ 1. Za tohoto předpokladu
je rovnovážný poměr neutronů a protonů dán vztahem

(
n

p

)

eg

= exp(−Q/T ) . (3.81)

52



Tento poměr je na obr. znázorněn jak pro skutečnou, tak
i pro rovnovážnou situaci;

SEM PATŘÍ OBRÁZEK!!!!!!!!!!!!!
Uvažujme nynı́ rychlosti interakcı́ přeměňujı́cı́chne-

utrony na protony.
Vztahujeme-li tyto počty interakcı́ na 1 nukleon a jed-

notku času, musı́me interagovat 2 mocninu maticového ele-
mentu daného procesu vázaného hustotami částic ve fázo-
vém prostoru (částit jiných než iniciálnı́ nukleon). Připojit
musı́me zachovánı́ 4-hybnosti. pak např. rychlost procesů
pe→ νn je dán vztahem

Γpe→νn =

∫
fe(Ee)[1−fν(Eν)]|M |2pe→nν(2π)

−5δ4(p+e−ν−n)d
3pe

2Ee

d3pν

2Eν

d3pn

2En
(3.82)

Všechny procesy tohoto typu majı́ společný faktor v ma-
ticovém elementu pro jadernýβ-rozpad neutronu

|M |2 ∝ G2F (1 + 3g
2
A) , (3.83)

kde vazbový parametrgA ≃ 1.26 reprezentuje axiálně-
vektorovou vazbu nukleonu. Z teorie elementárnı́ch částic
plyne, že tento faktor lze vyjádřit pomocı́ střednı́ doby života
neutronuτn, resp.τ1/2(n) = (ln2)τn tj. poločasu rozpadu,
ve tvaru

τ−1n = Γn→peν =
G2F
2π3
(1 + 3g2A)m

5
eλ0 , (3.84)

přičemž

λ0 ≡
∫ q

1

dǫ ǫ(ǫ− q)2(ǫ2 − 1)1/2 ≃ 1.636 (3.85)

představuje numerický faktor z integrálu ve fázovém pro-
storu pro rozpad neutronu.

Integračnı́ meze v integrálech pro rychlosti reakcı́ jsou
dány rozdı́lem hmotnostı́ neutronu a protonu a hmotnosti
elektronu. Použujeme-li bezrozměrné veličinyλ = Q/me,
ǫ = Ee/me, z = me/T , zν = me/Tν, pak je

Γpe→νn = (τnλ0)
−1
∫ ∞

q

dǫ
ǫ (ǫ− q)2(ǫ2 − 1)1/2

[1 + exp(ǫz)][1 + exp((q − ǫ)zν)]
(3.86)

V limitě vysokých a nı́zkých teplot platı́

Γpe→νn =





τ−1n (t/me)
3exp(−Q/T ) . . . . . . T ≫ Q ,me,

7
60π(1 + 3g

2
A)G

2
FT

5 ≃ G2FT
5 . . . . . . T ≪ Q ,me

(3.87)
Pro rychlost expanze Vesmı́ru platı́

H ≃ 1.66g1/2∗
T 2

mpl
≃ 5.5 T

2

mpl
,

takže dostáváme

Γ/H ∼
(

T

0.8MeV

)3
(3.88)

při T ≥ me. Při tepúlotách většı́ch 0.8 MeV lze tedy oče-
kávat, žemn/mp odpovı́dá rovnovážné hodotě, takže pro
T ≫ MeV je Xn ≃ Xp. Při T > 1 MeV jsou ovšem i
rychlosti jaderných reakcı́ tvořı́cı́ch lehká jádra vyššı́ než
rychlost expanze Vesmı́ru, takže se ustavı́ JSR.

Pro ilustraci uvažujme systém lehkých jader a částic:n,
p, 2H, 3He, 4He,12C. V JSR jsou hmotnostnı́ podı́ly dány
vztahy

Xn/Xp = exp(−Q/T ) , (3.89)

X2 = 16.3(T/mn)
3/2ηexp(B2/T )XnXp , (3.90)

X3 = 57.4(T/mn)
3η2exp(B3/T )XnX

2
p , (3.91)

X4 = 113(T/mn)
9/2η3exp(B4/T )X

2
nX

2
p , (3.92)

X12 = 3.22× 105(T/mn)
33/2η11exp(B12/T )X

6
nX

6
p .(3.93)

Přitom platı́

1 = Xn +Xp +X2 +X3 +X4 +X12 (3.94)

přestože čı́nı́ vazbové energie na nukleonu 1 - 8 MeV,
rovnovážné množstvı́ různých jader jsou řádu jednotky až
při teplotách∼ 0.3 MeV. To je způsobeno velkou entropiı́
Vesmı́ru, tj. malou hustotou parametruη. Ačkoliv při tep-
lotáchT ∼ MeV jsou jádra favorizovaná z energetických
důvodů, entropické důvody favorizujı́ volné nukleony a en-
tropie Vesmı́ru je velice vysoká. Hrubý odhad toho, kdy
bude existence jádra A termodynamický výhodná, dosta-
neme nalezenı́m teplotyTA při XA ∼ 1 (za předpkladu
Xn ∼ Xp ∼ 1):

TA ≃ BA/(A− 1)
ln(η − 1) + 1.5ln(mn/T )

(3.95)

Platı́, žeT2H ∼ 0.07 MeV, T3He ∼ 0.11 MeV, T4He ∼
0.28MeV aT12H ∼ 0.25MeV. Ze skutečnosti, že se lehké
prvky netvořı́, pokud nenı́T ≪ MeV, je často Viněno?
deuterium se svou nı́zkou vazebnou energi - „mýtické hrdlo
deutriové láhve“.

Ve skutečnosti JSR množstvı́ 4He a12 C (tj. jader s velkou
vazbovou energiı́) jsou malá, pokud nenı́T < 0.3MeV -
to ovšem plyne z vysoké entropie Vesmı́ru, nikoliv malé
vazbové energie deuteria. Na poněkud nižšı́ teplotěT ∼ 0.1
MeV nnézké množstvı́ D a3 He krátce zpozdı́ jadernou
syntézu - to je jediná podstata mýtu „deuterinového jádra“.
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