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Kapitola 1l

OTR pro pokrocile

1.1 Tetradovy formalismus ©(@ tvori bas viech 1-forem - jelikoZ &@ tvofi Gpl-
nou vektorovou basi. Mé&me jiZ dfive zavedenou formu
1.1.1 Zakladni 1-formy: a = A,dz®; pokud pouZijeme (1.2) dostavame =

Aae?,,,)@“ = A,0% - libovolna formaq je linearni kombi-

Vektor (kontravariantni)e,); e% jsou sloZky - | -
( )¥a) ‘() (o] y nacio©®. Podobnd®® A O° tvofi bazi 2-forem

kontravariantni(a) - €isluje vektor)

- 3 L 3 o(dz,y) = 2!Fagda:["“dy5] = F,pda® A dy?
Definujeme ,frame komponentyi(-adové slozky; tetra-

, . . . , _ «a a B b
dové ve 4-dimenzich) libovolného tenzoru = aﬁ(e(a,)@ ) A (e(b)@ )
= Fapel,)e(,0° A O = F, 0° A O,

Ta,b... = a@.“e’()‘a)e(ﬁb) e
Matice skalarnich sougind vektor bagg; = €(,) - €4); Pro pfirozené vektorove basg, ) = g el = 52 plati, ze
tetrddové sloZky metrického tezoru: dz®,dz® A dz”. . . jsou pfirozené base 1-forem.
o B Interval mZeme vyjadfi pomoci forem jako (numericky
Gab = JaBC(a)€(p)- vztah)

L P , b ds? = gagda:“dxﬁ = 900",
JelikoZ jsoué,) nezavislé existuje inverzni matigé” ta-

kova, Ze platy®®g,. = 6. Pak definujeme dualni ba): Platio® = e{Vda" age, = Gasels) €y tedy

~a) __ ,abx
e =g e(b). dSQ _ gaﬂe?{d)e(ﬁb) . e’(ya)dx’yegb)dxé
Plati&@ - &, = &¢. Je ziejmé, Ze!”, efb) jsou inverzni = gapelyel® - e(ﬁb)ef;’)daﬂdac‘S

matice: osh s
= gapy 05 = gysdx”da’.

o C{a) _ jabz = _ ab _ 5@
€)' € =g € €b) =9 Gbc =0, 3 o ) .
v o Priklad: Gaussovy polarni soufadnipey v 2-prostoru;
déle je iel”e = §%. zavedme 1-formy asociované $netrika:

vektory dualni base
ds? = dp® + [f(p, )P de”

0% = & dz”. (1.1) rovina:  f =p;  ds®=dp?+ p?dy?

. o . 2 2 2 2
(PFesné psén®°(d7) = &0dze — &@ . d7) Také lze POVTEKOUlE: J =sinps o ds”=dpm 4 sin pde

potom psat o Zvolme jednotkové vektory podél soutadnpigy (neni pfi-
dz® = &,,0". (1.2) rozenabase)
Vztahy (1.1) a (1.2) Iz interpretovat 2 zpUsoby : 1
ické Fic ' g ey = | —=0) =(1,0);
1) Numerické vztahy, pficemAaz(= dz®) je vektorovy cm <1/gll 0> (1,0)
argument dosazovany do forn@® - tj. ©%(dz) = 1 1
(@, .a € =(0,— ) =(0,=
el dae. @ < \/gE) < f>
2) Lze chéapat jalo linearni vztah mezi forma@f a dz?; 1
viz: da® (dF) = da. .. coZ je slozkalz. Je totiZ jasné, gz)(2) = E(2)-€(2) = Jap&la)&y) = g22(€3)> = f2ﬁ =1
7 0 = dz®, kdyZ el = 5, tj. mam pfifazenou
soufadnicovou basigradz®). Gab = €@ = Oapp = g = 59, &) = g%y = &)



Je-lidz® = (dp, di) libovolné posunuti, pak Nyni si 1-formuw®, vyjddfime v bazio¢; koeficienty roz-
kladu budou Ricciho rota¢ni koeficienty', = v%,.0¢;
0'(dz) = éMdz = eNdz® = dp;

a _ (a) ﬁ o (a) ( )
0%(dz) = &?dz = ePdz® = fdy, e? = /g2 Wb = TEnC 6)57dx = T %; 've(b) ( )EA do”
oo — @, o
Metrika je pak Biv© (b (v)
ds? — (@1)2 4 (@2)2. Riciho rotacni koeficientyy®;,. = —e(ﬁ‘gefb)e(”c) - jsou to
pouze skalary!
Slozkye @) uréime z podmmky(“) =05 adl = el . w = 7%O0°
5 tedy Shrnuji, se soufadnicovou transformaci se neméntino
fonexew?, uréuji D', Dé(y,; jsou linearni koeficienty
c _ (o) (e} i - Ricci cnimi -
1= eg 6(2) +e§ 6(2) _ 0+e(2)f - 622) f baseO¢ = en’dz® s koeficienty - Ricciho rotacnimi. W

jdéme z rovniceg,, = €(4) - €); vezmeme diferencial
(Jedno zda obycejny, ¢i kovariantni, nebot pro danéje

Plati tedy sice, Z&®) = ¢&(,. SloZkové mame(®e = &y guy skalér)
Jab = ga;aefa) ?) ‘ : €(Va) dgar = Dgap = 5(a)D5(b) + 5(b)D€(a)
a « a :éagcwc +€ é'cwca
garel? = gagelyely el @€ T €0
= JacW b T gbeW ¢ = Wab + Wha
€ty = emacines; MUSTBYL eq), = e@)ads Tedy
(@) o dgab = Wab + Wha = 2W(ap)

SloZky jsou pochopiteln€ dane vztabfy = €5 €la-
1-for my konexe Udélejme kovarinatni diferencial bazo-*
vého vektorie,; (Vime, Ze obyCejn®U* = U*.,dx")

d Ize tedy brat jako ,vnéjsi diferenciél, nebgt), je skalar
- vysledkem je 1-formay,;, + wp,. Symetrizované 1-formy
2w(q4p) jsOU VNEjSi diferencial O-foremyy,.

Dé(q) = €(a)(® + dz) — €))(a) () Souradnicové (pfirozené base). UkaZzeme, Ze ve for-
o _ 5 L malismu forem je obsaZen tradiCni pfistup k Riemanove
Ve slozkach je tedy(() je pouze pofadove Cislo) geometrii. Specialisujme se na soufadnicové base. BI&m

soufadnicovy systém®; volime soufadnicovou basi:

[Dg(a)]a = eo‘a . dx”;
@ &) = gradz*; ea) =5,
predpokladame tedy, Ze affini kondX®s, je dana (ne nutné

Christofelovy symboly) vektory €, jsou tecné k souradnicovym kfivkamz® =

0% jsou z&kladni 1-formy. Tetrddové sloZky libovolréh
Uk, =U",+T",,U". tenzoru jsou numericky rovny obycejnym slozkam. Pre ro
taCni Ricciho koeficienty je

Dé(,) je vektor, miiZeme jej tedy vyjadfit jako linearni kem @)

binaci vektord base|., - tedy Yo = —€p. € (,,) €ley;
(a) _ (a) 5§ (a),
Dé(b) = wcbg(c); (13) €8y = €3y r BrvEs
(a)
napravo nemusi byt ukryi?, nebotje v definici (1.3); jsou egl) = 8% 86_5 -0
tedyw®;(dZ) 1-formy konexe; indexy jen ,Cisluji* formu Oz o
) iichn2! Wiadfime si expilicitng 1- - a _ _[Ja) _ps_ la
bude jichn?! Wjadfime si expilicitné 1-formu konexe: Ve = = |egs — Tpyes } € (V)
Dé(p) = wé(e) |- & = I94,626067 =T,
EIDE) = W e ) = wy6? JeI|k02e( ) = dg, budou si vSude numericky rovny (vSe v
Wy = é<a,)D5(b) daném systému SOUFaan@])Jg agab, tedy i jejich obycCejné

(kovariantni ne!) diferencialy. 4., je dgap, = Dgqsp - Nnebot
Nyni pouzZijeme poznatku, Ze derivace €isla je nulovad  gqs je skalar (algj, g ne!). Mamedgq, = wap + wee Z €€NOZ
plynedges = (Yabe + Yoac)©F; V SOUFadnicové basi ovsem

D (é(a)é(b)) =0= é(a)Dé'(b) + é(b)Dé(a). bude
Tedy dgap = (Yapy + Vay)O”
5 (@ Ov9aB = Yapy T Yooy = Japl™ gy + gupl" oy
Wy = =8P = —e(, DE]5 = —efy e da” h9ap = Joul" 5y = gupT" 0y = 0
Wiy (dT) = —el el epyda”. Jopy =0 Klasicky vysledek!



1.1.2 Rovnicestruktury 1) Z (1.5) jsou jednoznaéné uréeny numerické koeficienty

N , . o e e ab)er NEbOL:
Zpét v obecném formalismu. Spocitame si vnéjsirdifei- (ad)
aly 1-forem©® = e&“)dxa. Podle definice: dgab = YabeO + VpacO° = 27(ap)cO°
A0 = 21 g, qPl- Zname-li g,5, zndmedg,;, (obycejny dif. = vnéjsi dif.) a
By ) . - o . 7.
zname dle pfedpoklada©. Pak~ ;. ur¢ime jako koefici-
a _ @ B8 v . (@ __a 0 () : . (ab)
T oe = 731 ) Eyy =V be€p 6y enty linearni kombinace

d(_)(l,

_ 91, o) (€) 3717 1.-5]
21y b€y €5 dz"dz Agap = 2%{”})6@9

. ®) (¢ B _ 3.8
Ve [efel? (dada’ — dada?) | 2) Z (1.6) urcimen,.; udélejme v (1.6) nejdfiv — c,

_ _,yabce(ﬂb)e’(yc)dx'y A daB vynasobme pak;:
b b c b d c
= 7% (e@daz”) A (e(ﬁb)dxﬁ) 9apd®’ = —gapw’c A O° = —gapY cdO“ N O

= —70ed® A O = =27, .00 A OF
dO" = —0° N O %0 =wy.  (1.4) Joed ke
= _27a[bc]®c A ©°.

Tedy
©° A @ tvori basi 2-forem, tedyy, ¢ jsou urceny jedno-
de® = —wi A O° - 1.Cartanova rovnice struktury znac¢né. Pak

Tyto rovnice Fikaji, Ze Ricciho rotacni koeficientyamtisy-  wap = Y450 =
metrizované Cast®(;.), snadno ziskam, kdyZ udélam ro- _ (W(Gb)p + Y(ae)b — Vbe)a + Valpe] + Volea] — %[ab]) oc.

taci (vné&jsi diferencial) dualni bas&® . JelikoZ je©° A ©° } o
antisymetrické \b, ¢, tedy i vd©® efektivné zlistane je an- Pro nase Gaussovske polarni soufadnice je

tisymetricka Cast viz. (1.4). g 5 Ol —dp, O = f(p,0)de
ab = Oab; = y = ) .

a_ ~a () (c) 8 a (0) (c)1.8
dO" = y*peey”er”dadal 4 ey el dal da? Vime, 7ed?Q = 0; d (fQ) = fdQ + df A ; tedy
= —5elePdrl dr? + e el dn’ da

. de! = d%p = 0;
= (Y% — %) € e{)daP da” d0% = fdp +df Adp = f,dpAdp+ f,dp Adp
= ya[bc]e(ﬂb)egc)dxﬁdx'y. = fodpANdp+0=(f,/f) ©' NO
Ve specidlnim pripadé soufadnicové base, kfy = Z@ab = —Wwha Plyne, ze

gradz® pfejdou 1.rovnice struktury na trivialni tvrzeni W'y = w?y = 0.

Ao = d%z%; je 1%p, =T, al%,0° N0 =0. 7490 = e, A O vime

Pro formy plati Ze antisymetrick& symetrické= 0. Pfed- 40! = —wlh A2 =0
pokladejme, Ze zname 1-forn®* a maticig,,;, jako funkce 2 5 1 1 9
soufadnic. Pak 1-formy“;, jsou zcela ureny vztahy d0” = w1 A O" = (f,/f) © N O".
B ) a_ _ a b Je jasné, Ze kdyZ hadamé, = (f,/f) ©% = —w's jsme
dgap = wap T weaj  dO%=—u"H A O pouzili Ricciho koeficientys®, = 4,.0°, mame tedy
DllezZité je to proto, Ze Rieman(v tenzor spodétu difer 2 _ o
covanimwy. wi mnohdy vychazi sloZité, ale v zajimavych Y12 = (f,/f) =—7 22 ostatni %, =0.
pnpadech'(napnkla('j pro ortonorm,alnl ba'S|,. c,| I$sm/u nu- 2-formy kFivosti Mame w?,
lovou tetradu) vychazj,, konstntnil (nezavisi na®) Pak (O — o o
je vSe jednoduchélg., = wap + we, tedy navicO(dz) = ea dx

= 79,0 = 42 e{Yda,

. . a — a (¢ 4
Wab = —Wha - antisymetri dw?p = 2! {%ceg )} 5 dal’da™].

Zbyvé pak fesitle® = —w?, A O - toto feseni Ize obvykle Riemandv tenzor - definice:
uhadnout! Pfitom si ukdZzeme, Ze feSeni je jedndmaa
Véta: Zname-li 1-formu®® a maticig,, jako funkciz*, e R ;= 262%5]-
pak 1-formy konexeu?; jsou zcela ur¢eny relacemi
Vime, Ze jey%y. = egjfyef’b)ezc) tedy
dgab = Wgp + Wha; (15)
de® = —w A O°, (1.6) e(ﬁ?)v = —va'bcegc)e(ﬂb);



tudiz Ize psat
(a) _ a (c (]
©Bivs T T (%"’6(7 ));5 s
0 bce("’)eg’)(s = vahce(f) (—vhbdegd)eg’))

— (7 he e(a) (,yhbde((;b)) eg’)

a c b
9=~ (rel9) e

- ’yabcef(yc) 6;3 )6’

T (7 h(em) ( o egb)) e 2dabdy’

Q%1 = (£,/1) O NO> + (fp/f — 15/17) O 1O
0% = Q' = (f,,/f) 0" A O

Srovnanim s koeficenty v rovni€t®, = %R"’bcd@c K
dostavame

_1

Q) = Q' = SR1,0' A 0% = (f,,/f) ' A O

Jedina netrivialni sloZka Riemanova tenzoru je

R%lz = f,pp/f~

e sl da®) = 26%) dalda®) = e R® 5 5dada) 1.1.3 Diferencialni formy v Riemannove geo-

= -2 (’Y be e(c)) b)dxhdyé]

+2 (’Y he 6(0)) (fyhbde( )

= dw® be,(g ) ()

= 2le{9e{Vdaldy”

+ w? h/\w beg

CRVNCE

6&?)Ra575dxhdy6] = [dw“b + w, A whb} ()
SR, 50780 daP dy”)

- (a)RMée(c)eg\)e(d)e )dzda™)

1 a @ C a a
56& )Rméezc)e‘gd)@ AOd = (dw + W, A whb) eg’)
B
|- e
« a ) a
Rf sed )efbﬁzc)e(d) = Ryeas

1
§Rabcd@a AOT = dw®, + w, Aw™y
Oznacme 2-formy kfivost2®;, = £ R",.40° A ©7; pak

Q% = dw +w, Awhy,

Opét pripad Gaussovych soufadnic. UZ jsme zjistili, Ze

je:

el =dp, 6= f(p,p)dy;
W' =—why=(f,/f) %

2-formy kfivosti jeZ nevymizi jsoud®? = —w®,0"%)

Jab = 5(117;

w' = w? = 0;

Qs = Q' = dw? +w2p/\wp1
d [(fp/f) @2] +w? AWl Fwih Aw?
= (f,/1)A0* +d(f,/f) A O

107 = 2\ A O1 = (1,,/1) O 1 ©?
Ao/ HNG? = (/1) dp 1 6
= (fon/f — f,Qp/f2) 0! A e?

metrii

Idnetity pro kfivost V Cartanové formalismu dostavame

b)dx['ydyé] Bianchiho identity jednoduse jako podminky integratili

2. rovnic struktury:

Q% = dw? + w® A WS

Udélame vnéjsi diferenciél®;,. Budeme potfebovat:

d(anp)

pro 1-formyd(a A B) = da A B — a A df; wl. - jsou
1-formy.Tedy

d2w®, = 0; =da A B+ (=1)%a Ads;

dQ%, = d2w? + dw?. A WS — we A dw®y

Nékteré Cleny se vyrusi, takZe mame
dQ% = Q% A w’ — w®e A Q%,

coZ neni nic jiného, neZ Bianchiho identity. Uk&Zetoe

tak, Ze se specializujeme na soufadnou basi a vezmeme

Piemanovy soufadnice - takig’s = I'“g,d2” = 0 v
néjakém pevném vybraném bodé. Pak po rozepsanBjl.1

2.Cartanovy rovnice strktury dostavame

8€R§75dx[€dy7dz‘s] =0,
tj.
Rjrs:q =0
- zndmy standardni tvar Bianchiho identit. DalSi itieen
dostaneme z 1. rovnic struktury; udélame jejich vhéija-
rencial
dlanf) =daAf—ands;
de” = —w A 0%  d’0" = —dw®, A O" +w", A dE°.
2.r. struktury:

—dw? = —Q% + w A w%.

0= (—Q% +w Aw) AOY +wh A (—wle A O°)
= Q% ANOY + Wi AWy AOY — W AwS A B

—w A wd’c) A w —w A (ch —w A wd’b) .



Q4 AB" =0 1.2 IntegracevV prostoroCasech

JelikoZzQ%, = %R"’bcdec A ©% mame

1.2.1 Dualnitenzory

R%a ©°N O AO" =0, Definicedualnich tenzor {i:
ale to neni nic in€ho, Ne* j,cq) = 0,N€DO-l1i Ryjpeq) = 0. Jks = JV €08, - tenzor 3. Fadu dudlni k vektoru
Déle Ize ukazat, Ze tato cyklicka identita spolu s amtistrii 1
Riemannova tenzoru v obou parech implikuje ap = EFIWQWQB - tenzor 2. 1. dualni k tenzoru 2. 1.
1 - s
Rabed = Redab- B = gBA’“’sAWQ - vektor dudlni k tenzoru 3. fadu

VSechny symetrie Riemannova tenzoru jsou tudiz shrnutyg* — igaﬂwégamé - skalar dudlni k tenzoru 4. ¥adu
ve dvou identitach, jeZ splfiuji 2-formy kFivosti: 4l

V OTR zavadime tenzor dvojndsobné dualni k Riema-

Qab = —{ba novu tenzoru
Q% A @b =0
GLH}\ :1 eLnQUR ‘rﬁe it
Nakonec si jesté ukaZeme, Ze plati idenftg, = — Q.. g eo EreAm

Wideme z pro tento tenzor Ize Bianchiho identity napsat v jednodu-

hém tvar
Q% = dw’ + w AwS, chem tvaru

GLK,AH;/J, =0
dga,b = Wgb + Wha-

Einsteindv tenzor
Pracujeme jen s indexy, b . . . - tj. zvySujeme a sniZujeme G =G
’ (lb 7 Rt ~ v
pomociga;, g*°. Dale pouzijeme uz jen a Bianchiho indentity implikuji "zakon zachovani”

d(fQ) = df AQ+ fdQ. G, =0

— L S c
Qap = gast¥ = gasdw’s + wae AW Eas j€ Levi-Civitliv permutaéni symbol definovany v Lo-
rentzovych soufadnych systémech tak, Ze
Qab + Qba, - gasdwsb + Wae A ch + gbswsa + Whe A Wca,

=d (gaswsb) - dgas A\ wsb + d (gbswsa) o123 = 17 (17)
—dgps N W’a + Wae A wp + wpe AW +1  (aByd) je sudou permutaci (0123)
= dwap — (Was + Wsa) A Wy + dwpg Eapys =4 —1 (aB79) je lichou permutaci (0123)

—(Whs + W) Aw'y 0 kdyZ jsou libovolné 2 indexy stejné

Fwas AW’y + wps AWy, €apys j€ antisymetrické ve vsech indexech a ve 4-
dimenzion&lnim prostoru¢asu mu musi byt kaZzdy sati
metricy tenzor 4. Fadu Umérny, jelikoZ ma také pegednu
nezavislu sloZku. Pro kontravariantni sloZky plati:

= dwgp + dwpg — wWeg A W’y — wep A W,
=0 — wga Ny + W’y Awgp

= —Wsa AW’y + weq AN’y =0
gaﬂ'yti _ nabnﬂﬁn'y)\néugbﬁ)\uy tJ gaﬂ'yti = —Eaprs
dgab = Wab + Wha; d?gap = 0 = dwap + dwpg
JelikoZe*7? je (aZ na znaménko) permutacni symbol, plati

(viz definici determinantu):
AJABAZAZ*PT0 = —det|AF|
A¥ jsou sloZzky matice Lorentzovy transformace. Proto je
AZAZAENS P10 = —det|AG|e™ (1.8)

Vidime, Ze=*879 se transformuje jako tenzor pfi Lorent-
zovych transformacich, pro nézjet|A¢,| = 1. (Vzhledem
ke vztahuA* o AY g 1 = 1Nap j€ Obecnédet|A?,| = £1.
Je-lidet|A?,| = —1 (Lorentzova transformace obsahuije Ii-
chy pocet inverzi), pak kdyby byt?79 tenzor, musely by
mit po transformaci vSechny sloZky opa¢né znaménko (



levéa strana (1.8)), kde by byly skozkypo transformaci). Pravou stranu povaZzujeme za soucin tfi matic, takze
Totéz plati pro kovariantni slozky,.s.s, jeZ se transfor-
muji dle inverzni matice\,”, takZe znameénka obou de- §= AQQ =A"%g; g =det(gag), AA=1 :
terminant(l jsou stejna. My jsme ovSem defifnowalis
vztahem (1.7) ,v kazdém" Lorentzové soufadném syst@
tj. jako veli¢inu neménici slozky.Proto sgs.s ac*#7° ne-
chovaji pfi transformacich get|A¢,| = —1. Levi-Civitdv
tenzor symbol nazyvame ,pseudotenzorem®. Transforme{
s det|A?,| = +1 odpovidajici prostorovym inverzim, jez B
jsou patficné pfedevsim v Castivove fyzice. Peda GCely 7,5 *" = |A|WTaTﬂ o= T 07
nebudeme prostorové inverze potfebovat, mfizeme piwto 0z 0% Oz Oz
jekty typuc*¥ a ;5 povaZovat za tenzory. (Je-li navigge w je celé Gislo, palt je tenzorova hustota vaHy'.
A% >0, respA’ > 0, jde 0 vlastni* Lorentzovoutrans-  je tedyy tenzorova hustota vahy 2-g)# je tenzorovéa
foramci, k niZ Ize spojité prejit infinetizemalnitmansfor-  ystota vahy 1, jelikoz
macemi od identické transforamae, = §2,).

Lze zavést skuteény Levi-Civitlv tenzor, kdyZ jeho (—'g“)% _ |£|(_g)%
sloZky definujeme relacemi (1.7) v systémech, lﬁﬁ@) ’

sméfuje do budoucnosti ca 76“2); e(s) tVOfi pravoto- 7 tenzory tedy tenzorovou hustotu vytvorime vynasétrent
¢ivy systém v systémech zrcadlové symetrickych padteb taktorem(| — |)% .

mit £2%7° s opaénymi znaménky - po zrcadleni je totiz gu=
det|A%,| = —1.

Souciny Levi-Civitovych symboll jsou ovsem ve vSech
pfipadech tenzory. Maji ve vSechsoufadnych sys#m
stejné slozZky a vyjadfime je pomoci Kroneckerovggm- Podobné s 27 = (—g)% 15,27 je tenzorova hus-
bol(: tota vahy W.

Permutaéni Levi - Civitdv symbol se chova jako ten-

kde A = det (222) je jakobian inverzni transformace,

o a}ja
A = det (gfja) je jakobian pidvodni transformace. Plati-
'htéansformaéni relace

1
Tyémg(r... _ (—g)zTy(s,,,QU"'

5% 5; 5%} 5/5 zorova hustota. Predpokladejme, Ze sloZky permdakecn
P70 an = — gg ‘gf; gg gg symbolu jsou dany relacemi (1.7) ve vSech soufadnicich
v Yr UN Y Pak
82 05 83 4,
a fa Sa . ~—18"‘8)‘3“8”
b o b 05 Fand = B e B
€Y% x5 = — | 07 62 6 x:* OzP Or7 Oz
RN | L . .
5o 5o odtud je skuteCn&pio3 = A A = 1 ; ostatni slozky
e, 05 = =2 58 5B ‘ jsou dany tim, Ze, ;_; je vyhradné antisymetrické. Je tedy
i a‘/ " €ays tenzorovou hustotou vahy -1. Abychom dostali ten-
e eupys = 60, zor, musime délit faktorerfi-¢) 2. Veli€ina
gaﬂvtigaﬁw = —-24 (1.9

1
= (— 2
Pomoci uvedenych vztah( Ize prevadét dudlni tenRro Capys = (—9)*€apys

tenzor elektromagnetického pole plati: o . ~
se transformuje jako tenzor, aZz na faktagn A - je to

tedy pseudotenzor. Pfi transforamcich, k nimZ Ize spoijité

1 1
doaf px . — _doaf Yo _ ~ doap Yo ) i - s R
&7 Fag e eapys I 3¢ Evdapl’ prejit od identity, jeA > 0 a eas,s bude Levi-Civitdv

2!

1 - - - - tezor. (V LIS jee, = e.8~5.) Kontravariantni slozk
- _52(5555 B 5557)1:% = —F 4P Levi-CEvitova 'ienzg:lj ziskélrf{ye;s gvednutim indexd: ’
— —2F%
e = (—g) 2 e g™ 9N 9" g’ = (—g)* (—g)'e*°,
Proto F*# = —3.e*#70 Fs. Druhou sérii Maxwellovych
FOVNIC Flag jeyel. = Fapy + Fv.a + Fra,s = 0 miZeme takze
vyjadfit pomoci dualniho tenzord&**# 5 = 0 (B0 _ (_g)*%saﬂwﬁ )
Nyni pfejdeme k neinercialnim soufadnych systémui a ’
zakfiveném prostorocasu, tj. k OTR. Zavedeme pdjem vyuzili jsme relaci det (g°P) = g1, e —
zorové hustoty Vyjdeme z transformacniho vztahu —¢caps-(POZNamenejme, Ze pro definici tenzorové hustoty
B 02 Oz Ize poZivat i vyrazy A |V, AW, AW; je-li A = £1 pak
YaB = H=a g8 Jec tenzorova hustota liché vahy je pseudotenzorem.)



1.2.2 Integracev prostorocasu

Nyni se budeme zabyvat integraci v inercialnich aduf
nych systémech (plochém prostoro¢asu). Napred jepat
stanovit element oblasti prostoroCasu, pfes niZ injeme.

1. Dvojrozmérna plocha Element plochy je dan infini-
tezimalnimi nezavislymi vektorgdz®, dy®, tvoficimi
a-dimenzialni rovnobé&Znik. Obsahy priimétl rovno-
béZniku do soufadnych rovin dava veliina

dz® dy®
aBf _ Yy
do ‘dxﬁ dyf
Dualni veli¢ina
* 1 7
do,g = €aB do

2
je kolma kdz®, dy®, do"?, j.
do}zda’ = dojzdy” = do)5do®? =0

VeliCinado?, ; proto ma povahu vektorového soucinu
vektord tvoficich rovnobéZnika je definovana jako

(1).10)

Pro nazornost uvazujme 2-plochu vnofenou do 3-
dimenziondlni nadplochy =konst, takZedz® =
(0,d7), dy® = (0,dy). Pak

1
d® g = (‘Edaabda"'b

1/2
]_ X 1/2
A g = <§daabd0“b> - (d@)Sid(?)Sl) ,

Pro nadplochu = konst., dz® = (0,d%), dy® =
(0,d7), dz® = (0,d%), mad® ¥, nenulovou pouze
slozku

1 . . .
d®%, = gewdw’“ = e;pda’dy’dz"

= d7 - (df x d2) = £dV

V trividlnim pfipadédz® = (0,dz,0,0), dy® =
(0,0,dy,0), dz>* = (0,0,0,dz) budedV = dzdydz.
(ObjemdV > 0, avSak znaménkd®x, zavisi na
orientaci vektoridZ, d¢, dz. Odpovida pravotodivém
systému a Casovému vektoru orientovaném do budouc-
nosti).

. étyfrozmérné oblast Element vytvofeny Ctyfmi neza

vislymi vektorydt®, dz®, dy®, dz* je dan apIné anti-
symetrickou veliinou

dt® dz® dy® dz*
dt? dzf dyP dz°
dtY dz7 dy” d27 |°
dt? dz® dy® dz?

dQefre =

Dualni veli¢ina

dWQ = Ze, 5,5 A0S

1
4!
reprezentuje objem 4-dimenzionalniho ,[‘rovnobéz-
nosténul; pfi standartni orientatfi®, dz*, dy®, dz* je
d®Q kladné. Ve standartné orientovaném Lorentzové
systému je v trivialnim pfipadé€, kdy vektory tvofFi
element jsou ve sméru os bude

d®Q = dt dz dy d=.

kde 1.2.3 Stokesovy véty

, 1 .
d®)S; = ejjpda?dy = 5611‘1«0”“ Predpokladejme, Ze v prostoro¢ase jsou dana peiife-
rencovatelnatenzorova pdlé, T,g, Twg. Uvazujme dale
element kfivky di* a ostatni elementy zavedené vySe-

2. Tfirozmérnanadplocha Rovnobéznostén zesttanis- ke@ovy vety Qak v pfipadé vyse uvedenych oblasti zapiseme
<V invariantnim tvaru:

lych vektorldz®, dy®, dz* je charakterizovan GpIné

je vektorovy sougin vektord®, dy.

antisymetrickou veliginou %T(y a4 = /%Tﬁ Ao
dz® dy® dz¢ 9o i
da dy o %Taﬁ do*? = /&XTM dxesy
o !
Veli¢ina dudlini ]{Tam dxesy — /%Tma dQesre
Q

d®¥yx, = %eaw axse o
3t Integraly vlevo provadime pfes hranici obepinajitte-
je vektor kolmy ke vSem vektorlim leZicim v danérgracéni oblast stojici vpravo. Vektory vytvaréjielementy
elementu nadplochyd(® %, je kolmé kdz®,dy® i integrald vlevo je nutno orientovat v souladu s vektory
dz®). Absolutni hodnota jeho velikosti je rovna velielementd integral( vpravo (necht™ je vektor mifici ven

kosti 3-objemu elementu: z oblasti ohrani€en®o (0%, 002). Pak orientace vektoru
. V< jako prvniho v pofadi spolu s vektory elementu inte-
dV = (|[d®2,d® %)), grace v daném potadi na hranicich integralu vievo rogsi



stejna jako orientace vektord v daném poradi v integta

vpravo). Vzhledem k antisymetrii objemovych elementt je

evidentni, Ze roli budou hrat jen antisymetrickététenzor(

Tap, Tap. PYi dikazu Stokesovych vét (viz napf. Synge)

se postupuje analogicky pfipady:Bblast rozdélime nain-
finitezimalni elementy, vétu dokdZzeme pro kazdyredeat a
pak seCteme pfes vSechny elementy.

Zdlraznéme, Ze Stokesovy véty miZeme v elegantni
dobé vyjadfit v obecném tvaru pomoci diferenciémfo-

rem:.
/dw: %w

Vn Vi,

w je diferencialni forma stupne.
llustrujme nyni Stokesovy véty na nazornych prildat.

1. Méjme 2-plochuwr lezici v nadroving =konst, jeji
elementydz® = (0,dx), dy® = (0,dy). do®” pak

ma jen prostoroveé sloZky, jeZ urCuji obsah elementu
dle vztahu (1.10)Elementy kivky obepinajici oblast

o jsou di® = (0, dl). JelikoZ do™" = ¢ d(2)§;

Ize Stokesovu vétu upravit nasledujicim zplsobem:

jdel = j{Ti dil = faan dog™
60' g

do
jf (rotT)d?s,

[ea

= jf OmTpe™™ AP S; =

coZ je standardni tvar Stokesovy véty v Eukleidovském

prostoru.

oblasti ¥ s elementy tvofenymi vektorydz® =
(0, dx), dy* = (0, dy), dz* = (0, dz). ¥ je ob-
klopeno 2-plochoWy. s elementy z vektoridu®

(0, du), dv* = (0, dv). Ve Stokesové vété budou

vystupovat jen prostorové sloZKy, ;. PoloZime
Tbc = Z':bcszrsy

ZavedemedX ¢ = ¢eb¢dV (dX* je (pIné antisy-
metrické a musi byt tmérné’c; koeficient imérnosti
uréime pfi standardni orientacix!?® = dV) a déle

je dob = £itcdS()S;. P¥i Gpravach Stokesovy véty

budeme vyuZivat vztahty,,; e = 258, Pak

jfT- d®s = jfTid@)Si
ox

ox
1 .
_ % §6stnglbc d(?)SZ
ox
_ j{l 5 d be
= 2ssbc o
ox

1
= / 50a(EaeT) dyabe
b))

1A S = [1/2(dogpda®®)]1/2 = (d(D) §;d(?) §9)1/2,

. UvaZujme nadrovind = konst. s 3-dimenzionalni

Eape0a T2 AV

N | =

y

b
_ / 0.7 AV = / divT dV,
b P

Dostdvame tedy obvyklou Gaussovu vétu pgo E

PX. Aplikujme Gaussovu vétu v prostorotase. Zavedeme

Ty = €aprsT7.
Déale musi bytdQe#719 = —£2870 4 Q (AP je
UpIné antisymerické, tedy tméraé®7%). WuZijeme-
li jeste A%, = Leag,s dEP7%, miZeme Stokesovu
vétu upravovat nasledujicim zplsobem:

7{ 7°31d®y%, = 7{ T gapy ABPY
o o

— / O (E0prsT7)[—2P70 AW Q)
Q

= / 60629, 77 dYQ
Q

=6 / 9,77 A0
Q

Gaussova véta ma tedy ve 4-dimenzionalnim pripadé
tvar analogicky 3-dimenzionalnimu pripadu:

7{ T7°d®%, = / 9,77 AW Q
on Q

Zobecnéni Stokesovych vét na obecné relativistické
situace, tj. zakfivené prostorocasy, Ize provést pode
pfimocare, nebot'Stokesovy véty jsou nezavisleona,

zda na varieté existuje metrika.

1.2.4 Integralni tvar zakonl zachovani ener-
giea hybnosti

V plochém prostoroc¢ase plati lokalni zakon zachugro
tenzor energie—hybnosti

T/u/;l/ =0

Integraci tohoto zakona pres vhodné zvolenou oblastpr
roCasu dostaneme integralni tvar zakona zachovdkoeé
4-hybnosti izolovaného systému.

Ze 4-dimenzionalni Gaussovy véty a diferenciélnibe z
kona zachovani vidime, Ze

/ ™ ,d®Q = / T d®)x, =0,
Q

(1.11)

o0

kde dWQ a d®¥, jsou elementy 4-dimenzionalni oblasti
Q a jeji 3-dimenzionalni hranicé2. UvaZujme oblasf?
omezenou obéma prostorovymi nadplochami3l; (jejich
normaly maji v kazdém bodé ¢asovou povahu).
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t Integrujeme-li pres kone¢nou oblast nadplochy=
konst., plast spojujici nadploch¥; a ¥, je v koneCné
2 22 . . 4 1z e .
— vzdalenosti od systému a protékd jim hybnost a engrgie
9) d®y, 4-hybnost v3; je zmensend oproti 4-hybnosti g a 4-

2! hybnosti proslou plasttm do nekonecna.
o0 l e, Y1

~+

f d(3)20

TTTTT

r S HTtJ
| (Ta(ts

AR |
Ve zvoleném inercidlnim systému jsou to nadplochy @\ u‘ “\
t = t1, t = to; v nekonecnu jsou spojeny nadplochou \f\”'.; AN -
gasové povahy — "plastém valce” s normalou prostar O :: RN Sh(t)
povahy. Integrace pres nadplochu v nekonec¢nu nepaspi 4’—00 | j

k celkovému integralu v (1.11), pokd*” vymizi v neko- Se ]
necnu dostate¢né rychle. Vezmeme-li pak v ivahu zménu i

znaménka normaly K, a s, bude

Obklopime ostrovni systém 2-plochsu(kulovou), jeji
_ /T“" 4®% /T“" 4®y = pn historie bude plastvalce v prostorocasu. Pak
P

)

PP
21 22 to
. o .. L L _ L] 2
takZe celkova hybnost v celém prostoru je v &asstejna P 5, P 5 = —/ dt]{T’ 7d®)s;,
jakov Case;.V Lorentzovském systémiy, v némzd>, = t s

d®z = dz'dz?dz? je celkova 4-hybnost izolovaného .
systému kde dtd?S; jsou prostorové slozky elementu plasté (nor-

méala je prostorove povahy, Casova sloZka ve zvolesygsn
Pr — T 43) p - . -
—konst tému je nulova). VeliCina

Takto furmulovany zakon jisté plati pro prostorovéerené dp~ i A(2)
systémy, kdyI'** = 0 pouze uvnitf svétové trubice koneé- BT j{ ™ 4S5
nych prostorovych fezl, tj. napf. pro kapalinu uzngu S

v nadobé (se zahrnutiffi,, materialu stén), nebo elektro- | . 3 .
magnetického pole, jeZ je od jisté vzdalenosti nulové ~ Pude rychlosti poklesu 4-hybnosti systému. TyZ vitele

V nestacionarnich pfipadech (zfent) nebiige klesat 'MPlikuje i 3-dimenzionalni Gaussova véta:

pPH

k nekonec¢nu dostatecné rychle, aby integral prestpig dpr d
mizel. Pro — =—— /T”’O d®z = — /T“% d®yg
dt dt
7Y 2 2 4 2 . .
Tl ~E* +B E.B~1/r  Thyy ~1/r _ /T,UJ 4@y — 7{ T 4,
S
TERY LYY t AATTT1TT

RS RS V objemovych integralech integrujeme pfes vnitfekghip
Szdeni o Nt = t) S

Je-li vzdélenost ostrovniho systému nabité nekoktatren
hmoty patficné velka, aby plochduneprochazela nekohe-
Y (t=t1) rentni hmota, palT”j_: T("EJM). Pak b_ude tok 4—_hybnosti
plochouS obsahovat induktivni, nezéafivé (reverzibilnijpfi
spévky téch Casti pole, jeZ do nekonecna klesachlgji
nez1/r. Ireverzibilni ¢4st 4-hybnosti vyzafenou do neko-

(3) ~ 72si
Element nadplochyd™ >, rsinfdfdpdt a tok necna dostaneme, kdyZ ,polomér* plochyje r — oo.

THY plaStém nevymizi. Pokud systém zacal z&fit v ¢ase N . P i w
S N 0 nekonecna ovSem musime "putovat se zafenim”gtakz
to > —oo, coZ je realisticky pfedpoklad, nebot ostrovni

. . ) v o . r — oo phi u = konst., nikolivi = konst.;u =t — r je
izolované systémy zafici nekonecné dlouho byegmivaly retardovany as pocatku. iemus isou v 1. aproximaen
nekonecnou energii, Ize vzit plastvzdy tak dalekoy §m y P ') J -ap o

NN ! P ivq . 2. . retardované ¢asy nabojl tvoficich izolovany éystozkla-
Zadné zareni neprochazelo (zareni se 3déb svétocar y J y oS

t — r — konst). Chceme-li tedy, aby se 4-hybnost zach%§ ici se kolem poc&atku. Pro kulovou plochu o poloméru

vavala i v piipadé, Ze systém za¥i, musime integt pres ', je element plqchy $ normalow’ = z*/r dan \,/zta}hem
5 . d2S;y = nir?sinfdfdy = nir?2dQ a celkovy vykon

celou nadplochii = konst., aZ do- — oo — pak zahrnemei =, () A o

viechno z&Feni emitované v casdvylucujeme dopadajici elektromagnetického zafeni prochazejici toutlmkau plo-

T

zareni z vnéjsku). Pak se 4-hybnost zachovava, etion chou bude
staneme informaci 0 mnoZstvi vyzafené energie mezi dE dp° o
ta. LEM(t,’I“) = T = T = %TE{\/ITLJT2 dQ.
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TE{AM je projekce Poyntingova vektoru do jednotkovéhioevi-Civitova tenzorue, s (nikoli permutacnihGas.s).
vektoru v radialnim sméru’, . je to radialni sloZka Poyn- U dualnich veliéin se objevi faktof—g)=. Invarianti ob-
tingova vektoru(E x B)". Hybnost elektromagnetickéhosahy téchto elementl definujeme specialné-relaitkimn

pole je vyzarovana rychlosti zplisobem. Prepokladame-li, Ze vektory tvoFicinaie 4-
. oblasti jsou vybrany podél sousoufadnych Cardfr =
_dar :jfT”' i QL (d£,0,0,0), dz® = (0,dx,0,0), dy® = (0,0,dy,0),

de M dz* = (0,0, 0,dz), pak bude pfi standartni orientaci

V obou integralech integrujeme pfes Uhlové soufaglfie
v obvyklych mezich, pfiem# — oo pfi pevnému. Limita
r — oo odpovida tomu, Ze nezéfivé Cletiy 1/72) Ize
zanedbat vUci zafivyr~ 1/r). Kulova plocha tedy leZi ve
"vinové z6né”.

1 1
AW = Ze(w,wsdszaﬁvé = (—g)zdtdzdydz.

UvaZujeme-liv prostorové nadploBe- konst. 3-rozmérny
elemnt tvofen vektorylz® = (0,dz?), dy® = (0,dy?),

DuleZita je skute¢nost, Ze celkova 4-hybnost izaloého Jiz = (0,d2"), pakinvariantni velikost 3-objemu elementu
systému je transformovana pfi Lorentzové transforirjzko
4-vektor. PYi vypoCtuwP* |ze integrovat pres libovolnou pro-qy — (|d(3 Yod 3)ga|)%
storovou nadplochu (nemusi byt ani nadrovinou) aniZ se 1 L
hodnotyP# zméni, pokud™ dostatené rychle vymiziv = (I5; eaﬁwadﬁm‘sg—e LdRM)2
nekonecnu. Zvolme kromé nadplochy(¢ = konst. v iner- ; s L
cialnim systémuL) nadplochE’ (¢ = konst. v inercialnim (leoijrda’dy’d="efy,, dz*dy'd="])2

mi\ L
systému’). Pak jeP* ‘ = Pr| .OvdemP*| nejsou = (I(—9) % eijpda’dy’ d2F g% (— ) % epmda® dy' d= )
3 3 3 . .
sloZky celkové 4-hybnosti ¥/. Z kovariantniho tvaru pro = 2 eijnda’dy?dzF| = |egpdaidy’dz"|,
celkovou 4-hybnost plyn&’# L= AH, PV o kde se na | ~ = g - ¢°; zavedli jsme tzv. prostorovou metrikyy, =

obou stranach integruje pres tutéZ nadploehDdsledkem g;x + ik, kdevy; = goi/(—goo). Prostorova metrika ur-
nezvislostiP, na¥X mame ¢uje prostorovou geometrii na nadplochdch konst. Lze
ukazat, Ze jey = det|vik| = ggoo. Vztah €ijk = 71/26ijk
odpovida vztah,s,s = (—g)'/%eap,5, MEFime vzdale-
nost na plose konstantniho Casu.

Celkova 4-hybnost tedy ma charakter 4-vektoru, je-li de- Stokesovy véty v Minkovského prostoroCasu maji tvar
finovana v kazdém inercialnim systému jako integriéds nezavisly explicitné na metrice, takZe v identickévaru
prisludnou nadplochu sougasnosti v pfislusnéendialnim plati v libovolnych soufadnicich v kfivém prostoese. Za-
systému. Inercialni pozorovatelé méfi stejnyteekelkové piSeme je v obecném tvaru pro s-rozmérnou ohlast
4-hybnosti, kterému odpovidaji rizné sloZky v rgegh sys- hraniciows:

témech.

pH

=AM, PV
%

>

f Tal...a3,1walmas_l = 8aSTa1...a3,1dwalmas

Ows ws

1.2.5 Integracev kfivém prostoroCase . . . .
Takto zapsana Stokesoav véta ma tentyZ tvar v libovol-

Formalismus pouZity pro integrace v inercialnich géyseéch nych soufadnicich, a¢ vpravo nevystupuji kovariamtibrz

Ize bezprostfedné modifikovat na integraci v kfivyclopr parcialni derivace. Je totidw®1--%s GpIné antisymetricka

storoCasech. V LIS jsou objemové elementy dany spe&ialve vSech indexech, takze i, . ..as_1, doni indexa

relativistickym zpisobem. Chceme-liintegrovat pfeséc- staci uvaZovat Gplné antisymetrickou ¢ast. ProJaikvplati

nou oblast, kde LIS neni pouZitelny s dostateCnouniss,

musime prejit k obecnym soufadnicim. Pak mistg, s po- Ton..asv,00) = Lo s 150

uzivame pseudotenzobryd(Jez povaZujeme za tenzohohe, xemy se Ize presvadéit pfimym vypoétem. Gaveswétu
prostorove inverze nebudeme uvazovat): pro 4-rozmérnou oblast dostaneme pre 4, poloZime-li

1
eapys = (—9)2 Gaﬁfyéeamd

_1

= (-9)
Elementy 2-rozmé&rné plochy, 3-rozmérné nadplochy a 4- o313y,
rozmérné oblasti, tj. antisymetrické veliGidy*?, dL*47, a0
dQ#7° zavedeme opét pomoci determinant( jako ve spe-

Tsys = €opys 1.

Bys _ -3 " o e, L oL
0 =3 —(=9)" 2 €apys- V analogii se specialné pfimym vypoctem muZemét ps

:/aa(eggngU)[—eaﬁwsd(zl)Q]
Q

o 1
cialné relativistickych situacich. Slozky vetortioficich = / 605 (V=g T7)——=dMQ,
- N g Q v—9
tyto elementy, nemaji zde ,metricky“ vyraz. (Napf. pro
dz® = (0,dz,0,0) nenidz rovno délce elementdz®.) kde dWQ = Leqas,sdQ90,d®S, = Le,5,,d8P?

Dualm veli€iny doy, 4 , d®x,, dQ definujeme pomocijsou kovariantni elementy, jeZ jsou prostfednictvim
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eagys Obsahuji metriku. PouZijeme-li vztal*,, = pouze skalary - nelze sCitat vektory a tenzory umistén

ﬁ (\/—gA"’)_u, miZeme napsat Gaussovu ve zjevné iniznych bodech.
variantnim tvaru Hledejme motivaci ve formalnéjSim dikazu Gaussovy
véty pro tenzorové pole v rdmci specialni relativityva-
j{ T774®)y, = / T7.,d9Q. 2ujme_vek¥orové pole., libovolné, ale kf)nstantni % celé,
oQ Q oblastif2, tj. no s = 0. Pak Gaussova véta pro vektorové

vektorovou hustotu (vahy 1, co jiZ dale nebudeme @gadPOleT” = naT*? muZe byt zapsana ve tvaru

T = (—g)~ V21" na% T°d®y%, = na/ 7 ,dQ.
o0 Q
a zavethe oznaceni V plochém prostorocase Ize zvolit Ctyfi libovolna deisla
konstantni vektorova pole - napf. vektory baze, imgkku
pfedchozi vztah Gaussovu vétu pro tenzorova pole. @nal
gicky lze Gaussovu vétu zobecnit na tenzorova pole libo-
voného stupné.

V kfivém prostoroCasu bychom pfi analogickém postupu
takzed®) S, ad®z jsou hustotami vahy-1, neobsahuji dostali na pravé strang, (n,7°7). AV, takze pii li-
metriku a tvarem jsou shodné se specialn€ relativigtitk povoném7>> by muselo bytna;aﬁ: 0 v celém, .
vyrazy. Vétsinou budé® S,, element nadplochy=konst., Ne.o — %, n, = 0. JelikoZn, =konst., v celénf2 musi byt
pricemz vektory tvorici element Ize sméfovat plostairad- e 0 — 0 aprostoro¢as musi byt plochy. Pro symetrigke
nych car, spolu s vektory tvoficinii*)Q2. Pak bude staci, aby:,, splfiovalo Killingovu rovnicing., +ng.0 = 0,
protoZe v tomto pfipadé

1
A8, = (—g)72d8s = egp0dT7,

1
dWz = (—g)"V2dWa = Ieaﬁvédga&yé’

d®g; =0, d® 8y = d®y = datdz?da®

Do 4007102043 1
dWz = dz°dztdede / (TlaT(m);g d® = / 5 (na;a + M) T (0
Q Q
a Gaussova véta pro vektorovou hustotu ma rovnéz invari ao 1(4)
antni tvar +/QnaT' «d*Q
77408, = / T ,dWyg, = / 1o T, ,dYQ.
oN Q Q
pfiéemZ v ni nikde nevystupuje metrika. Mé-li Killingova rovnice platit pron, =konst., musi byt

V ramci STR (napf. pfi odvozeni integralnich zakonli,, = 0 v celém(). Pouze pro antisymetrickE~” plati
zachovani) lze Gaussovu vétu pouZit pro tenzorové po

2.fadu, prestoZe byla odvozena z invariantni Stokgséty Fo7., = (—g)'/? {(—g)mFo“’} ,
jen pro vektorova pole. To je moZné proto, Ze Lorentzovy 7
soufadnice vztahu takZe vyse uvedenou rovnicilze po zavedeni tenzonongé

toty 727 = (—g)/2F*“ pfepsat jako
/ T7o°d®)y, = / 7% . dWQ
a0 Q ' j{
o0

Ize o chpat jako volny index, tj. brat Gaussovu vétu pro
kazdéa zvlast. Pri transformaci od jednoho Lorentzovgy,stavame tak Gaussovu vétu v klasickém provederi v n
systému k druhému se oba integraly v Gaussove Vete4ra,ystypuji parcialni (ne kovariantni) derivace. Rijiin dd-
formuji jako vektory, protoZe integranty jsou vektory@rk 5, nehraji roli transformaéni vlastnosti funkc® e v ni
stantni koeficient\® 5 Lorentzovy transformace Ize vysuyskytuji (integrace perpartes a Gpravy pFi nichZ nei

T4 g, = / T ,dWz. (1.12)
Q

not pred integracni symbol. ) _ lezité, zda se veliginy chovaji jako tenzory). Vyseedené
V kfivém prosotroCase by pro tenzorova pole méla Miieqgraly nejsou vektory, pfi obecnych sofadnicav@ns-
Gaussova veta tvar formacich. V kiivém prostoroase ma invariantnirtjen
Gaussova véta pro vektorové pole, kdy jsou oba integraly
/ 7°7d®s, = / 7% ,dWQ; skalary.
N Q

Rovnice (1.12) plati ve vSech soufadnych systémech,
a jiz ovsem neni volny index, nebdt;” obsahuje obecnéjsou-li 7+ zname funkce soufadnic ve vSech systémech.
vSechny slozky'*, dale integraly vystupujici v GaussovéM(iZe ovSem byZ < dano jen v jednom soufadném sys-
VvEté se pfi nelinearnich obecnych transformaciettans- tému, takze (1.12) v jinych systémech neplati.

formuji jako vektory, protoZéz’/dx nelze vysunout pfed Pro antisymetrickéF,s Ize invariantnim zplsobem
integral. Chceme-li dostat kovariantni vysledek, mie v formulovat Gaussovu vétu prevadéjici integrakgr2-
kfivém prostoroCase scitat v riznych bodech (tegrovat) dimensionalni hranid?X na integral z kovariantni derivace

13



pres 3-dimenzionalnioblakt Ve Stokesové vété (s=3) vez- DUlkaz Gaussovy véty nevyZaduje, aby vintegrandech vy-
meme mistd“, s dualni tenzor stupovaly tenzorové veli¢iny, takZe pro libovolnou pkw
. . funkci W+ () plati
Er eaﬁ'yziF’yé _(_9)1/26(1675}7767

aB = 21 2! / W ud(4)$ _ Wp,ad(ii) S,
Q

takZe dostavame o0

s . kded®z ad® S, nezavisi na metrice. Podobné Ize pouZit
P Fopdo®™ = /E o Flg, A2 Gaussovu vétu pro funkce s vétSim pocétem indexd;.r&apr
Plati-li U** = —U*\, pak
PouZijeme Gpravy:
) / UW’A’)\d(?’)Su — l UW/\d(2)S:A
Flgdo™’ = Ey, (—56‘“’(’5> dol; = F*Pdo s, b2 2 Jos
V téchto vyrazech vystupuji jen parcialni derivacegle-
mentechi®z, d®S, d(?) S*, neni metrika a dlikazy neobsa-
huji transformace mtegranduaﬁny z integral(i ovSem neni
obecné vektorem - i kdybW # aU*** byly vektorovymi
1 12 o oy hustotami, takZe integrandy by byly vektory. Pouze v plo-
= 570 {(—9) €8ypo ' } dx chém prostoro&asu jsou integraly vektory v(ici Lozevym
1 1/ 1/2 oo amtransformacim, nikoliv vSak vli¢i obecnym transfoefra
= 5(=9)" " 0a {(—9) F } €8vp0 A% souFadnic.
1 1/ 12 ppo P¥i vypoctech integralll je opét nutno hlidat origcitvek-
= 5(=9)" " 0a {(—9) F } tor(i tvoficich objemové elementy, orientace v intdgch
<9 (575a _ 575a) 4®y vlevo je tfeba mit v souladu s orientaci v integralecravp.
pro. TpTp T Gaussovy Véty je moZno prepsat pomoci vektoru normaly
= 2(—g)"'/?8, [(_g)*lﬂFW} d®y, N, k hraniciof?, definovanOho vztahem

1
0o Fj,d5T = 0, (aeﬁwan”) dses

=2F,d®)%,. d®x, = ¢(N)N,dV;
Stokesova véta tedy dava Gaussovu vetu v jasné imiariay je invariantni, pozitivné definitni objem definovany
nim tvaru vztahemdV = |d¥,d¥¢|. (d®) L = yPAdB)%,)
FBdo* , = / 2F™. . d®)x . —1 pro N, asové povahy
af He T
jig > Indikator e(N) =14 ) pro N, prostorové povahy

Tato ,matematickd" Gaussova véta formuluje fyzikaini o, nadplochul —konst. existuje v kazdém svétobodu LIS,
Gaussouvu vétu Maxwellovy teorie zplsobem nezéwsl)(/ hesmzd®y — (d(3>20 0.0, 0) AT, = —NodV =

na soufadnicich: je-i*? tenzor elektromagnetického poledv kdy? NO 41, Ny = —1 a normala mifi do budouc-
Fre., ~ J7 (Ctyfproud) 8~ prostorovou nadplochou. Levanosu ad®3y = —NodV = —dV, kdyZ N® = —1, Np =
strana této rovnice umoZziiuje invariantnim zplsobeir d +1 a normala mi¥i do minulosti. Gaussovy véty pak plati v
novat toky elektrického a magnetického pole plocham|Vyse uvedeném tvaru, kdy¥? mifi stale ven z oblast.
kfivych prostoroCasech (napf. horizonty Cerny¢hdéaus- Diskutujme z&kon zachovani v integralnim pripaoly-

sovu vétu (fyzikalni) Ize pfepsat do standardnihauydle . « . L U7
nejZ je tok elektrického pole uzavfen plochou rovnou Ceﬂggrcriéfuaussovy vety pro vektorove pdié(x") spliujici

kovému néboji.

. N . p T7°., =0.
~Elektromagnetickou” Gaussovu vétu Ize pfepsat pomci ' 0
prislusné tenzorové hustoty Pak z Gaussovy véty plyne
FoPARgr =2 / Fro ,d® s, jf 7°d®¥%, = 0.
> o0
kde
Fob _ (_g)l/zFaﬁ’ Il Tady bude obrazek !!!
1
d@8; = (—g)"2do}, = 2'eagfy5d07 Podobné specialné relativistické situaci vybereme ob

last Q vymezenou prostorovymi nadplochaniy, Y,
jeZ neobsahuji metriku a jsou formélné shodné s irdidi  a ,plastém valce“. Predpokladejme, Ze pdl¥(z*) na
z STR. plasti valce vymizi, tj. bude nenulové v kone¢né oblasti,
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nebo ubyva tak rychle, Ze pro plast limtné posundy 1.3 Tenzor momentu hybnosti a spin
nekonecna integral vymizi. Pak plati
UvaZujme Lorentz(v soufadny systéiolna ¢astice ma
/ Tods, + / T94%, = 0 konstantni 4-hybnogt*. Pfirozenym specialné relativistic-
o) R kym zobecnénim klasickeho momentu hybnosti je tenzor

a vzhledem k opaéné orientaci normal Ba a 3, dosta- L = (2t — a*)P” — (¢¥ — a”) P

vame vztaZeny k bodu prostoro¢asti. Tento tenzor se pfi pohybu

/ T"dX%,, = konst zachovava, jak zjistime derivovanim podle vlastniasu.
o > . Soustava €astic. Suma tenzor(i pfes jednotkové Castice
av souradném systému, v néiizsou nadplochy =konst ge nezachovava, jestlize &astice interaguji (poétady di-

zjistime, Ze kazu Il. véty impulzové neplati, nebot sily obecngsoa
centralni, ani nejsou urCeny polohami ¢astic v ki
/ y T°%(—g)'/2d® 2 = konst ase v diisledku retardace). Do momentu hybnosti je nutno
t=konst

zahrnout i pfispévky poli zprostfedkujicich irakce. W-
takZe takovy integral nezavisi na Gasge to zachovavajici jdeme proto z ten_zoru energie-hybnosti. Zavadime tenzor
se skalar. Analogické zakony zachovani dostanermiajgo mMomentu hybnosti
plati MY — (x’\ _ a/\)TW — (2" — a”)T’\”

ww ., =0.
TH" je tenzor energie-hybnosti izolovaného systému spl-
fiujici zakon zachovarif'*” ,, = 0. Je-li T#¥ symetricky
/ WHed®) S, = konst tenzor, plati
2

Pak

MM, =0

Pro izolované systémy latky a poli Ize vzdy zkonstruo-
0.4(3) vat symetricky tenzor energie-hybnosti (napf. pro elekt
WHd* e = konst. magnetické pole & dokonalou kapalinu). Symetricky-ten
zor energie-hybnosti Ize ziskat pfimo z LagranigiddyZ
jej prepiseme do obecné kovariantniho tvaru a prorezle
variaci metrického tenzoru indukovanou obecnou infinite-
zimalni transformaci soufadnic.

Z diferenciélniho zakona zachovani Ize odvodit imébgi
zakony zachovénijako v pfipadé hybnosti. Z Gauss@ty

/M)\/u/ y d(4)Q — /Mkp,a d(3)20 =0
Q on

a v soufadném systému, v ném2jaedano relact =konst.
bude

t=konst

V tomto pfipadé ovSem zachovavajici se integraysau
4-vektory p¥i obecnych transformacich soufadnic.

IntegrélyJ* = Mo d®)%, pres prostorovou nadplochu
Y se zachovavaji. Je-ii nadplochou soucasnosti=kon.,

T = / M0 43,
t=kon.
_ / (2" — )T — (¥ — a”)TH°) )z
t=kon.
a jelikozT™° je m-ta slozka hustoty hybnosti, pfipomina
integral sy, v # 0 klasicky moment hybnosti.

Jelikoz MM = —MHV | je takéJM = —JH, takzZe
J™™ m@ pravé tfi nezavislé prostorové slozky, jeZ pop
suji celkovy moment hybnosti izolovaného systému seca
t =kon., vztaZzeny k bodu. Dalsi tfi slozky.J0 = — jm0
dané vztahy

JOm = (t —a°) / 7m0 43y — / (z™ — ™) T d®)

t=kon.
= (t—a")P™ — / 2T d®) g + o™ PO,

t=kon.
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nemaji bezprostredni fyzikalni vyznam. Souvisejsem s LeZi-li a* na svétocare vlastniho hmotného stfedu, pak
pohybem hmotného stfedu systému. Definujemi-li prosté?#|, = S**. Nyni je evidentni, Ze ve vztahu pro 4-vektor
rové soufadnice hmotného stfedu spinu Ize psat mistg** tenzor JM - moment hybnosti

[ &m0 43 p vz,hledem k Iibovolnému bodu, neb_ot’c“fleny vpravo po vy-
m_J - - nasoben/* = P*/M jsou kvadratické vP a vypadnou

T, 5 ,
. P pfi GZeni s antisymetrickym, g,5. Obecné proto plati
ostavame
1
pm om Sl. =_—Z¢g, JVHU)\;
x?:ﬁ(t—a0)+am—%7 t 25;m<,A

spin na volbé referenéniho bodu nezavisi. Ihned Thhle

tj. rovnici rovnomérného pfimoc¢arého pohybu hmidtoe . N .,
) P pony neme, Ze 4-vektor spinu je kolmy na 4-rychlost soustavy:

stfedu s 3-rychlosti
dz?  P™ S, U" =0

S

dt  po’
X . Lo o LeZi-li a* na svétoCare vlastniho hmotného stfedt je
ktera odpovida 4-rychlosti (M je celkova klidova hmost |iy5voiné. dostavame rozklad

systému)

pro " _ P TN = My [
 (=P,Po)/2 M
Vsechny uvadéné vztahy plativlibovolnémineroiat sys- Celkovy moment h%’b”OSt' VUi obecnémt je sloZen z
tému. Jeden z nich je ovdem privilegovany: jde o klidoWpifniho momentw~/ a orbitalniho momentu

émLY, jenz hybuje 4-rychlosti#, takZze v ném
SySte v J€ sé po yije yC osti ’ takze € Lkp, _ _b)\Pu + b/LP)\ _ (a)\ _ &)\)Pp, _ (CLIJ’ _ EL'“’)PA.

plati
0 _ i
Poy =M, Ploy=0 LA je moment hmotného bodu s 4-hybnaBtt, umisté-
Zavedeme nyni vlastni hmotny stfed vztahem ného ve vlastnim hmotném stfedu vidé€i Dale plati:
m 1 m 1
Tows = 37 / z() T(y) Ao T P = 0 H UNUDY) = ;5
t(0) =kon.

projekcib* do sméru kolmého K'* uréime ze souéinu*
apP+.

Pro izolovany systém se 4-vekor spinu zachovava, spolu
se 4-vektorenP* a celkovym momentem hybnostit:

ds, 1 dr™ a1 o d P 0
1.3.1 Spinovy (vnitfni) moment hybnosti S* ~qr ~ 2% Tqr ¢ T2t g\ ) T

Uvidime, Ze poloha hmotného stfedu zavisi na iriémaia
systému, vici némuZ je hmotny stfed definovan.cVide
hmotné stfedy se pohybuji 4-rychlott, takZe jsou v klidu
v0ci L i vadi viastnimu hmotnému stredu.

Je-li systém nestacionarni, ur€ime rychlost ztréatg-

Je to moment hybnosti vici (jakékoliv) udalosti Zi mentu hybnosti vzhledem k pocatku soufadnic ploclSou
na svétocare vlastniho hmotného streduL¥ bude mit ve tvaru

takova udalost soufadnide?,, z(,,.)- Spinovy moment
Jr znacimeS# . V LY bude platitS{y = 0. Tfem ne- —
zavislym prostorovym sIoZkérﬁ(Tg)” pfifazujeme 4-vektor
spinu o slozkach

dJm
dt

— %Muuj d(Q)Sj — %(xujwj —zVTH) d(Z)Sj;
s s

postup odvozeni je analogicky odvozeni rychlosti tgtra
S0 =0, Son =58, So2=50, S0s=15@ hybnost.

Pro ztratu vnitfniho momentu hybnosti (v systému, v
émZP™ = ( a pocatek leZi ve vlastnim hmotném stfedu)
g L budou netrivialni slozky1, 2), (2,3), (1, 3).

" g HEA Uréujeme-li ztratu momentu hybnosti v disledku vyzafo
ProtoZe jde o tenzorovou rovnici, staci ji dokazat wjech Vani, musime ploché mit ve vinoveé zoné (pfiklad: binarni
soufadnicovém systému, napf, kdejeU(AO) =(1,0,0,0) Systém gr,avi:taéné zé}fi a ztre,ici mome}nt h'ybno's,ti): ]
a " jsou dany vyse. Hmotné ;tredy definované v obecnych mermalplcmesys

Prejdeme-li od referenciho bod# k novému bodu” a mechL se I|§’i O(j vIastr_l'lho hvmotnéh_o stfeio!l_] defmov;zmého

zavedeme-li oznacett = a — a*, pak zména celkoveho! L’ Hmotny sted VL je ovsem v Klidu vOEIL?, protoze
momentu hybnosti bude v L mérovnéz 4-rychlodt’*. Poloha hmotnych stfedu tedy
zavisi nalL, vici nimZ jsou definovany, vSechny hmotné
JM g — JM|, = —b*PH 4 b P stfedy jsou v klidu vGg&iL?. Uréeme vztah mezi polohou

V obecném inercilnim systémilima 4-vektor spinu sloZky 0
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vlastniho hmotného stfedu viéi hmotnému stfedueddm Tento vztah Ize prepsat pro libovoldév lorentzovsky in-
k L. Wjdéme ze vztahu pro°™. Za udalosta* zvolime variantnim tvaru "
libovolnou udélost na svétoCére vlastniho hmotmstiiedu, ds = AUH;
takZeJ° je pfevedenond®™, "™ nahradime:, coZ jsou dr
prostorové soufadnice vlastniho hmotného stredistiésnu 7 je vlastni ¢as vlastniho hmotného stfedu. Multiplikai
L. Pak v soufadnicich systéniulze psét vztah prd°™ ve faktor.A musime urcit. Derivovanim podminky ortogonality
tvaru S,U* = 0 dostaneme

_ . 0ypm _ (,,m _ ., m 0 _ gom _ dur

(t—a")P (2 —a)P” = S 0. S.. 1 + AU U" =0,
T

Zavedeme 4-vektohz#, jenZ mavL slozky (t — a®, 2™ —

™), —spojuje tedy udalost na svétocare vlastniho hétoon takZze vzhledem k relacifl, U* = —1, m% = fo (f¢
stfedu s udalosti na svétotare hmotného stretiledem k je 4-sila) I1ze psat
L. Dale zavedeme 4-vektdf”, jenz ma vL slozky V# =

(1,0,0,0), takZe v jiném inercidlnim systému je to 4- A= SNdU =5,
rychlost L (po&atku) va&iL. Pak mZeme vyse uvedeny dr M
vztah pfepsat do kovariantniho tvaru a 4-vektor spinu v takovém pfipadé spliiuje rovnici
(AzkPY — Azt P* — SV, = 0. dse g du” e
dar ( "dr )
Tento vztah plati v libovolném inercialni systému &% se
redukuje na jednoduchy 3-dimenzionalni vztah Vektor S splfiujici tuto diferencialni rovnici podeél svéto-
caryz*(r) s teCnymi vektonlU* = da*/dr se podél této
Ax()s = _L(V(O) X S(0)); svétocary pfenasier miho prenosem.
M Pfi Fermiho pfenosu vektat* nekona Zadnou rotaci vici

kde Vg, = (Vi /V0 ) je obydejna rychlost systémii v osam inercialniho systému, v ném? je v daném ok&amyvi

s & hmotné stredy | - io Klidu U* = (1,0,0,0). Vektor S* kona rotaci v (Casove)
systémuLy. Oba hmotné stfedy jsou v kliduhy a separuje u o =15909). 5™ kona rotac /€)
je vektor Ax g),. Hmotné stfedy splynou, kdyz fyzikalniovine vek’EoruU” g%U“/dr , pficemz zustava ortogona_lnl
systém nema vnitfni moment hybnosti, takge= 0. Pro K U"- NapF. v roving(t, z) bude 4-vektorS* konat rotaci,
v=20 dOStéVémeﬁX(O)s v =0, coZ ovsem J|2 p|yne Z bude-li 459

(2.16). V béZnych jednotkéch jAx ), ~ 1/c?, takZe v < = —QokS,
nerelativistické limité budé\x g, ~ 0. o o s e s
Z hlediskaL® vytvofi hmotné stfedy v(i&i riznyih kru-  Kde %" = —Q** ma nenulove slozkp)™ = —Q*"; pak

hovy disk kolmy kS o poloméru (v b&znych jednotkachy!S” ma nenulove sIoZkylStzdeI, pricemZ slozkys?, 5*
R = |S|/cM se stredem ve vlastnim hmotném stredu. PF§ NeéMeni. Samotr§™ v roviné (¢, x) lezet nemusi.
Zemi vychaziR ~ 10m, pro atomy ovSem miZe byt R Vektor S* bude konat rotaci v roviné vektori'fii‘/,,A‘/ =
srovnatelné s rozméry atomu. dU*/dr, pokudQ‘* = AU — U*A*. Pak dostavame
PFi danych hodnotacii/ a |S| je polomér fyzikalniho dst
sysytému kone&nych rozmérdmezen v klidovém systému P —QS, = —A"(U"S) + (S.A")U*
LY zdola limitour > R = |S|/cM, pokud je v kazdém
L hustota energi@®® > 0. Pokud by byl rozmér mensi,a pfi S,U" = 0 dostavame podminku Fermiho pfenosu.
existoval by systént, v némz by se hmotny stfed nachazdlato podminka zajistuje zachovani podminky ortogity
vné fyzikalniho systému a hustota energie by nemohta i U" = 0 béhem pfenosu:
pozitivné definitni. Jsou-li dany rozmét a hmotnost\M/

fyzikalniho systému, na velikost spinu dostavame pené i(S,QU”) == dS, U+ S, du
IS| < cRM. dr dr o dr -
_ (su—d ) ULU" +85, =0
. . o - T N——" T
1.3.2 Fermiho a Fermiho—Walkeruv prenos =21

Predpokladejme, Ze ¥°, v némzZ je v daném okamZiku V pfipadé& zrychleného pohybu spin zachovava svigrsm
vlastni hmotny stted fyzikalniho systému v klidd.gobi na a velikost v kazdém okamZitém klidovém inercialnéys-
systém sila pouze v tomto stfedu —nevznikaji tedy mdgnerému, avsSak vicéi pevnému inercialnimu systému smim
sil. To je realizovatelné bodovou Castici se spinermjone- jde o tzv. Thomasovu precesi! Pokud fyzikalni systém
bezsilovym setrvagnikem upevnénym ve stfedu. PaR,v (&astice, setrvacnik) neni urychlefi{ = konst.), spin se

kde v daném okamZiku jH(AO) = (1,0,0,0), plati prenasi paralelné!
‘ Fermiho pfenos pro libovolny vektor kolmylKk* zacho-
dSfp) vava jejich ortogonalitu a velikost. Pomoci Fermiha@pf
dt o) =0. nosu mizZeme zavést lokalni referenéni systémhigyého
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pozorovatele. Fyzikalné realizujeme osy tohoto reférerMa-li Castice spin, 4-vektof* se podél geodetiky rovnéz
niho systému tfemi navzajem kolmymi setrvacnikyew prenasi paralelné:

nénymi ve spoleé¢ném vlastnim hmotném stfedu. Hadu DS,
setrvaénik({ urychluje, plisobi vSak ve spoleénéastnim dr
hmotném stifedu, takZe spin kazdého setrvacénikerjmif jelikoZ na Gastici neplsobi vnéjsi (negravitgcsily. Pro
ovsky prenasen. Vektory spinu oznacime jako vekt@eb spin pfitom stale musi platit

ef;), 1 = 1,2, 3 Cisluje vektory. V daném = 7, je normu-

jeme a uvédomime si, Ze jsou kolmé/K. SuU" =0

)

PUsobi-li na ¢astici vnéjsi sila, pohybova raaima pro

Al — G .. AUH =
M €5y = Siis e U =0 4-zrychleni kovariantni tvar

Zavedeme-liv- > 7o podél svétoCary* () vektorye(; (7) . bur fr

vyhovujici rovnici Fermiho pfenosu A% = dr  m’
de?i) due 1 4-silu f# ur€ime v libovolném referenénim systému tak,
ar (e(i)n d ) U, Ze vyjdeme z vyrazu pro 4-silu v LIS (nap¥. v okamZitém

klidovém systému) a pretransformujeme jej na 4-vektor v
mame zajisténo, Ze ,, budou sU* v libovolnémr tvofit obecném soufadném systému. Plsobi-li sila ntctae
ortonormalni tetradu, ktera splfiuje (2.42), phitetriada vlastnim hmotném stfedu, zakon prenosu spinu zinkare-
) bude ve vyse popsaném smyslu nerotujici! vedenim rovnice Fermiho pfenosu do kovariantni podoby

Fermiho-Walker iv pfenosje zobecnénim Fermiho pre<tj. rovnici Fermiho pfenosu v gravitacnim poli)
nosu — na rozdil od vektord pfenasenych kolmd/k

se zavadi pro libovolné vektory. Vektdt’* je prendSen D5 = (SK bU U‘/) .
Fermiho—Walkerovym zp(isobem podél svéto&étyr), je- dr dr
li splnéna rovnice Soucasné ovSsem plat],U* = 0 avektor spinu ziistava stale
dWe dUe dUe kolmy na 4-rychlost (tj. te¢nu ke svétocare). Piiitav(iCi
= (Wﬁ_) Ut — (W,.U") —. osam LIS, ktery se v daném bodé prostoro¢asu pohybuje
dr dr dr stejnou rychlosti nekona Zzadnou rotaci.

ProW* L U* dostavame jiZ automaticky rovnici Fermihg Zobecnéni na prenos vektoru, jez nemuseji byt kolme
pfenosu. U* je Fermiho—Walkeruv pfenos, jenZ bude v obecném

Rovnici Fermiho—Walkerova prenosu opét miZzeme pi%r_awtacnlm poli dan kovariantni rovnici

psat ve tvaru DWW DU"\ ., oy DU*
(S STETE
T
kde Vime, Ze kazdy systém se spinem ma zdola omezeny
N polomér musi byt "minimalné rozlehly”. Da se protées
QO — QRO — AOUR AR, A = au '; kavat, Ze se Castice se spinem nebude pohybovatppesne
dr geodetice, jak plyne z principu ekvivalence a pfedpokladu

opét jde o rotaci v rovindl®, U,, ve stejném smyslu jako uMinimaini vazby, nybrz Ze se v pohybove rovnici ojélen
rotace pfi Fermiho prenosliy* ovéem nemusi byt k0|méumernoy R|emannovg tgnzoru kr|vost|._ Vime t_otlvz,lliae—
k U, Je evidentni, Ze samotny 4-vektor rychlost je Mannuv tenzor popisuje nehomogenity gravitacniho pole
pfenasen Fermi-Walkerovym prenosem padé(r). Pii- U- slapoveé sily, jez se pi pusobeni na "rozlehlow@stci
rozenou, nerotuijici tetradou urychleného pozoraeaje MOhou projevit. PIné uspokojivé Feseni tohoto profle
&tvefice ortonormalnich vektor{fe’(* }, et = Ur, Fermi neexistuje, vzhledem k potiZim s rigor6zni defin&zisté
Walkerovsky prenasena podél Svétoéary_ rotujiciho télesa v kfivych prostorocasech.

Odchylky od geodetiky budou jisté malé a povedou ke

. o o o, 4-zrychleni, jeZ se od nulového budou liSit o ¢len
1.3.3 Fermiho-Walkeruv prenos v krivém Y : Y

prostorocase mEAF ~ e2PP7 RIE 5T, S, U,

V kfivych prostorocasech se volna testovaci ¢astiohy-  Pro rotujici téleso s Ghlovou rychlosti poloméremr,
buje po geodetice, tj. s nulovym 4-zrychlenim: hmotnostim pohybujici se rychlosti <« 1 v hewtonov-
ském potencial@® ~ M/r jsou velikosti sloZek vlastniho

AH — DU* _Ur U =0 momentu hybnosti (spinu)S;| ~ (mR?)w a prostorové
dr ’ ’ slozky 4-rychlostiU; ~ v ~ (M/r)'/? (ze zakona zacho-

kde 4-rychlost spliiuje normovaci podminku vani energie pfi pohybu v gravitaénim poli). Pro #gRi-

emannova tenzou je typicky"” ,g| ~ V(V®) ~ M /r3.

g UrUY = —1. Casova slozkaSy| ~ v|S;| < |Si], (|Uo| ~ 1).
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Pro slabé gravitacni pole j@o ~ —(1 +2®), g¢1; = 0pétpouze v potatky’ = 0 a pfi libovolnémr, Ze je
g22 = gs3 = (1 — 2®) a lze ukazat, Ze slozkig™°,;, = 0.

Nejvétsi prispévek A bude mit tvar iz = 0; 90i,j = —Yoj,i-
|6A*| ~ m™R™o]|Uo||Sr|Us] JelikoZ je go;,; antisymetricka vi, j, ma jen tfi nezavislé
(M) (1) (mB2w) (M) ¥ "slozky”, jimZ Ize pfifadit 3-vektow”, takovy, Ze
tj. 9oij = _Eijkwkv

, wR? M\ Y2 M kdee;;i, je 3-dimenziondlni Levi-Civitliv symbol; prosto-
dA" ~ (—) ( ) aNewton; Newton = 7+ rovametrika je wr® = 0 eukleidovska.
Prostorové sloZky 4-zrychleni uvaZovaného pozotelea
Pokud by planeta rotovala mezni rychlosti (na rovniku g®u v zavedenych soufadnicich dany relacemi
odstfediva sila rovna gravitacni)? = m/R?3, bylo by

r r

a' = U, U" =U" =T(,U” =T},
S rmaY2 (RN [ M\Y? 1,
0A"] < (ﬁ) - " ONewton = 577 H (90,0 + Gop,0 — Goo,u),

a v nasi planetarni soustavé budd’| < 10~ 2axewton takZe .
a' = 5900,

aderivaceyg Ize vyjadfit pomoci zrychleni. Metriku v okoli
Méjme libovoln€é se pohybujiciho pozorovatele se s¥dt svétocary uvaZzovaného pozorovatele, vyjadienehs pri-
rou (v obecném soufadném systénitf)(7); 7 je vlastni rozenych soufadnicich pak dostavame v prosté formé
¢as pozorovatele. Pozorovatel je vybaven ortonormtéhni , 4 ,

adou vektorle(, (mé&ficich tyci), jez budou pouZivany ke ds® = —(1+ 2a;2")(dz°)? — 2480’ " da"da’
konstrukci nového soufadného systému v bezprosthedn +6;jdztda? + O(|2**)derda”

okoli pozorovatele. V novém soufadném systému, ozna-

¢eném{X*}, bude svétotara pozorovatele pocatkem, flenulove slozky afinni konexe prislusnych tétoreetjsou
z = 0. Casova soufadnice® = . Jako "nulty” vektor

1.3.4 Lokalni referentni systém

b4aze bude tedy vystupovat 4-rychlost pozorovatele; ta ma Ty =a', Tg; = ai, Ff)j = —€§kwk~
{X#} sIoZkye’(‘O) =U* =(1,0,0,0). JelikoZ je v takovém

Zkonstruovany systém nazyvame lokalné referésgsiém

'(LRS) urychleného pozorovatele. Metrika plati v okad-p

¢atku s presnosti ¢lend linearnichx¥ (u kvardratickych

¢lend by se objevily sloZky Riemannova tenzoru). Pokud

je LRS nerotujici a pozorovatel volné pada, pak vSgchn

sloZky afinni konexe budou nulové, stejné jako derivace
ds® = dat dz” + g, a'da da. metriky. Pak LRS je LIS — na rozdil od dfive diskutovahyc

LIS, omezenych na okoli jediného svétobodu, nyni jde o
Pozorovatel vysle ve sméru tfi prostorovych vekroiliS v okoli svéto¢ary (geodetiky).

e’(*i) tfi prostorové geodetiky (viz obr.), jeZ budou pa- Jde-lio LRS podél urychlené svétocary, Ize v kaZzdé-u

rametrizovany vlastni délkou (obloukens) vystupujici losti na svétocéare nalézt LIS pohybujici se stejnalnlosti

v roli prostorové soufadnice méfené podél prisfteh jako LRS (tj. U#, jehoZ osy v daném okamZiku splyvaji s

soufadném systém«;@) = ¢! a tetrada je ortonormalni
musi byt podél svétocary pozorovatele (histori€ gika,
z' = 0, 7 libovolné) g, = M, guv0 = 0. Proto ma me-
trika v bezprostfednim okoli svéto¢ary (uZitimyl@ova
rozvoje) tvar

soufadnych ¢ar (geodetik). osami LRS, i kdyZ osy LRS vii¢i osam LIS obecné rotuji.
Lze pfedpokladat, Ze udalost, v niZ LIS konstruujefagi
IIl Tady bude obrazek !!! v prostorovém i Casovém pocatku LRS, takZe......

UvaZujme, Ze LRS pozorovatele v jistém okamZiku miji
UvaZujme blizky bod P, k némuZz vede prostorovavolné padajici ¢astice. Pohybova rovnice ¢agtoevnice
geodetika.P i geodetika lezi v nadplose’ = 7 = konst. geodetiky, parametrizovana vlastnim ¢asenRovnice ge-
Soufadnice bodu jsaw* = t*.s; t* je jednotkovy vektor s odetiky zapsana v LRS dava v ¢asové sloZce
pocatkem ve sméru geodetikyje délka oblouku. Proto je

d2z#/ds? = 0 a rovnice geodetiky ma v po&atku tvar: d?a” + a,d_xo da’ -0
o dA? “dA dA
" dx® da? b gigg i . 3 o ; .
U ds ds it =0 a prostorové sloZky Ize psat s vyuZitim Casové lgjo¥
, nazorném tvaru
pro libovolnét’. Musi tedy byﬂ‘ﬁfj =0.Zrovniceg,g,, =
g,,,al‘g7 + gupl'h, @ z metriky vySe zavedené pak plyne, F=-a—2wxr+2a- r)r,
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kde tecka znadi derivaci podle viastniho Gasu pozaete, 1.4 Energie, hybnost a moment hyb-
a = (a') jsou prostorové slozky jeho zrychlentra= (z%) ; S aXin]
jsou souradnice Castice volné padajici v LRS. Piilen nosti ar avitatniho p0|e

odpovida zrychleni pozorovatele, treti Clen je teitsicka Podle Einsteinovych gravitacnich rovnic budi fyikiésys-

L g . JIBILKS
korekce (v konvencnich jednotkaeh1/c?), druhy €len je sy gravitagni pole prostrednictvim symetrickdlnzoru

Corlli)cljls?vo zrychlenli Iné pada hleni Easticeti .energie—hybnosti. V ramci STR tenzor energie—hybnosti
| kdyz pozorovatel volne pada, zrychleni Castic&ivl, |4yangho systému splfiuje zakon zachovani

nému nemusi byt nulové, nebot osy mohou pfi padu ro-
tovat a v soufadném systému vdzaném na tyto osy seiobjev ™ =0
Coriolisovo zrchleni. Pouze je-Ii(i)j =0, . =0, Corio- ’

lisovo zrychleni se neobjevi. To by ovdem mélo platittg, a zakon zachovani momentu hybnosti je
kdyZ se triédaé) prenasi Fermiho—Walkerovym pfenosem,
vlastné Fermiho pfenosem, neb{ﬁll; jsou stale ortogonalni

k U*. Skuteéné pro Fermiho—Walkerdv pfenos vek@t@ Z téchto lokalnich, diferencialnich zakond Ize odit glo-

(:L,)\Tul/ o x/LTAU)’V =0.

dostavame balni, integralni zakony zachovani.
Det V pfitomnosti gravitace pro tenzor energie—hybnosti
@ _ G ok M hmoty plati kovariantni zakon zachovani
= V" = €l = €0 T roely = Tio P
= (efhan)U" = a;U" = a;d3. ™., =0

Pro p = j vidime, Ze Fermiho-WalkerQv pfenos j& n€j vsak jiz integralni zakony zachovani neplyntdka-
ekvivalentnil), = 0, tj. & = 0. Nazorné to ukazuje i zali jsme ovSem, Ze pro vektorové pole s nulovou kovari-
v ramci obecné relativity, Ze vektory pfenasenénfibo— antni divergenci Ize nalézt integralni veli€inyz jge zacho-

Walkerovym zptisobem nerotuji. vavaji. Pro tenzorova pole by vS§ak musela vymizet eftyd
...soufadnice v LRS jsou = 2° = 0. Transformace od divergence, aby byla aplikovatelna Gaussova véta.
LRS (z#) k LIS (£#) je dana relacemi: Intuitivné je jasné, Ze pfi interakci hmotného systés
gravitaci se nebudou celkova energie a hybnost hmoty za-
¢= ol 4 lai(xo)z +ekigha® L Ol P), chovévat. V nestacionarnich pfipadech zjevné bugaa-
2 Fovany gravitaCni viny, jeZ budou odnéset enerdiyanost.
€0 = 2% + (asz®)2® + Oz P). V oblastech, kde se gravitace miZzeme zbavit a kde s do-
stateé¢nou presnosti miiZzeme pouZit IS, zakony ezt
Inverzni transformace je dana relacemi hmoty platit budou; kovariatntni zakony tam pfechéxzej
1 specialné relativistické.
ot =& — —a'(€)% + VR + 0(1€7)3), Obecné by se méla zachovavat celkova 4-hybnost hmoty
0 0 @ 0 i3 a gravitacniho pole. Diferencialni zakon zachovérusi
" =& — (as€°)E + O(|€']°). obsahovat parcialni derivace (Gaussova véta pak buge po

Z transformacnich vztah( pro metriku a afinni konexszji Zitelna), takze jej vyjadrime ve tvaru

time, Ze v pocatku LJ$£73 =¢0 = 0) je metrika Minkov- [(—g)(TH + 7], = 0; (1.13)
ského a sloZky afinni konexe vymizi.

Pfiw’ = 0jsou vySe uvedené transformace limitou pfesmé’ charakterizuje energii a hybnost gravitacniho pole; aby
transformace mezi rovnhomérné zrychlenym a inerérainit#” bylo symetrické a mohl byt formulovan zakon zachovani
systémem ve STR. Pokud se rovnomérné zrychleny systéimmentu hybnosti, musime zavést ¢lery).

(v STR je jeho zrychleni konstantni v kazdém okamtiité Aby zdkon zachovani platil v kaZzdém systému soui@dn
klidovém IS) se soufadnicemj y, z, t pohybuje se zrychle- musi divergencéni rovnice (1.13) platit v kaZzdém Syste
nima podél prvni osy inercialniho systému se soufadnicemt*” nemohou byt sloZky tenzoru (obycejna divergence
X,Y,Z, T, pfesna transformace je ve standardnich jedntgnzoru by transformaci z LIS do obecného systémulpres

kach: na divergenci kovariantni). VeliCintf” nazyvame komplex
N energie—hybnosti graviatcniho pole.
x=< <Cosha_t _ 1) + z cosh a_t’ Y =y, P¥i konstrukci komplexut*” vychazime z Einsteino-
a ¢ ¢ vych rovnic, z nichz vyjadfim&*”; pak po vynasobeni
Z = T=CSsnh at + % inh at (1.13)167 dostavame
a C C C
[(—9)(2G" 4+ 16mtH")] , =0 (1.14)

Rozvojem hyperbolickych funkci yat/c) a ponechanim

prvnich ¢lend dostaneme transformacni vztahy uvédeFato rovnice by méla byt spinéna identicky.

vyse. Wijdeme z analogie s negraviaténimi poli. Budeme proto
predpokladat, Z&" zavisi jen na metrickém tenzoru a jeho
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prvnich derivacich, vystupujicich vroliintenzit giaténiho e Obsahuje kvadraticky prvni derivace metrického ten-
pole. Zavislost na prvnich derivacich budiZ kvadridicV zoru, vysSi derivace neobsahuije.
(1.14) vystupuji dikyG** linearné i druhé derivace metriky.

Jako identicky splnime rovnialivB = 0 poloZime-li ~ Vzhledem k posledné jmenované vlastnosti réfitten-

B = rotA, tj. zorem. Zvolime-li v dané udalosti LIg*? ., = 0 a t*
vymizi. Kdyby bylot*” tenzorem, muselo by vymizet ve
B; =i Ak, = Uij i, Uiy = —Uji = €4xAs. vSech soufadnych systémech. JenZe obect® j& 0.

Z toho, Ze volbou soufadného systému#zévynulovat,

plyne dileZity zavér: gravitaéni energie neni dtikova-

(—g)(2G™ + 167"y = >, (1.15) telnal ~ S L

Nemé smysl hovofit o mnoZstvi gravitacni energieditédr

kde jsme zavedlsuprepotencial h*** spliiujici podminky lokalni oblasti. Ovsem globalni gravitaéni energiolova-
symetrie nych systémd ma dobry smysl.

Tento vysledek je ovsem vcelku pfirozeny vzhledem k
principu ekvivalence, dle néjZz miiZzeme gravitachi sie-
prvni podminka spolu s (1.15) zarucCuje identické éplneChat vymizet; 'pfeiivaji'jen s%lapgvé s?ly, U. neIdvr'kiaefekty
(1.14), druha zarucuje symetrit”. Suprepotencial nesmi(energle souvisi s praci ata je danasilou). DalSie&shoto

obsahovat vyssi nez prvni derivace metriky. To bude Sﬁrgumentu fika, ze g_lobalne, nelzg grav_ltagqlr stﬂtrang-
néno, bude-li superpotencial divergenci vyrazu gé¥io ormovat, nebot neexistuje zaporna gravitacni hrigtali

pouze na metrice: naboje budiciho pc?le). ) . )
Komplext#¥ neni obecné tenzorem, transformuje se vSak
A = FRAR jako tenzor pf¥i linearnich ortogonalnich transfoefch se

strukturou odpovidajici Lorentzovym transformaciati-
Pozadavky symetrii superpotencialu uréii*** a7 na |

multiplikativni konstantu. Zapiseme pfimo vysléde 2= AP 4 b

Rovnici (1.14) identicky splnime, bude-li

h,u,uA —_ _h/LAu7 h”l/)\7)\ —_ thA?A;

AupAudT]uV = Tpo>
UVAK uv A PN 3 o ~
HM = (=g)(g"" g™ — g""g"") pak snadno ovéfime, Ze

MlZeme se presvéddit, Ze plati symetrie: fa AR AV 107,
H/,Ll/)\l{ — _H/J,)\Vn
NS s avAs — ppuis V oblastech prostoroCasu s velkou kfivosti to je pouze

’ ’ formalni vlastnost. Daleko od ostrovnich systémid hmo
bude prostoro€as prechazet na Minkovského prosesroc

Z H* % ygime superpotencial az*” a (1.14) dostanemeSTR,’ pak vyse uve;dené trqps:form?ce deov'ideiji. 'Lerent

po dlouhém vypoctu komplex energie a hybnosti gravitaggx:gtgzgE;Oirgrae%'tr;;\gizujfg sgllj ﬁg;emsgtsr E(E?\fggnl:a
ih le. yh & uzit veliciny” = /—g g""; pak o L B} ! N BN

niho pole. Je vyhodné uzit velicigy 997 pa (ur€uji prostorové a Casoveé vzdalenosti) a jsou Kginé

16m(—g)t" = g" 03’ 5 — 5" 03" s privilegované.

H[/L\V|)\fc]cyc1 — H/Ll/)\f-c + HKWLA + H)\l/rf,u -0

1
+59" 90557 65 o .
2 1.4.1 Integralni zakony zachovani

—9a89"7 5 (guéguﬁ,v + gwgllﬂ,v)

+gag975g’“’ X 78 5 V analogii s vyrazy pro zachovavajici se veli€iny chiee-

1 rizujici rozloZeni hmoty — veli€iny—g)(T*" 4 t**) splfiuji

+=(2g"g"P — g goP) diferencialni zakony zachovani s parcialnimi gademi a
8 maji roli W#¥. Dostavame zachovavajici se veliiny

X (29’}/59LH - gébg’y,%)g’yn,a QéL,ﬁ

Takto definovana veli¢ina je nazyvanandalv—Lifsiclv Pt = /(—9)(T’W +t)d®s,,
komplex energie-hybnosti. Ma tyto vlastnosti: )

e Spolu s tenzorem energie—hybnosti hmoty splﬁujek}ge d®s
ddsledku gravitaéniho zakona diferencialni zakan
chovani(—g) (T +t*)],

, je prostorova nadplocha. Pfedpokladame, Ze
o _ (—g)(T" + t*) ubyva v prostorovém nekonecnu dosta-
v = 0,z néhoz Ize odvodit yoxn& rychle. Je-li soufadny systém vybran takeje dana

integralni zakony zachovani celkové energie a hybo _ ; /o pak
nosti. ’

e Je symetricky, takZze umoZiuje formulovat zakon za- PH = (—g)(TH° 4 t#0)d®) .,
chovani celkového momentu hybnosti. P
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Hodnoty P* nezaviseji na volb&; za nepfitomnosti gra- VysSe uvedené vyrazy Ize dokazat uzitim diferehdido
vitacniho pole pfejdou v Lorentzovych soufadnichehcel- z&kona zachovani a 3-dimenzionalni Gaussovy véty:
kovou 4-hybnost hmotného systému v STRR: dané vyse

uvedenymi vyrazy je tedy celkova 4-hybnost izolovaméh Ldapm o d / [(—g) (770 +t9)] d®)z
systému hmoty a gravitacniho pole. dt dt Ji—konst

Budeme uvaZovat pouze izolované ostrovni systemy, kdy - _ / [(—g) (T + 11)] . d®
je prostoroCas asymptoticky ploch§ se bude zachovavat t=konst ’
pouze tehdy, kdy?—g)(T*" +¢*) ubyva patficné rychle v _ R, 3
prostorovém nekoneZ“:nu.V OTR)je ostrovni systém takovy =+ /t:konst [(=9) (T +17)] 3 ¥z
Ze prostorocas je asymptoticky plochy. Uvidime, Ze-gl y i
balni veliiny (cekova 4-hybnost, moment hybnostitkmi = 7{3 [(_9) (T' T+t J)] d®s
moment hybnosti a rychlosti jejich poklesu) maji fyzikal = i .
smysl| pouze v asymptoticky plochém prostorogasu.  Vjadfemet”* pomoci superpotencialu:

P¥i integraci pfes 2-rozmérnou plochti predpokla- . . IR 1 s
dame, Ze cela tato plocha obklopujici izolovany égst (—g) (T" + ) = Eh” A= EH,HA

hmot leZi v asymptoticky ploché oblasti, kde jsou zave- . . 100 i ™ o B
deny Lorentzovy soufadnice. V asymptoticky ploché oBXUteCnost, z&# = 0 ah* = —h#**, umoZiuje vyja-
lasti existuje systém soufadnie”, v nichZ pf oznageni dfit P jako integral pres 2-plochu obklopujici system:

_ 1)2 2)2 312 7
r=/(z1)2 + (22)% + (23)2 plati pi :/ Lo Az = L% B0 q(2) g,
t=konst 167 ' 167 S !
Guv — Nuv  Pro 71 — 00 1
— _% HHIs 42 g,
167 S ’ J

Souradnice nazveme asymptoticky Lorentzovymi.
Rigor6zni definice izolovaného systému a asymptdtickedy celkovou enrgii a hybnost ostrovniho (izolovaného)
plochosti je velice obtiZzna. Prostorocas totiZz m@rmennou systému v OTR Ize vyjadfit pomoci veli¢in charaktesjiz
arénou fyzikélnich proces(l jako v STR (a Minkovskéhsich gravitaéni pole v asymptotické oblasi, daleko ps-s
metrice), nybrZ je sam dynamickou entitou. NicmenéRRO tému hmot jako vySe uvedeny integral. (Analogie z elek
rigrozne ziskané vysledky odpovidaji fyzikalnézornym trodynamiky: celkovy naboj ur¢ime Gaussovou vétdespr
predstavam formulovanym v STR. Napf. izolovany Systeplochu obklopujici systém v nekoneénu.)
miZe vysilat z&feni jen kone¢nou dobu (méa jen Kaoec  Pro rychlost poklesu celkové 4-hybnosti dostavame po-
energii), pak diky integraci pfes celou nadplo¢hd konst.  moci superpotencialu
bude i vyzaFfena energie a hybnost zahrnuta do integralu
P*# se zachovava. _apr L% px 4@ g, — L% HHrM @) g
= A j = JRA IR
Abychom zjistili, kolik energie a hybnosti ostrovni siste dt 167 Js 167 Js
vyzafuje, musime jej obklopit pevnou 2-plochou a patitintegraci provadime, pfes 2-rozmérnou, &isté mmstou
toky touto plochou (jako ve specialné relativistickéfit-p (nejeastgiji kulovou) plochi§ leZici v nadplo$e =konst.
pade). V OTR volime Casto plocttlv asymptoticky ploché v asymptoticky plochych prostorogasech Ize zavést ra-
oblasti, daleko od ostrovniho zdroje. Pak rychlost paklegialni soufadnici-, je? méa daleko od ostrovniho systému
celkové 4-hybnosti hmoty gravitacniho pole dostagam vyznam radialni soufadnice v Minkovského geomelsko

4P plochuS pak volime koulir =konst (pror — o). Pak
BTl %(—g)(T“j + tH) d(Z)Sj,

J
d®g; ~ %7«2 sin 0dfdy = n; - r2dQ)
d®8; je 3-vektor leZici na nadploge= konst., kolmykS. a
d®S; neobsahuje metriku — je shodné se slozkafhisy;, 1 '
nebotds”® ma nenulové slozky pre = ¢, § = d. Vektory P = o HIO® njr?dQ,
tvofici element dvojplochy leZici ¥ = konst. ad®S7 ; r=konst

Z .
ma nenulové slozky®) S;; = Zegjea do? = Jejeq doe. % = % HIWAY L \ngr?dQ.
Plochou S nej€astéji hmota nebude protékat (pro systém T Jr=konst
Slunce - Zemé by tomu tak nebylo, k Zemi pfichazi sluriedPokud plochouS proteCe jen gravitacni pole dostaneme
vitr a elektromagnetické zafeni) a pak Ize pséat provykon gravitatniho zareni (mnoZstvi energie projdivsi
P plochousS za jednotku ¢asu) formuli
— = —g)t*d@ s 0 ,
dt fis'( g) ! LGR = —% = —ddi; = é:konst tojnj’l“2dQ
tento vyraz vyjadfuje ztraty 4-hybnosti prostfedwiot gra- 1 .
o o = — HOY o nr2dQ.
vitacniho pole, gravitanich vin. 167 ) ponst SRATL
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Celkova energie je Uréeme ztratu vntfniho momentu hybnosti tak, Ze oényz
vztah aplikujeme v soufadnicovém systému, v néniZ
E=p°= jf HO%% | pnr2dQ. vymizi.
r=konst Definujem soufadnice hmotného stfedu jako
Vzhledem k symetrit,,,, Ize v analogii se situaci v STR for- . 00 L 100\4(3)
mulovat zakon zachovani momentu hybnosti. Difereintia 2T — J 2" (=g)(T° +t7)d®x
zékon 5 po

{xk(_g) (TW i t/””) — ah(—g) (T” i t”’)} —0 ?, celkovou setrvaénou hmotnost (energii) a 4-hybnost sys-
v ému

_(_ o\1/2 wo_
vede k zachovani veli¢ing** = —.J#* dané vyrazem M= (=B P7)"/, Uk =p"/M.

Slozky J° (podobné jako v STR) nepopisuji celkovy mo-
JM = / [mA(—g) (TH0 + ¢+0) ment hybnosti hmotné soustavy a gravitacniho pole eale j
t=konst jich zachovavani souvisi s pohybem hmotného stfedu:
—zM(—g) (T)‘O + t’\o)} d@g,
tP™ — P27 = J°" = konst.

jeZ urcujecelkovy moment hybnosti systému (budeme jej

v dal$im vztahovat v(i&i pogatku). Celkovy momenbhy Ve specialnim soufadném systému, kd€je = 0, definice

nosti Ize pfi vyuZiti vztahd pro superpotencial a stardni ¢ urCuje soufadnice vlastniho hmotneho stfedu. Vizdast

Gaussovy véty napsat jako 2-dimenzialni integragsgilo- Vvlastniho hmotného stfedu od pocatkti= 0, vi&i némuz

chus: je vyjadrenaJ*¥, charakterizuje veliina
1 [ 1
J)\p, - = xAh/J,OH . — xuh)\On /1:| d(?’)x P )‘V’P
167 t=konst - ’ ’ b M?2 J B
1 -

= (2 hH0m) = (2 hA0%) Vnitfini moment hybnosti (spin) je dan kovariantninept

167 Jitconst * 7 " pisem specialné relativistické definice
AN 4 G| d) 1
_ = VRTTA
L (03 — o) Su = =g Emmr U,
167 t=konst - J kd b puM
_|_(H)\O/u, _ H}LO)\L) d(3) ev o ,/ ' . . . ..
o z V soufadném systému, kde je hmotny stfed v pocajku, t

P™ =0, b} = 0aplocha$ je kulova, takzeds; ~
22 sin0dfdy = n;r2dQ, je celkovy moment hybnosti
dan antisymetrickymi slozkami®™ = —J™¢, resp. k nim
dudlnich sloZek vektors,,, pficemz

PouZijeme-li relace

(HAO;LL _ H,u,OAL) —_ (H)\O,U,L _ HLOA/J,)

)

0L pm A0jp
=-—H""", =H"", = H™"

N L

1

dostavame Jim — _—_
167T S

(xlhmOj _ xmthj + Hlem) TLszdQ.
A App0j _ g A0 A0} 4(2) g,
JH = fi (a*h TP HOOH) AP, Pro rychlost ztraty momentu hybnosti plati

Rychlost poklesu celkového momentu hybnosti uvnitf 4 jim . i L )
plochys, tj. jeho tok plochous dostaneme z diferencialniho™ —g;~ = 7{3 [ (=g)t™ — x™(—g)t"] n;r*dQ

zakona zachovani a Gaussovy véty standardnim zgfisob 1 ' '
(jako u 4-hybnosti): = Tom (2t H™IA o — g™ HY L) myr2dQ.
S
dJm ]{ , ; ;
- = ¢ [z*(—g)(T" + 17 < : Alni
dt s [ (=9)( ) 1.4.2 Transformacni vlastnosti globalnich ve-
—z"(—g)(T" + t’”)}d@)sj; licin

poloZime-liT*/ = ( (vzdalenou plochou hmota ostrovnihdeliciny P aJ** nezaviseji na volbé prostorové nadplochy
systému neprochézi) a dosadime-l{ za) (T”J' + t”j) di- X (resp.t =konst), takZe plati pro libovolné dvé prostorové

vergenci superpotencialu, pak nadplochy: a ¥’
—dgm = 1 (xuhl/ﬁ\ 5 — xV A )\) d®g. PHlsr = PF|s; JM s = JM|s.
167T S ’ ’ J
1 UvaZujme ostovni systém, asymtoticky plochy prostaso

— (]}HHV]')\K?AK, _ xl/H/LjAH,J\K) d(Z)Sj

167 < s asymptoicky plochymi soufadnicemi. Pfedpokladejhee
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Y asymtoticky prejde ¥ =konst jednoho Lorentzova sys-
tému,Y’ prejde vt’ =konst druhého Lorentzova systému.
Oba systémy jsou svazany lineérni transformachj@?y-
znam asymptoticky Lorentzovy transformace. Pfi tétasra
formaci set*” transformuje jako tenzo®?* jako vektor a
JM jako tenzor:

P/M|E/ = AMVPV|E/ = AHVPV|E;
J/AH|Z, _ A)\VAIJ,HJVH|E.

Celkovéa 4-hybnost, celkovy moment hybnosti ostrovniho
systému se transformuje jako skalar, resp. tenzor pinés-
ticky Lorentzovych transformacich asymptotickych eof
tzovych soufadnic. P¥i obecnych transformacich’aduoic
ti neplati (ale toi v STR). Jestlize asymptoticky plodys-
tém fixujeme, pak i pfi libovolnych zménach v k¥ivélabi
uvnitf se P#, JA neméni - jsou invarianti pfi libovolné
transformaci soufradnic, jeZ neméni asymptoticky bore
zovy soufadnicez” — 2" = fr(z¥) : fA(z¥) — M,
Gy = Guws Gy n = Guwx ProT — 00. B(t = konst = ¢),
/(¢ = konst = c) splyvaji pror — oo. Treti systéme’*
takovy, Ze n&(— z#), ¥'(— /") PakP""|s = P"" |5,
ale PNM|E = P“|Er, PNM|E/ = PW|E/, takieP”|g =
Pm|2/.

Schwarzchildova metrika ve standardnich soufadnicich

-1
ds? = —<1—%>dt2+ <1—ﬂ) dr?
T T
+r? (d@2 + sin? 0d<p2) .

Pfejdeme k izotropnim soufadnicim:

M2 1 1/2
r:R<1+ﬁ> ;Rzi{(r2—2Mr) +r—M].

Metrika pak pfejde na tvar

o_ _(1-MJ2R) , MY
ds* = (1+M/2R)2dt + 1+2R

x [dR? 4+ R? (d6? + sin® 0de?)] .
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1.5 LieovaderivaceaKillingovy vek- renciaini forma..) se da znazomit geometrickymi astui.
t ory PT¥i Lieové pfenosu pak prenasime jednotlivé boéighto
obrazcl pomoci daného zobrazeni (kongurence kfivek)
Pojem Lieovy derivace zavedeme intuitivnim, nazornyMfkioruP@ z obr. 1.5 se body prenesou pode kfivek kon-
zpiisobem, jen? si neklade narok na striktni rigroznodruence o tutez hodnow Staci ukazat, Ze graficky Ize
Lieova derivace umoZnuje srovnavat tenzory stejnéfgazornitvektor. Zname-liLieovu derivaci vektoru, bies
typu (i geometrické objekty obecnéjgiho razu) v rjin derivaci tenzoru zjistime z poZadavku, aby pro ni platilo

bodech prostorodasu (variety) zptisobem nezavislym lrg'bnizovo pravidlo pro derivaci sou€inu a ze znalosti-Lie

soufadnicich. Pfitom nemusi byt zadana metrika anafir?Vay derivag:e gkaléru_. o .
Konexe. Predpokladejme infinitezimalni zobrazeni (1.16) dbo

vou transformaci, jen? (se soufadnicemi”) pfitazuje P
(se soufadnicemi*), v témze systému soufadnic. Méjme
skalarni polep; v bodéP je p(x+). JelikoZ jde o skalér, po-
Mezi t&mito oblastmi ovim musi byt zadana korefaduiéme, aby zobrazeni dozachovavalo hodnotu pole.

spondence. Budeme pfedpokladat, 7e jde o hlad®EUY Prenos skalaru 2 do P tedy znamena
jedno-jednoznac¢né (1:1) zobrazeni, difeomorfismfis
oblasti D na D. Sousedni bodyP,Q pfijdou do P,Q.
Infinitezimalni vektory PQ do PQ. Obecné ve variet€V bodé P vak jiZ je skaldk = ¢(z") a aZ na veli¢iny
vektory ,nelezi®, nybrZ vytvareji teCny prostorTyto vysiho fadu e je o(z#) = p(zt) + e p,, &P,
tecné prostory se bod od bodu lisi. Rozd:'ﬂg?l) - x’é) Lieova derivace skalaru ¢ vidi poli £+,
se netransformuji jako vektory, pouze pré, 2 + dz# 1 1
se infinitezimalnidz* transformuje jako vektor. Takovy £:¢ = 25% Z[go‘p —Qpopl = lli% Z[@(is“) —@(z")).
infinitezimalni vektor posunuti leZi ve varieté a gpe dva
sousedni body. Pak dostdvame

Lieliv prenos - fekneme, Ze difeomorfismus pfenasi Lep = 9,0 €.
vektor PQ lieovsky na vektor’Q. V bodéP ovsem obecné yyazujme pole kontravariantnich vektort. V kaZdém

predtim mohl byt vektor’S. Pfedpokladejme, Ze v oblastiodg Ize takovy vektor chapat jako tedny vektor kevéd
obsahujiciD i D je zadano vektorove pole - v bod& - parametrizované skalarnim parametram

vektor PQ), v bodé&P - vektor PS.

Il Tady bude obrazek !!!

¢1p—p = PE") = ().

Lieova diferenceje rozdil vektordPS a PQ. Lieova de- AP — %7
rivace je limitou podilu Liovy diference a infinitezimaho dA
parametru charakterizujiciho zobrazgni pricemZda# jsou sloZzkami infinitezimalniho vektorBQ,

Fyzikalné nazorné zobrazeni, difeomorfisnfilze zkon- pfi zobrazeniP — P, Q — Q.
struovat pomoci kongruence kfivek. Pfedpokladejiie, z
soufadny systém* pokryvaD i D. Pak kongruenci kfivek 111 Tady bude obrazek !!!
(tj. mnozinu kfivek, z nichZ kazdym bodem prochamye
jedna) Ize charakterizovat funkcemtt = f#(a’,v). Pevnd Mdazeme tedy definovat# (z)d\ — A*(z)d\ takto:
volba parametra’(i = 1,2, 3) specifikuje urcitou kfivku
kongruencey je parametr ménici se podél kfivky. Zobrazert’ (2)dA + €8 (x + da) — 6 (x) = A¥(z)dA + €&, A”.
f (mezi D a D) specifikujeme v danych soufadnicich jak
bodovou transformaci# — z#(z%); 2# = f(a',v),7* =
f(at,v). Kore,qu,n__dujisi bgdy leZi na téZe kfivce kon_gru- £e A" = lim E[A”(;Z') _ A7),
ence a odpovidaji jim ruzné hodnoty parametrBrov = v e—0 €
je f = 1,tj.identickeé zobrazeni. Jedi= v+4dv (d je pevné€ provedeme-li rozvoj
dané malé ¢islo), mame infinitezimalni transfomBeik 1ze

Bro vektor vytvofeny Lieovym pfenosem bude

psat AM(T) = AM(x) + AL e,
By ph gl Bt 1.1 _ . '
v v e, (1.16) dostavame pro Lieovu derivaci
kdee = v a &+ = 0z*/0v jsou vektory tecné ke kFiv- p wev  en g
kam kongruence v bodecl. Zadame-li naopak pole te¢- LAl = ALLEY — €1 AY. (1.17)

nych velfno'rig”(x"), vzdy.l'ze,najit ,,int_eg;éln'l k?ivkuy“ fgé- pti definici Lieovy derivace libovolného tenzoru vyjdeme
nim obycejnych diferencialnich rovnitz* /dv = £”(z*). ;| jeqyych derivaci skalaru a kontravariantniho velta

(Pfedpokladame spojitost (+) a existenci spojité parci- poZadavku platnosti b&Zného pravidla derivace soudia-
alni derivace - pak je existence jednoznacného iiessgis-

< LN ) priklad pro kovariantni vektorové pole, poZadujeme, aby
téna alespon v n€jaké oblasti.)

. . e ., pro libovolné poleA* platilo
Jak pomoci vybrané kongruence pfenast geometrioké o

jekty z D do D? KaZdy geometricky objekt (tenzor, defe- £e(AYB)) = (£:AM)B,, + A*(£¢B,,).
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Musi tedy platit: Lieova derivace je definovana vztahem

_ v _ V1AM — _
6By = Bunt” = BALIAT =0, £ = Tim T[AM(P) — A*(P)
takze e
£¢By, = By & + B¢, a opét se dostavame k plvodnimu vyrazu (1.17). Stastis

s prvnim zpUsobem zavedeni Lieovy derivace se vyjasni,
kdyZ spo&temel” (z) (vznikly Lieovym pfenosem 2 do
£¢(AuBy) = (£6A,)By + Bu(£¢B)), P) v pfeneseném soufadném systému. Vzhledem k (1.18)
dostavame

Zavedeme-IT},, = A, B, apoZadujeme-li

pak dostavame (pouZitim vyse uvedného vztahufyB,,)

Lelw = Thw,p€” + Tpug,pw

_ o
Ay = PR 3) = (3 €A (@) + ety

= H i
Timto zplsobem je definovana Lieova derivace pro libo- A (@).

volny kovariantni tenzor druhého fadu (nejen pro 0y prensgeli jsme vektor i soutadny systér zo P - slozky
soucin dvou vektoru). Pro tenzorovou hustotu vahyio-  se nezmenily. Definice Lieovy derivace jsou shodné: v
stavame obou pfipadech se srovnava vektor ,sedici“ pdvodne

£6T =TI €0 — TPE! + wTHer; 15, s, vekto,re'm vaeneseny'm. Ve o!ruhém pf’l[gadé §e Srov-

’ ’ ’ nani provadi v pfeneseném systému, ale aZ na dkgny

pouZili jsme skute¢nost, Ze-tA mocnina jakobianu je doZsiho fadu je Lieova derivace v obou systémech stejna
prvniho Fadu \e | 9z /0 [“= 1+ ewé”,. Z definice Lieovy A*(z)—Ar(z) = A'*(2')—A*+O(¢'). Dalsi, treti zplsob
derivace je jasné, Ze vytvari z tenzordl tenzory tétypu. zavedeni Lieovy derivace je pouZitelny v pfipadéiibl-
Nazorngji to vidime, je-li zadana afinni konexe a miie ného geometrického objektu - nemusi to byt pouze tgnzor
povadét kovariantni derivace. Pro kontravariantiktwelze Geometricky objek® se pfi transformaci soufadnic— '
psat transformuje podle obecného linearniho vztahu

LAl = (A5, — T, AP)EY — (&, — 1,87 AY () = f(2', 2)®(x),
= AL — g,

pficemz transformacég tvori grupu, takze

f(],‘”, x/)f(x',x) = f(.]?”, J,‘); f(xla x)f(x,x') =1

Nechtz# — z#(z*) je zobrazeni oblastD na D v da-
nych souradnicich - jde o bodovou transformaci. Pakktbje
®(x) v D mizZeme pfitadi® v D tak, Ze

Podobné pro tenzor 2. fadu mame
LT = Tunipt” + Tl + Toptl.

Ve vyjadreni Lieovy derivace libovolného tenzoru (hatg)

Ize parcialni derivace nahradit kovariantnimi, takéezo-

rovy charakter Lieovy derivace je explicitné vidét.
Uvedme nyni alternativni zplsoby zgvedeni Lieovy deri- = f(z,2)0(x).

vace. Misto pfenosu vektoru z bofdo P miiZeme prenést ~

soufadny systém kole® do P, nalézt slozky vektorul#, Vzhledem k vyse uvedenym definicim Ize ukazatpze) se

ktery jiZ byl v P v novém soufadném systému a srovngii soufadnicové transformaci taransformuje jako i

je s pavodnimi slozkamil* v P. V pfeneseném (,draggedobjekt. Jde o objekty tehoZ typu a v danénize vytvorit

alone*) soufadném systému musi byt soufadnice bBdujejich rozdil - Lieovu diferenci

stejné jako soufadnic® v plvodnim systému. Pfeneseni - _

soufadného systému proto odpovida transformaci Ad((r)) = (z) — @(7).
ot — ot =t — et (x) (1.18) Takto Ize konstruovat prenos libovolnych geometridkyc
o o _ o objektli zD do D - ten jsme napfed provadéli ,graficky”
Mél-li bod P souragimceq:“ a bodlf sogradnlcgi“ = _v pfipad€ vektoru. Lieovu derivaci pak zavedeme tim, Z
at + et (x) pak v pfenesenem souradnem systému (aZf@ bodovou transformaci uvazujem¢ — z# = ¥ +
cleny~ ¢? a vyZsiho Fadu) €™ (z*), tj. transformaci generovanou vektorovym polem
. M A
T = B et (E) = o efP — e = g, &* a definujeme
Slozky A* v P v pfeneseném soufadném systému jsou dany £eg = lim 1A<I>(i-).
béZnym vztahem pro transformaci vektoru o€
) o' Je-li zadan metricky tenzor (jak je v OTR dobrym zvy-
Atz h =at) = D A¥(z") kem) jeho Lieova derivace je dana obecnym vztahem pro
X . . vz e
kovariantni tenzor 2. fadu. Pak dostavame
= (05 — €€ ,)[A"(2") + €A” ,(2")E7]
= A¥(z) + GAH,/J(x)gp - €Ay(x)€“,v- Legu = Guvp&’ + gpvg;liz + gupfﬁ/-
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JelikoZg,.p, = 0; g€, = (9p0€”);u = vy, DUdE nichZ se méni pouze ¢asova soufadnite= t. Tu Ize volit
tak, aby¢* = (1,0, 0, 0) a Killingova rovnice dava
LeGu = Eu + Evsp-
Guvt = 0,
P¥i definici Lieova pfenosu (viz obr. 1.5) infiniteziméirob-
razenic* prevadélaPQ naPQ, dz* nadz*. UrGeme, kdy coZ odpovidastacionarni geometrii. Existuje SS,mae,,,,
bude (pfi pouziti metriky):lslsz = guu(z)dz#dz” rovno nezavisinacase. | kdyZ neniKillingovymvektorem,v SS
ds?po = g (7)dz#dz”, 1. kdy bude zobrazen generoS&" :o(_(), 1,0,0), pak pro Lieovu derivaci geometrickych
vané¢” izometrii? Podminku izometrie Ize psat ve tvaru Objektu je b
(=%
Guv(z)dz'dz” = g, (T)[da" + € ,dx’][dz” + e, dx7]

= (9w (2) + €9y, €7 ][ da” 2 2 . 2
te(” datda® + £ dr” da”)] 1) Povgch22-k0}1!e ds® = df” + sin 9(’199;,[(0,99)_ =
’ ’ (!, 2%)], Killingovy vektory jsou linearni kombinace
= g (x)dzda” € = (0,1),6® = (= cosp,cotghsinp). Jsou to
+€lgap £ + nggfﬁ]dx“dxﬁ. sloZky generatorli grupy rotaci, operatori momentu
hybnostiL., L, L, ve sférickych soufadnicich.

Priklady Killingovych vektor :

Pro libovolnédxz® musi Clen~ e vymizet, tj. vyraz v hranaté . o _
zavorce, symetrizovany, 5. To ovéem je podminka ~ 2) Minkovského prostoroCas: Existuje 10 nezavislych
Killingovych vektord. Ve standartnim Lorentzoveé sys-

£eguw = 0. tému to jsou:
K témuZ vysledku dojdem, uvazime-li, Z&2 je skalar, a) 4 tIansIaéniA vektoryfV‘)N, = aWr A =
takZe po Lieo& pfenosu 2 do P budeds’,, = ds?|pq, 1,2,3,4; )" - konstantni vektory
takZeg,., (Z) = g, (%), 4. ££9,, = 0. Shriime: aby v pro- b) 3 vektory generujici prostorové rotagé"” =
storoasu existovalo izometrické zobrazeni, musstexit (0,£rm) gmm — gmrsg o — 1,23,

vektorové pole tzv. Killingovych vektorft* splriujicich Kil-

' e ¢) 3 vektory generujici prostoroCasové rotace, spec.
lingovu rovnici

Lorentzovy transformace podé tfi o;éf) =
gu;v + fv;u =0. %(5ﬂwr _ 5;.%0)
P¥i posunu podél kongruence kfivek, k nimZ je tecné Ki
lingovo ygktorove pole, se v;dglenqsy ,zachovgya;msE ds? — —(1— 2M)qe2 4 (1 — 2M)=14,2 4 2(d6? 4
tence Killingova vektoru souvisi s vnitfni symetrijigsto- 2 02 T T
ro¢asu. Existuje-li vice Killingovych vektor(, jefidinearni sin” fd¢”)
kombinace s konstantnimi koeficienty jsou také Killingov a) 3 ,rotacni* Killingovy vektory - nebot 2-plochy

3) Schwar zschildova geometrie

vektory. Vime, Ze existence symetrie v prostoroCase im- r =konst. at =konst. maji geometrii euklidov-
plikuje zakon zachovani (teorém Noetherové). Prstica skych 2-kouli.
s konstantni klidovou hmotnosti, kter4 se pohybuje po

S oy . w o i .
geodetice je b) K|II|nguv Casovy vekFof(t) = (1,0,0., 0) - stacio
narita Schwarzschildovy geometrie,
Dp“ — v o__ HTTV
dr _p;l/U _mU;l/U =0. é‘”’ é‘” = :( — —2M)
Guv (t)S(t) goo r )

Existuje-li Killinglv vektoré#, pak skalarni veligina u s ; .
f(t) nem@ Casovy charakter ma< 2M - uvnitf

Pee) = pu’ = 0" gerné diry.
se podél geodetiky zachovava (je to pohybova konstanta

dpg _ D, " v nyv
T = 3P = P U = mUM U,

= —mU“nyum = 0

Je-li¢# Casovy vektor, pak-p(¢) je zachovavajici se ener-

gie ¢astice v asymptoticky plochém prostoroCase {napr

Schwarzschildové geometrii je to energie méfena pwzor
vatelem v nekonec¢nu). | zde tedy zakon zachovani sosvis
invarianci v(i¢i posuviim v ¢ase. Existuje SS, v néifindy,

k nimZ je ¢ te€né, budou soufadnicovymi Carami, podél
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Kapitola 2
Cernédiry

2.1 Reissner—Nordstromova geomet- je vyhodné fesit ve smisenych slozkach, nebotzse vy-
; skytuji 6°. Plati, ZeF' = ¢%¢''Fy; = e~ "tV E(r).
rie K .
Nakonec dostavame

Tlak zafeni plsobi jinak na protony a jinak na elekjron 1 (v 1 (v
a ve hvézdach tedy mlZe vzniknout elektricky naboj. ﬁ? = EEze N T = T = T = gEze vy
neutronové hvézdy mdZe pfi vybuchu odletét slupésouci

naboj. Nenulovy naboj oviem podstatng zméni charak-ze tedy ukazat, Z& = Q/r?.

&erné diry a jeji singularity. &tice se pak mohou dostat do VYsledna metriku ve tvaru

jiného vesmiru. 5 5
Nejdfive je tfeba najit sféricky symetrické FeSends? = (2 <1 — 2C;M G4Q2 > de — %
Einstein-Maxwellovych rovnic e cr 1-25-+ a=
2 2
1 871G —rdf
R/u/ - §guvR = 7ZLV; L, i .
1 1 se nazyva Reissner—Nordstromova geometrie.
Ty = —(—F.°Foo + =9 Fpa F*7). Vezmeme-li geometrické jednotky, v nichZde- G = 1,
47 4 ) VG 3/2,—1/2,—1
. . . G M; Y52 — @ [Q] = em®/?g71/2%s71 v CGS
Elektromagneticke pole budi nulovou kfivost;* = 0 = Q] = cm v geometrickych jednotkach. Pak Reissner—

R = 0. Je buzen kfivy prostor s nulovou skalarni kfivostl.nordstrémova metrika je
Zajimame se o vakuové feSeni pouzijeme tedy bejzdéo

rovnice. Maxwellovy rovnice: 2M 2 dr?
! o (12 DY
1. série: (V—gF"),=0 (& F",=0) r T 1 2M 4 @
2. série: F zjeya =0 —r2(d#? + sin® 6 dp?)

druha série se splini identicky zavedenim 4-potenciéd, Toto feSeni je odliSné od Schwarzschildova v tom, de z
na ktery naloZime Lorentzovu podminklf., = 0; pak existuji dva horizontyry = M + /M2 — Q2. Metrika na
mame d’Allambertovu rovnici pro potencial nich je singularnigeo = 0; g,» — o0). Horizonty existuji
b o PR pouze prd@| < M. Pro|Q| = M méme jen jeden horizont
—A%G T + R, AT = 0. r = M vznikly splynutim obou horizontd. Pri@)| > M

ricky symetricka metrika dana vztahem Zadnou Cernou dird@Q| = M fyzikalné znamend, Ze mame
hmotu nabitou tak, Ze elektrostaticka repulze kompeanzuj
ds? = e’dt? — eMdr? — 12 (d6? + sin” 6 dp?). gravitaci.

V tomto pFipadé ur¢ime vzdalenost (vlastni) z kéjao

Dosazenim do Einsteinovych rovnic zjistime  Ze\ zavisi bodu nad horizontem k nému.

jen nar a ne nat. Tj. v = v(r),A = A(r) — Birkhof-
fav teorém. Einsteinovy rovnice si vynucuji statickoetn r=M
riku. ChcemeE ve smérur tj. radialni elektrické pole. Plati /dl = / dTM NS

E = E(r) nebot jde o sféricky pfipad. Pak jgy; # 0; 1-
Fo1 = Fio atedy

0 E0O
o —-E 000 Il Tady bude obrazek !!!
py 0 000
0 000 Vlastni ¢as, za ktery pfejde Casticerzdo r = M je
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konec¢ny (nekonecny je tento €as z hlediska vnéjSibl Kruskala jsme vSe délali vné a pfisli jsme na fésktaré
pozorovatele). Je vidét, Ze nalezené soufadnice jsoulze protahnout pod horizont. Mame analogické rovnicg a t
horizontu moc patologické. Pokusime se nyni toto fieSedm davaji analogické feSeni.

zkruskalizovat — tj. pokryt soufadnicemi celou varietu. Metrika poblizr = r, méatvar

Uvidime, Ze je tfeba nekoneéné mnoho map k pokrti cele

variety. Budeme uvaZovat pfipad se dvéma horizonty aqs? — (1 _ 7”_—) exp {“r - (tt — t‘)} dt+ det—.

budeme brat metriku T+ 2r}
(2.2)
2 Ty T\ .2 dr? Budeme chtit zavést nulové soufadni¢eV/, v nichz by
ds® = (1 - _) (1 - _) dt” — -1 -o) metrika byla regularni na horizontu.
(2.1) r "
Uhlovou &ast, ktera je zcela regulérni, nebudeme v icestr ds® = (1 - 7+) (1 - 7) detdt”
dale psat. 3 ) _ . ;
Z této metriky Ize pfejit k metrice (2.2) a pak k nulovym
a) V roviné(r,t) prevedeme (2.1) do konformné plochycgouradnicim.(?) Budeme odhadovat, co budou délaclen
soufadnia, * tak, Ze plati (1 —7ry/r)a(l —r_/r), kdyZ ser bude bliZit k vné&jSimu
horizontur - r - (1 —r_/r) —» (1 —r_/ry). Odhad
ds? = (1 _ 7”_+) (1 _ T_—) (dt? — dr*?) druhého ¢&lenu bude nesnadnéjsi= r(r*); r* zavisi na
r r tT,t~ aprejdu k metrice v+, ¢~:

Je tfeba zavést funkei= r(r*). NaSe metrika je na- . 2 r—r,

sobkem metriky plochédt? — dr*?). Musi byt TNy TN e —r_ In ( rr ) =
dr*: 1 , exp(m——??“_r*):ﬂ:(L_l)
dr  (1-2)1-%) T T+ T+

Pror ~ r, ovSem plati, Ze

~
~

t — r* —retardovany ¢as t + r* — advanceovany ¢as (1 r+) r (1 r+) ( r 1)

r r

"
Plyne z poZadavku, aby— r* = konst. at + r* = +

konst. byly vchézejici, resp. vychazejici svééegreo- tedy
detiky. Integraci se dostane: (1 - T—Jr) ~ exp T+ 7 - tt—t7)],
T 2r3
. _ i r—ry r2 r —T- |coZ bylo tfeba ukazat. Tim je ureno asymptotickévém
rt =r4+ In In X . . A ,
re—r_ T4 re —r_ r+ |metriky poblizr = r,. Zavedeme nyni nulové kruskalovské

souradnice transformaci

dtT = cexp (— T+ _2T_ t+> dvy,
2ry

Z tohoto Ize ur€it- = r(r*).

b) Pror — ~jer* — oo; pror — ry jer* — —oo. Ho-

rizont je odsunut do nekone€na, ale tim je tam odsunut _ re—r— _\ .~
i cely vnitfek pod horizontem: — r_ = r* — +oc. dt™ = CeXp(wt )dUla
Budeme tedy potfebovat nejméné jednu dalsi mapu k 5 *
pokryti celé variety. e Ty
Ty —T—
Il Tady bude obrazek !!! — 1.Kruskalovské souradniece> r .

U Schwarzschildova feseni byla uvnit? dynamlckghceme,abyvtechto npvych souradnicich eXporl.e@WF'
. . . - padla. Volba konstanty je provedenatak, aby to pfi inteigra
oblast, v niZ pozorovatel nemohl stat na pevném miste
o : P . Vypadlo. Bude

nebot rustu jeho vlastniho ¢asu odpovidalo zmenso-

vani se soufadnice. V Reissnerové—Nordstromové - T - T —Tr_
1 =exp| — t7); Vi=exp t

pfipadé je uvnitf pod vnitfnim horizontem. staticka r2
oblast, kde pozorovatel miZe zlistat na pevméfj. _ 5 . ~
hvézda zkolabovana pod nemusi déle kolabovat do(Horizonty se z nekonecna vraceji touto transforma€ét 3p
singularity vr = 0. Wiadfime tedpfesnou metriku v soufadniciéh , V;.

2
2ry

2
c) Zavedeme nyninulové soufadnice (analogicky k pastup ds? = (1 _ 7"_+) (1 _ T;) < 2r} )
ve Schwarzschildovském pfipadé€) T r T4 —T_
ry —Tr—

th=t47r* t-=t—r* Xexp[T

— (" — t*)} dvy At
+
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Rozepiseme si exponencialu t = konst. jsou Cary pfimé amérnosti. V tomto diagramu
jsme se nedostali k singularité, protoZe vnitfni honizbyl
T+ —T— t — t+)] — exp (_ T+ —T— r*) odsunut do nekonecna. NaSe soufadnice kolemjsou
2r2 i tedy Spatné= Ze je Ize pouZit jen pro né&jakétakové, Ze
{ Py —r_ { 2 : <r — r+> r_ < r < ry. Musime pak zkruskalizovat vnitfek — tj.najit
exXpy —
,

exp [

2 soufadnice, které by popisovaly oblast od zvolenétaz
+ pFes vnitfni horizont_.

()]
— n
T4 —T- T+ IIl Tady bude obrazek !!!
r_\2
~ exp e B r—r- (T+) ) Definujme
ri r—rg T4
ty =t+r"  ty =t -1
Pak metrika m4 tvar
metrika je:
r—rTr T_ T —Tr_
ds? — + (1 _ _) T+ _
s . — ) exp . ds? — (1 _ r_+) (1 _ r—) e} dt; .
r T

=) 2\ 2 . e~
LT <7~ — 7»_) ( +) ( 27y ) v Ao, Abychom uhé_dh, jak Téme pfijit K/5, V2, budeme muset
r—ry T4 [l rozepsat metriku pobliz

Definujme nynt/; = Vi —Uy, Vi = Vi +Uy, . dU, dV; = r = (1 _ T_+) - <1 _ 7"_+)
dV?2 — dU2. Vysledna metrika pak ma tvar r r )’

ﬁ
Q

NG e ()
d82:r+(1_r;) (r 7") ry —7_ Ty

Upravami analogickymi pfedchozimu postupu dostaneme:

ds® ~ (1_r_+) T—Jre
r

T S N o > W
dt$dt
p( —)( 2 )

Z toho je vidét, ze

=)’ N _
4e? — (7“_+)2 <7“—7“_)( +) AUy ~ —exp(%@)d@,

Coz Ize jesté upravit na tvar

T [
2r} —T_ - Ty — 7o
x ( T > exp<—” - 7") [dV2 — dU2). dVa ~ +exp (—2721?2+>dt2+
T4 —Tr_ e r—
Udélame si nyni KruskalGv diagram. K tomu budeme p&de se prohazuji znaménka oprbi, V1, nebot'se prohodi
trebovat vyraz prostorovy a ¢asovy charakter soufadnie> proto zmeny
ve znaménkéach exponentll. Konstantu zvolime tak, aby me
V2 U2 — il = —exp<r+7; r_ r*) _ trika vysla podobné jako v ...
+

~ T Ty —r_ _
(:)2 U2 —+exp( + P) tg),
(r—ry T4 o=, r— 2rZ
T4 r—r_ P\T 2 ’ P (S ok g
SV 272 2

JF
Metrika ma pak tvar:

ds? — ="+ (7"+ —7“)<:_+) i

2
(r__) <1; tedy r — oo= +tU; — oo
T+

r = konst.= V2 — U? = konst. — hyperboly

Ukazuje se, Ze horizont_ dostaneme odsunuty aZ do -T2 e
nekonecna,; pfitom Ize spocitat, Ze je v koneCné lerdzsti. ) 2
Budeme tedy muset napojovat jesté jednou. % ( 2r2 ) exp(“r _2 - r) AV, AU,
ry —Tr— re
!!! Tady bude obrazek !!! Nyni jiZ opét miZeme zadefinovat normalni Kruskalod
L . . souradnice:
t = konst. vychazi jako u Schwarzschildovy Cerné
diry.t = konst.= t* 4+t~ = konst. U;/V; = konst.= Uy=—Uy—Vo; Vo=—-Us+ Vs
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Jsou voleny tak, aby pro ¢astici, ktera pljde dovii&Zel Provedeme nyni konformni transformaci, ktera nekoéec

¢asV; stale do budoucnosti. oblasti v diagramech stla¢i na Ctverce kone¢né vstiko
(viz. Carter, Phys. Rev. Letters 21,423 /(1968)). Zavedou

Il Tady bude obrazek !!! se nové souradnic&, ¢ nasledujicimi transformacnimi
vztahy:

Metrika ma pak tvar ) )

(:i)z+1 U—V:tgg(f—\If); U—l—V:th(f—f—\Il)
ge? = =T+ <r+ —r) -
72 T4 Jedn4 se skutecné o konformni transformaci, nebatina
2r2 Ty —1r_
x <r+ — ) exp( " 7") [Vy — dU3] —(dU + dV)(dU — dV) = dV? — dU?
_ L _ (d¢? — av?)
Pror = r, jsou zde potiZze, ale nas zajima oblast kolem T dcos? %(f ~0) cos? %(f )

r = r_. Sestrojime opét Kruskalovsky diagram:

dU = dV <« d¢ = d¥ = struktura svételnych
Il Tady bude obrazek !!! kuZeld se zachovava (to plati pfi vSech konforninic
transformacich). Vysledny graf pak bude vypadat takto:
— (%)2 - Il Tady bude obrazek !!!
VZ_uz— r—r_ < n > exp(—m' 2r_r) N Tady bu zek 11!
ry —T

r— r

Popis zelena Céra je trajektorie Céstice padajici d
Reissner—Nordstrémovy Cerné diry. Jsou tam vyznacen
Plati tedyr = r_ = V2 — U2 = 0 - asymptoty jsou vnitfni moZnosti, které si miiZe ¢astice vybrat - bp@d do singu-
horizonty larity, nebo vynoreni se v jiném vesmiru, nebo pokraiid
r—0: VP-U2=-1 do stéle dalsich vesmird.

r—ry = Vo — Foo

Singularita ma v Reissner—Nordstrémov ¢erné désody

charakterl; je Casova soufadnice, svételné kuZely jsou p .
45°, protoZze mame konformné plochou metrikudstice %2 Kerr—Newmanova geomet”e

lasti V i poh itt svételného kuzele . . _. . . s
v oblasti V se musi_pohybovat uvnitf svételneho kuze lgesem Einsteinovych rovnic (v prdzdném prostoru)amdp

MlZe padnout do singularity vpravo nebo vlevo, ale nda i vniSimu aravitadnim li rotuiiciho ritdho tal
rozdil od Schwarzschildovy ¢erné diry tam padnout ngimu ajicl vnejsimu gravitacnimu pofi rotujicino otelesa
hmoty m, s momentem hybnosti na jednotku hmoty rov-

MuZe pokraCovat do oblasti VII, v niZ se nachazi sdest ngm a a nabojeme (v geomterickych jednotkéch) je dano

se zvétsujicim a projitim dalSimr,. — vnéjSim horizontem . . . : . N
(zde oviem vé, — +oo se vynoFiJrvjiném vesmiru Mémemetnkou (vyjadfenou zde v Boyer—Lindquistovych sad#
' nicich)

tedy vlastné bilou diru, z niZ se hmota vynofuje.

Plivodné jsme ocekavali dvé mapy, abychom pokryli 42
celou varietu — prvni uZ zkonstruovandiy V3, druhou o
U3 V5. Nyni je vidét, Ze potfebujeme nekone¢né mnoho map, N e @[adt ~ (% 4 a?) dg)?

= gl“/ dx“’ dxu

abychom mohli sledovat cestu Céastice, ktera se staighd p?

ingularita je stal ISich irl” tere A
smgu,arltanj a cg§tu1_e staoevdo da}5|c vesmiru @terém 102407 — 21t — asin? 0 dg)2. 2.3)
vesmiru ovSem ¢astice muZe vylézt ven). p2

Nyni se pokusime obé mapy spojit.
2-forma magnetického pole je

Il Tady bude obrazek !!! 1
f == fapdz® A da”
Je zfejmé, Ze pfimo sesit tyto dvé mapy nejde, pro- 26
toZe bychom dostali uzavienou kauzalni kfivku. Namdj = po (r* — a? cos? ©) dx A [dt — asin® © dg]

nejlépe vynikne v konformni metrice, jak nakonec uka- e
Zeme. Mapu (I-1V) pouZijeme jen pro urcitou hyperbolu —2— arcos©sin©dO A [adt — (r? + a?) deg,4)
r = konst(r_ < r < ry) a ztotoZnime ji s hyperbolou p

odpovidajici stejnému v (V=VIII) v kvadrantu V. Je vidét, kde

Ze ke sledovani drahy Céastice je tfeba napojoviée stalsi

diagramy. p2 =724+ a?cos’© a A =12 —2mr+a% + 2.

Il Tady bude obrazek !!! Toto feSeni objevil Newman a dalsi aplikaci kompliesou-
Fadnicové transformace na Reissner—Nordstrémovenies
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Tato transformace byla znama dfive, protoZe davala kruhu(r, ©) bude
Kerrovo fe$eni ze Schwarzschildovadeni (2.3) je nazy-
vano Kerrovym—Newmanovymfesenim a matytéZ syime Vatfinity _ (U° — bu3)1:)ial Lorents
a tytéz Killingovy vektory Vsource
AV2p[(r? 4 a?)? — a®Asin® ©]1/2
Iy =(1,0,0,0); I3 =(0,0,0,1) (12 +a?)? —a2Asin? © — (2mr — e2)ab]’

jako Kerrovo feSeni. KdyZ je* + e* < m?, je toto feSeni | qej, — _ K3/ Ko je impaktni parametr fotonu’, Ko jsou

vybaveno vnéjSim horizontem= r, kde je pohybové konstanty.

Foton emitovany zdrojem stoupajicim v lokalné Lorent
zové systému bude posunut do ruda hekone¢né pouze bude-
li tento systém na vnéjSim horizontu.

Kerrovo-Newmanovo feseni ma novy podivny rys. Ob-

ry=m+vm?—a?—e?

a vnitfnim horizontem

r=1r_ —m—\/m2— a2 — e2. sahuje oblast prokladna, ale vZzdy mensi n¢Z|, kde
. . ;. . . o - 2
7“_2|_ i T_ZJSOU nulovymi plochami a splyvaji v pfipadé + g33 = sin? © | (12 + a?) + 2_2(2mr _ 62)sin2 ol <o.
e =m".

Kerrovo—Newmanovo feseni je rovnéZ vybaveno toutéz . .
singularitou v = 0 na rovnikové roviné jako Kerrovo VY nenabité Kerrove feseniggs zaporné pouze v malé ob-
fesen. Killingtv vektots se stava nulovym na plose uréenk@sti zapornychn v bezprostrednim okoli singularipf = 0.

vztahemygo = 0, tj. kdy?Z V této oblasti je azimutalni soufednigeCasovou soufad-
nici a kruznicet = konst.,r = konst.,® = konst. jsou
r=ro=m+Vm2— a2cos2 O — 2 uzavfené Casoveé kfivky, ¢imz je porusen princgukality.
Je-lia? + €2 < m?, pak se nemusime trapit, jelikoZ ob-
a last kauzalitnich poruch je vZdy za vnitfnim horizamte
r=r=m—vVm?—a2cos2O — e2. (r = r_) a jakakoliv ¢astice nebo foton prekrocici vriéjsi

horizont(r = r ) nemGZe nikdy unikonout zpét do vnéjsiho
svéta. AvSak pra:® + e > m? nemame Zadné horizonty
a pozorovatel miZe startovat v néjakém bodé ve Vmgjs
svété, vniknout do oblasti kauzalitnich poruch, pohmhe
sméru opacném ke smyslu rotace pole putovat v Ease
zpatek ®2|a| za jednu otocku kolem osy symetrie, a vratit
se zpét do plvodniho bodu startu v lokalnim casediim
neZ (byl) je Cas startu.

V néjaké fyzikalné pristupné situaci$ + e? > m? viak

Toto tvrzeni vyjadfuje, jesté Uplné nedokazanoay-C "”‘ﬁ”'lfeé?rf's hmotou avnébojovou hUStOtOUEUdFW
terovu - Israckovou domnénku, obrazné vyjadrenou J. \A._sou_radmmcr_r oblast YeES' ne,f) =7 <le cimz 'buije
Wheelerem na tvrzeni ,&erna dira nema zadné viasy  PrnNciP IfauzaQIny ZQachranZen. Daol? bque rovnez ukaz Ze

Je-li tato domnénka pravdiva, pak feseni (2.3), (264) c¢ernd dira :1* + e¢* < m* nemuZe byt vrZena do stavu s

2 2 2 i 1 cActi
prezentuje nejobecnéji &ernou diru, ktera je vgmamag- ¢ ¢ = trar}sfo,rm,acenzl testovacich castic. =~
netickym polem, jak dale ukaZeme. Elektromagneticka sila pusobici na testujici &ieky

o L2 T I .
Geometrie vnitfniho horizont = r, nema velky fyzi- naboje stojici se Ctyfrychlost® je dana vztahem:

kalni vyznam, nebot jak bylo v minulych kapitolach ewn Duc du®
i ; i i a v — 28 (YL pa By
deno, dynamika takovych oblasti vstupuje do hry pouze v efu ) I < q +I'g,u"u >
koneénych fazich kolapsu samotného vesmiru. T T
Chovani nékterych kuzelu v geomerii (2.3) je presn@eiace trajektorie &astice s klidovou hmotow geode-
stejné jako v Kerrové geometrii, pficemz aro jsou nyni iy
dany vztahy (2.2), (2.2). Je zdg plochou nekonecneho  p,qohng elektromagneticky moment ptisobici na magne-

rudeho posuvu ve stejném smyslu jako v kapitole IV. ey o dingl stojici v tomté? systému bude nulovyyce-li
Uhlova rychlost lokalné Lorentzova systému jak se Je}ﬂpé' ofientovan ve smaru

v nekonec¢nu je nyni dana vztahem

Tyto dvé plochy splynou v jednu toroidalni plochu vt é
a’ +e? > m?.

V gravitacnim kolapsu néjakého fyzikalniho systére-
Seni (2.3), (2.4) pii? + e? < m? asymptoticky v asepo-
kryji celou bezsingularni oblast soufadnicd. pror > r
a horizont se vytvofi na = ry v limité€ ¢ — oco. VSechny
dalsi detaily nebo kvantova €isla systému budouaygphy
pry¢ a pouze tfi veli€iny po kolapsu zlistanou—hmothgaja
a moment hybnosti.

o = 908 _ a(2mr — e2) Fuu
gss  (r? +a?)? — a?Asin® © kde symbok odpovida nasledujici operaci:
Rudy posuv méfeny v nekone¢nu fotonu emitovaného 1 "
zdrojem stojicim v klidu v lok&lné Lorentzovském stsiu * frw = 5(—9) Puvpol 7.
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JestliZe néjaky pozorovatel stojici v lokalnim kat- gyromagnetického poméru, ktery je préyén, stejné jako
zové systému mé¥i sily plsobici na testujiekélicky na- Diracovy Castice.
boj a smér orientace magnetickych dip6l, oboji sfoj Pohybové rovnice testujici ¢astice v poli magneticke
tomtéZ systému, zjisti, Ze existuje néjaké elekei pole cerné diry mohou byt odvozeny, zavedeme-li superhamil
EF = fhull i1orent, POSObICT na elektrické naboje a magonian

T o L L . . 1
netické pole pusobicina magntetické dllpovly Vs intene H = igf’ﬁ(pa + €Aa)(ps + €Ap)
H" = >kf"‘iru'luocalLorentz' kde uluocalLorentz Je CtyrryCthSt P
lokalné Lorentzova systému, uréena vztahy s hybnosti i

X

()/:()/—_Ao/
ul=u?=0 Pa = Jap= 37—

€ je ndboj testovaci Céstice, = pA je vlastni ¢as podél

[ + a%)? — a® Asin? O]1/2 jeji svétoCary au je jeji klidovd hmota.A, je vektorovy

" — potencial.
ocal Lorentz A1/2 ) e s v v , «
P Stejné jako v nenabitém Kerrové pfipadu mame dvé kon
¥ _a(2mr — e?) 1 stanty pohybu detrminované symetriemi metriky, a to ener-
local Lorentz — A2 [(r2 + a2)? — a2 sin2 e]1/2 ‘gii CasticeEl = —po ap, = p3, c0Z je komponenta hybnosti

. o . ___podél osy symetrie.
Pro elektrické a magneticke pole pak dostavame nagldd  Naboj ¢astice a hamiltoniar?{ jsou automaticky pohy-

vyrazy bovymi konstantami, pficem# je ur€eno normalizacnimi
podminkou
[ AY? (12 4 a?)(r? — a®cos? O) 5
S (72 4+ a2)? — a2/ sin® ©]1/2” de® de” s
gaﬁ d)\ d)\ N’ i
1/2 .
6 BWAN 7 cos O sin © <
E” = —2ea”— — , takZe
p° [(r? + a?)? — a®?Asin® ©]1/2 e 1,
H -9 AL/? r(r? + a?) cos © 5 -k
T (P a2 — @A o) Ctvrta pohybové konstanta nutna k uréeni svéto&ds

tice byla nalezena B. Carterem separaci proménny@hv

1/2 2 2 2 .
o (r” — a%cos” 0)sin® rovnici (Hamiltonian-Jacobiho) pro Jacobiho akci

p° (12 +a2)? — a2 sin® ©]1/2°
0S 1 a5 (0S N[9S
Elektrické siloGary jsou definovany jako mnoZinawdk, z ax 29 \gga T ) gpp T4
nichZ kazda matu vlastnost, Ze te€na k této kfivkaxdém

bodé je paralelni s vektorem elektrického pole v tomtddyo
nebo jsou-liz* = z*(o) jsou parametrické rovnice kfivky,

H® = ea

v Kerr-Newmanovych soufadnicich (viz rovnici ?).
Dale musela byt vybrana specialni kalibrace potduocia
A, ktery mél v Kerr-Newmanovych soufadnicich tvar
dx’ er .
[LHT]EH% =0 (?sk7majihodnotyl,2,3) A= ?(du — asin® © di)

Podobné jsou magnetické silokfivky definovany tak, Ze Hamiltonian-Jacobiho rovnici nelze separovat v jinych
soufadnicich, ani pfi jiné kalibraci potenciélu

. dx’ Rovnice pohybu takto uréené pak maji v Boyer-
[erT|H do 0 Linquistovych soufadnicich tvar:
< v - " de
V nasem pFipadé se tyto rovnice redukuji na P> = vW (2.5)
2 _ 2.2 2 2 2 . . dr
(r° —a“cos” ©)(r* + a*)dO + 2a°r cos © sin Odr = 0 P = = VR (2.6)
2r cos O(r* + a?)dO — (r* — a® cos® ©) sin Odr = 0
o do _ Py ap
o L . Py = —|aF - —; + — 2.7
nezavislé nan ae a pravdivé pouze v lokalné Lorentzove d\ sin” © A
systému ne konstantnima ©. , dt L (r? + a?)P
Elektrické silokfivky se nikde neprotinaji, rozbjhae PN T —(aE'sin”© —py) + A (2.8)
ven z prostoru mezi dvoukoulema= |a cos ©| (viz obr. Kd
?). Magnetické silokfivky budou radialni na dvouldaht = €
|a cos ©| - viz obr. ?. ) 5 9 ) v
Elektrické pole je slabsi na polech a silnégjsi naniéw, W =@ —cos”© |a"(u” = E7) + Sn2 0
zatimco magnetické pole, velmi podobné poli magnéticke s
dip6lu, bude siln&jsi na poélech a slabsi v oblastiniu. P = E(r"+a") —pga —eer
Magneticky dip6lovy moment bude:. Neni mozna zména R =P*— Alp*r? + (py — aE)* + Q]
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Q je Ctvrtd pohybova konstanta urcujici rovniciRvztah Lorentzové systému, ale zapornou vzhledem k nekonec¢nu
mezi® ape. Castice(3) pak spadne do &erné diry, zatimco &astite
EnergieE méfena z nekonecna, ¢astice s azimutalni hyimikne do nekonecna s energii neZ soucet energii plivod-
nostipy, klidovou hmotoy: a nabojent s radialni hybnosti nich ¢astic.
na radialni vzdalenostije dana feSenim rovnice Oblast mezi limitni plochou (2.2) a jednocestnou mem-
o 4 9,9 9 branou bude nazyvana efektvini ergosférou, protof&to
E7[r" +a”(r" 4 2mr — €7} ] oblasti Ize vytvéaret praci extrakci energie z ering.dler-
—2E[(2mr — *)apy — eer(r® + a?)] min ,efektivni“ ¥ik&, Ze rozméry této oblasti z&¥ na po-
—(r? = 2mr + 62)pi + geem-pi 4 29262 méru naboje a hmoty testujici Castice.
_(TQ o+ a? + ez)wgrQ Q) Je mozné prgdstavn si ruzpe fy2|ka!n| mogmkacetmi,e
9 5 o 5 extrakce energie zde popsanych, jako je napfiklad roeld
=[(" —=2mr +a”+¢")p, ] (2.9)  kapky hmoty ptisobenim pFilivovych nebo polarizagsil.

Budeme zde stejné jako v rovnici (?) uvaZovat poze vef&iSak vsechny procesy extrakce energie budou mit za na-
koteny E., tj. ty, které jsou kladné jdeme-li 8 — oo. sledek asimilaci hmoty, at'jiZ nabité nebo nenabitn®u

Tyto kofeny odpovidajit/dr > 0. Kofeny E_ odpovidaji dirou- ) o
dt/dr < 0. Rovnice (3.51) ma symetrit E_(—py,_) = V kazdém takovém procesu se moment hybnosti a ndboja
E4 (ps.c) COZ umoZiiuje interpretaci anticastic jako dér V&dY Irotacni a elektromagneticka energie Cerng rimensi
stavechF_, konsistentni s principem ekvivalnce. a neustale opakovani téchto procesu zpusobi pienmeg-

Z rovnice (3.51) plyne, Ze existuiji stavy s negativnirgiie netické ¢erné diry ve Schwarzsildovou, ¢imZ budéidx-

dosaZitelné &astice obihajicimi proti smyslu oataterné akce energie nemozna. ) L. )
diry a s nabojem opagnym k naboiji této emé digtoT ~ £acneme-li pak s novou cernou dirou majici puvodni
stavy se zapornou energii véak mohou byt dosazeny pg7otu, naboj a moment hybnosti, pak extrakce energie caa
v oblasti mezi jednocestnou membranou (povrchem geff@mi s rozdelenym pomérem momentu hybnosti,resp. na
diry) a jisou vn&j&i plochou, kterou Ize bezprostigameit P0J€ K jejich hmoté, v jinych mistech efektivni ergasfe
z rovnice (3.51) predpokladamepi = po = 0 jdeme-li k nebo pouer|m rozdll_nyc,hvmetc'Jd ?xtrakce energie,toeil
limit& 1« — 0. Pak dostavame bylo u prvni magnetické ¢erné diry povede ke vzniku-Sch
warzsildovy ¢erné diry s hmotou jinou, neZ je u pdvodni
r2 — 2mr + €* + a® cos® © = sin® ©(2nar + n*r?) Schvarzsildovy ¢erné diry. Stejné jako v kapitole 5zde
naskyté otadzka, jaky proces ndm da nejmensi Scrsitar
kden = ee/ps. dovou &ernou diru, nebo jinymi slovy, jaké je maxinian

\_]e-ll testujici Castice Vne'nab|te pak se tento povettus mnoZstvi energie, které miiZe byt odéerpano z mtgie
kuje na plochu nekone&ného rudého posuvu. Tyto stavyse

. . hou bVt dosa’ Xasti R E né diry. mdiZzeme rovnéz zacit se Schwarzsitdigiernou
zaporhou energii nemonou byt dosazeny CasticeMe& Oty | 5 pridavanim hmoty, momentem hybnosti a napoje
padajicimi z nekonecCna, ake Ize si pfedstavit stabibwbu

bihaiici & di 4 limitni plochou (2.2). 7 . transformovat na magnetickou Cernou diru se specificgkym
obihajici cernou diru nad limitni plochou (2.2), Zspous- pomérya/m,e/m. Bude pak vZdy mozné transformovat

time ,nabOj ha p(gvazvevgo OP I'ast| negatwm erJergJ 'DT."Tik pak ¢ernou diru zpatky na Schwarzsildovou s toutéxdius
Ize ziskat energii vcétSi neZ je energie obsaZenéhoiji, tou?

dosanl-li naboj stavil se zapompou energii. Takovihoj Takova reversibilni transformace pak miZe byt ptaZi

v§ak _bude padat do cerme d_iry, Cim2 z_r,nenéi jejotuma | definici Cisté rotacni nebo Coulombovské energie neag
naboj nebo moment hybnosti nebo oboji. Lze tedy z takﬁ)-

. P : cké cerné diry.
D] sy XIS Dok 10 ded e < Ghovou Iy,  nébojery, bés
L minr 9 9 . . kladnymi pohicena ¢ernou dirou, dostaneme ¢ernow slir

. o . N . e . momentem hybnostl’ = L + pg4, ndbojeme’ = e+ ¢ a
tice z nekonec€na a jeji rozpad (napf. radioaktivni) lash hmotoum’ = m + E(ps..), kde E(p,..) je energie Sastice.

mezi limitni plochou e jdenocestnou membranou, popf¥. Vbechom dostali péivodni, e musi byt pohlcena Eastice s
slani ¢astic z nekonecna a jejich srazka v tétosthldaakové . hlovou hybnost{—p,) a n:élbojen(—e)

procesy budou zachovavat celkovou 4-hybnost ¢astiav okl Nova hmota cerné diry pak bud’ — m’-+E(—ps, —e).

mziku rozpadu nebo kolise a celkovy naboj. Podminka pro reversibilitu ma tedy tvar:
Ey+ Ey = B3+ FEy,
Dp1 + Dps = Pgs + Py
€1+ €2 = €3+ €4 PoZadujeme, aby radiélni hybnost Castice byla de&lin
(Dry + Dry)at cvent = (Drs + Dry )at cvent okoli ¢erné diry. Z rovnice (3.51)dostaneme,Zé& > 0.
Tato podminkafik4, Ze neexistuje UcCinnéjSiqamextrakce
energie, neZ je reversibilni limita £ = 0.
V obou pfipadech Ize proces naaranZovat tak, aby jedndento reversibilni pfipad nastava v limit&, kdy kava-
z vytvorenych €asti€3) méla energiiF’s kladnou v lokalné riantni radilni hybnosti” obou ¢astic jsou libovolné malé

AE = E(p¢, 6) + E(—p¢, —6)

(p®1 +p@2)atevent = (p@;; +p@4)atevent
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(bod na obrazku) v = r, = m + vm?2 — a? — ¢2, kde Coulombické a rotacni pfispévky celkové energitrau byt
oblast oddélujici kladné a zdporné kofeny je nil@éstice zvétSovany i zménsovany reversibilnimi transfacami.
pohlcena pfi dotyku horizontu). (a®+e?)/m? mamaximalni hodnotu 1, ktera se vyskytuje

AvsSak bude-li proces extrakce energie uskute¢riowa stna limitni kfivce
bliZ reversibilni limit&, ¢as potfebny k extrak@mste, pro-

2 4
toZe se pribliZujeme horizontu. L_4 + 6_4 -1
V limitnim pfipadé (reversibilnim) pfipadé je &t mezi dmg, — 16m;,

E, py, € linearnt: Neexistuje feSeni rovnice (2.2) pro hpdnatye takové, Ze

B apgy + ryee 12 ol
o2 2 — +t 7 > 1
T+t am? " 16m2

Pujdeme-li k limit€ infinitezimalnich Castic, potin za- Proto transformace z konfiguraci na limitni kfivce (ohB)

konu energie, mometnu hybnostiwa nvéboje dosédime-l_i #hou byt reversibilni pouze ve sméru takovém, Ze bude
(2.2) E = dm, py = dL, e = de, imZ dostaneme parci-

vyraz
alni diferencialni rovnici y
L2 64
L
= dL d - 4
dm(L,e) = wv 4m?, + 16m?.
r2 + L
+ m?2
. . o klesat.
jejiZ interakce dava rovnici Jak hodnota je vidét srovnanim rovnic (2.2) a (2.2)pdkl
5 rychlost pfislusna ¢erné dife, odvozena z rotagnergie
2 e L metodou klasické mechaniky je
m- = My + + P}
4m1'7« 4mir
L
v s s , . . , , , - 8m 4mA
urcujici nasledujici podminku, ktera ma bytrsgha w=or = 2 >
2 L2
L2 e \/(m tam) o
ami " Toma =1
My Mir Tato hodnota je identicka s velikosti vleCeni ineltiéh

Integra&ni konstantan;, je hmota Schwarzsildovy gemngSYStému navnejsim horizontu. Navic teorém uvedekg-
diry, ktera vznikne vyderpanim celé rotatni a Goubov- Pitole 5. o gravitatnim kolapsu rotujici hvézdy plapro
ské energie magnetické erné diry reversibilniransfor- Nv€zdu majici magneticke pole.
macemi - limitni tFidou transformaci vymezenych nagiiu
v obr.?. VSechny dalsi transformace budouz inversilaln
zpUsobi rlst veliGinyn;, (posun na vyssi plochu versus
L,e na obr. ?).Neexistuje proces, pfi némz by tato veli-
¢ina mohla byt zmensena (nejsou povoleny transformace
pod tuto plochu na obr.?)n;,. je tedy ireducibilni hmota
magnetické Cerné diry.
Obr. 7.3-hmota-energie v zavislosti na momentu hyb-
nosti L a nabojie pro ¢ernou diru s ireducibilni hmotou
my,., ilustrujici rozdil mezi reversibilnimi a ireversibimi
transformacemi.
Zména ireducibilni hmotyn;, jako vysledek asimilace
Castice s energil = dm, Ghlovou hybnostp, = 6L a
nabojeme = de se dostane feSenim rovnice (2.2) ptg. a
variacim, L, e. Lze najit vztah

dmy dmyy = Blri+a”) —aps - ee
m2 — a2 — e2
Tato zména je buéladna nebo nulova.

Hmota—enrgie magnetické ¢erné diry tedy miZe bjavy
dfena jako soucet tfi faktor(: ireducibolni hmotyu@om-
bického naboje a rotaéniho momentu hybnosti. Iredindib
hmota zlstava konstantni pfi reversibilnich tramsfacich
a roste pfi transformacich, pfi€emzZ neni mozZnénjiénit.
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2.3 Kerrova geometrie a rotujici lokainiho Lorentzova systému srovnanim metriky (9.a

N a At (2.11):

cernadira dy = d — o i
Vroce 1963 R.P.Kerr zkoumajice stacionarni fesem$tei- kdew’ je Uhlova rychlost vieceni lokalniho Lorentzovasys
novych rovnic ve tvary,,, = n,, + k., objevil metriku, tému €ernou dirou (jak se jevi v nekonecnu).

kterd ma v plvodnich Kerrovych soufadnicich tvar
;903 2mar

gss (12 +a2)? — a2Asin® 4

2mp3

02
pt+a?z? (o da”)

(2.10) Toto vle€eni je Cisté obecné relativisticky efekbpvé byl
ukazan Lensem a Thirringem pfi zkoumani vleCentéire
alniho systému rotujici materialni slupkoltagdvy interval
je dan vztahem:

ds? = —dt® + da? + dy? + d2? +
kder,, je pole nulovych vektor(i dané vztahem

L 2 p

i g2 1/2
P dr = — (g + ﬁ) dt
+ﬁ2 +a? (zde —ydy), 7 s
a B AV2pdt
224?22 [(r2 + a?)? — a?Asin® 9]1/2
Tr etz !
pPta p

Pozorovatel v lokalné Lorentzovském systému uvidiky
Pozdéji byl nalezen Boyerem a Lindguistem systém sceufad= konst. rotujici s Ghlovou rychlosti” danou vztahem
nic, ktery je daleko vhodnéjsi pro fyzikalni integtaci

dt 2
2 QA—11.2 | -2 2 2, .2 2 "= _w/d_ - _AT/C;T [(r* +a%)* — a®Asin® 0] 71/2
ds® = p* A7 dr® 4+ p~“sin” fladt — (r* + a”) dp]® — T p
_ .92
+p?d0? — p2Adt — asin® 0 dy]?, Na samotném povrchu ¢erné diry ¢ = a/(ri + a?)

nezavisle na soufadniéiaw” — —oo. Na velkych vzdale-
nostech pak’ — w” — 2L/r3.

Z téchto vztahd je tedy vidét, Ze pozorovatel stojiai
ploSer = rq se pohybuje rychlosti svétla v lokalné Lorent-
zovském systému (Killinglv vektdf je nulovy). Rychlost
A% lok&lné Lorentzovském systému je

kde
0> =r2+a%cosh, A=r%—2mr+ad (2.11)

Rozbor vlastonsti této metriky je proveden v predeédic
Bi¢aka. My se zde budeme zabyvat pouze rudym posuv@
foton(, lokalné Lorentzovskym systémem a pohyboivym dy 2mar sin 6
rovnicemi ¢astic a foton(i v Kerrové geometrii. v = <\/955) =- <W> =-1
Z obecného vztahu pro rudy posuv (...) dostaneme neko- =T =T
necny rudy posuv fotonu v nekonecnu, byl-li emitovan Rychlosti vétsi neZ rychlost svétla dostaneme proopoz
zdroje stojiciho na plose = r, kde jegoo = 0, u® = rovatele stojici vzhledem k nekone&nu nékde v ergesfé
(—goo)~Y/%, u® = u? = u! = 0. Z vnittku plochyr = ro  (r, <1 < r,). To neni Zadné ptekvapent, protoZe jsme do-
nemohou byt fotony emitovany ze stojiciho zdroje, piet stali nekoneény rudy posuv fotonu emitovaného ze &droj
tam Zadny takovy zdroj nem(Ze existovat — j. sfiojizhle-  stojiciho nar = rq.
dem k pozorovateli v nekonecnu. Je-li vSak foton emitovan ze zdroje stojiciho v lokélin
Povrchr = 1 se proto nazyva povrchem nekonecnéhmrentzovském systému na krulfe 6) , pak rudy posuv
rudého posuvu. Avsak fotony emitované zdrojem pohybujotonu v nekonecnu bude dle
cim se po tomto povrchu nebudou posunuty nekonecné.

. R < 1o . Vinfinity 0 3y—1

K ur€eni chovani svételnych kuZell v oblasti < r < y = (u” = bU”)iocal Lorentz
ro zavedeme referencni systémy, na které nepdsobiicent 2 22 aA w2 g1l
fugalni sily. Takovy systém bude lokalni inercié({Loren- — A2 2[(7” ;L;L ) ;a .A;m 0]
tzfv) systém ! = u2 = 0 — tj. na konstantnim a 6. (r? +a?)? — a*Asin® 6 — 2mabr
Komponenty metrického tenzoru v tomto systému musi ”{}i}e impaktni parametis = £, kdero, s jsou pohybové
(90 Jocal Lorenz = 0 (i = 1,2,3) @ (goo)iocal Lorentz = —1. integraly. Je vidét, Ze fotorl?oe;mitovaﬁy zdrojem stiji v
Element vlastni vzdalenosti omezeny na Killingovy syné '

LLS bude posunut do ruda pouze v pfipadé€, kdy systém
) ) ) bude na vnéjSim horizontu.

ds® = —d7" + gsadx Geodetické rovnice pro pohyb testovacich ¢&astic v
kde r a y jsou Easova a azimutalni soufadnice v lokalnitf€Tové geometrii miZeme odvodit ze superhalmiltonia
Lorentzoveé systému. Pak na kazdém kr¢hd) se dostane 1
transformacni zdkon z kanonického soufadnéhd systio H = Egaﬁpapﬁ,

ma tvar
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kde hybnosp,, je r = ry, ma tato orbita kone¢nou periodu, nezavislou na
N "zemépisné Sifce”.

Gos dz® Tento vztah mezi Castici a Cernou dirou je efekteneffic

dA LLS ¢ernou dirou. Blova rychlostdp/dt je identicka s
at = p) je viastni as podél svétoary Eastice s klidovdMchlosti Lorentzova systému na vnéjsim horizontu.
hmotouu Komponenty hybnosti v Killigovych smérech Kvalitativni aspekty kolapsu rotujici hvézdy jsou na-o
Palf', pal? jsou konstanty pohybul = —po je energie razku podle Ruffiniho a Wheelera. Zplosténi hvézdymiel
Gastice aL = p, = p3 je komponenta momentu hybnostioste s jejim kolapsem a rlstem jeji Ghlové rychlgafivisi
vzhledem k ose symetrie. Navic hamiltonian nezavigliex Siln€ na pocatecnich hodnotach hmoty momentu hytonos
citné na), a je proto automaticky konstantou pohybu. Jetity€zdy. llustrace jedné z mnoha mozZnosti je konfigurace

Pa

hodnota je uréena normalizaéni podminkou zachycena na obrazku.
KdyZz hvézda dosahne livanecnikovitého tvaru sdteu
dz® dz” kou Fadu 16 km a délkou zhruba 100 km, stava se nestabiln
JaB g ax ~ M a zlomi se. Rozlomenim se vytvofi nékolik neutroncivy

hvézd, které vytvori vir, pficemz rotuje jedna rda za
druhou. Velké pulsy gravitacniho zafeni vznikajighem
- 1, kolapsu do livaneckovitého tvaru budou vystfidamsg:

L tacnim zafenim s pomalu se ménici periodou a dddate
. . silné pulsy budou vysilany, kdyZ budou splyvat dvaraky
Nyni tedy mame 3 konstanty pohytit p,,, . Abychom (neutronové hvézdy). GravitaCni zafeni s seboe eeergii

urili pqhyb, potrebujeme konstanty Ctyri. a moment hybnosti, takZe se systém stava kompakinsgjs
VC tvr,ta konstanta_byla naleze_na B. Carte_r em separaci pl(%konec kdyZ se takto dostane pry¢ dostatecné velbey m
ménnych, 6 v rovnici pro Hamilton—Jacobiho akd, ment hybnosti, vSechny tGlomky splynou a vytvofi senéer
@ 1,505 0S dirasa < m.
ox 27 91 928
Separace je moZna pouze v Kerrovych—Newmannovych
soufadnicichu a ¥. Ty jsou Boyerovymi-Lingvistovymi
soufadnicemt, ¢ spojeny relacemi

a podminkou vyjadfujici zachovani klidové hmoty

du = dt + (r* + a®)A tdr
d¥ = dp +aAtdr

Pohybové rovnice, které pak dostaneme, maji v
Boyerovych-Lindguistovych soufadnicich tvar

dé
p2a =Ve (2.12)
dr
Py = VR
p j—f = —(aE —pysin~20) +aA™'P
;1; = —a(a Esin®0 — p,) + (r* + a®)A7'P
kde

0 = Qcos®fla*(u? — E?) +pi sin™24] (2.13)
P = E(r* +a®) —ap,
R = P? = Alp*r® + (pp — aB)? + Q)

Veli¢ina @ je ¢tvrtou pohybovou konstantou. Hodngtaje

na néjakém ahlé urcena rovnicemi (2.12) a (2.13).
Zkoumejme testovaci ¢astici padajici jednocestnemm

branou. Z pohybovych rovnic plyne, Ze se tato orbitas ¢a

semt asymptoticky pfibliZuje kruhu s konstantni "zemépis-

nou Sitkou” na jednocestné membrané; jak plyne z vymi

zenidf/dyp, dr/dy a z rovnicedp/dt = a/(r% + a?). V
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24 Kerrovacernadira To je Eddingtoniv tvar metriky. Tento tvar ma blizko k
jednomu tvaru, ktery jsme méli v pfi kruskalizaci Scherar

Existuje feseni, které predstavuje rotaci v tom smyZe schildova fegeni:

jsem-li daleko od zdroje, je metrika daleko od zdroje stejna o,

jako metrika rotujici hvézdy. Nebylo vSak nalezenotkmii ds? = (1 — _) de +

Fedenti, které by Slo na toto feSeni navazat. NaléZeSeni r

— dr? + 72 d0f2.17)

T

ma vSak dileZitost, nebot'se zd4, Ze je to konetadism tt =F+ 7+ 2mln(7/2m — 1)2.18)
gravitacniho kolapsu hvézdy.
Nyni si ukdZeme, jak se na toto feseni pfijde: Zavedu
_ 7 = 1), 4t — =

g°% =n*® — HE*kP; S timtot m& Schwarzschildova metrika tvar
k= g*kg = n*Pkg = 1™ kaks =0

g TR T e as? = dr? 4240 + 22 (dr + i)’ — @20)

1 1.8 a «
Plati £V sk = 0. Vektory k* jsou tecné ke kongruenci g ingtonovy soufadnice pro Schwarzschﬂdovo feseni
nulovych geodetik.
(2.16) prejde v tuto metriku proe =0

Il Tady bude obrazek !!! a — charakterizuje moment hybnosti na jednotku gravitacni
hmoty. Lze jej promé&Fovat pomoci setrvacniku dalekb o
hvézdy @ se projevi v metrice, a ta plisobi na setrvacnik)
o] = \/} [k — 207) L = ma - a tedy charakterizuje rotaci. ’

’ Zajima nas nyni, jak v téchto soufadnicich vypada-g
metrie rdznych dvojdimenzionalnich ploch. Chceméiturc
embedding diagramy — tj. urcit plochu v eukleidovském
prostoru takovou, aby jeji metrika byla stejnd jako dana

Divergencep = %k“m charakterizuje expanzi (viz Vo-
truba.) Ortogonalni fezy obraz( geodetik jsou bez glem
(nedefinuje se tvar, ale napfiklad podobnost apod.)

Kerrovo fegeni je specialnim pfipadem tohoterégkdy Metrika.
existuji dvé takové kongruence: t = konst; r = konst;
~ 2 2
9ap = Nap + Hkakg = 1lap + Hlals; je dano vztahem i =1
24a2 " 12

agrekPk? = 0; agrslPl0 = =
Rapys 0 Bapye 0 (konfokélniellpsmdy) (2.21)

(analogie Petrovovské klasifikace) Explicitni zapis tme-

27 5 -
triky mé tvar: Z (??) plyne, Ze plati:

. 2?2+ r?
ds? = 2 [”(xdw —ydy) taledy —yde) 2Pyt = (7 +a?)sin? 2 =cosl > singﬂ = 2&2)
ot 4 a222 r2 + a? o _
2dz Pro6 = konst. dostadvame tedy hyperboloidy.

+—+dt} — dt? + da? + dy? + dz?
r=0: 2> +y?>=a’sin’0; 2=0 (2.23)

kde rje definovano vztahem Tedy elipsoidr = konst. v pfipadé = 0 degeneruje na

2 4 g2 2 disk — tam je singularni na okrajich. Pro
SERE (2.14)
rta " 0=mn/2jep?=r2+a’cos’0 =0 (r=0,cosf=0)
Takto na toto FeSeni priSel Kerr — z poZadavkd konguaie S o @2
Tento tvar je véak nevhodny pro aplikace. Dé&la se pradometrika je singularni. Toto pak uZ neni singularita-so
transformace: fadnic, nybrz singularita skutecna. Tptbvedeme takovou
a transformaci, aby metrika pfesla pro= 0 na konvencni
z = (r> 4+ a*)?sinf cos [gp —tg~! (—)] soufadnice:
r
— (2 2\1/2 s . _1/(0 B _ _ dr B
y = (r*+a”)/“sinfsin {90 g (rﬂ ( ) F=r; 0=0; dp dgo—l—aA(r), dt = dt mrz%rn—gS)
z = rcosf
kdeA(r) = 72 — 2mr + a?; pak ma metrika tvar:
Pak
—ir a” cos? 0) —dr? + d6? | + (r* 4 a?)sin® 0 dzp2 -
ds? = dr? 4 2asin® Odrde + (r? + a?)sin? 0de® + (2 + a cos?é do® — r2 — 2mr + a?
2mr 2mr _ _
2 : 2 2 c 2 2
—d* + B -y g(dr + asin® 6dy + dt) - dt&—ﬂ.@zir i pe—y; (asin® 6 dy + dt)
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Proa = 0 dostdvdme Schwarzschildovu metriku. a tedy i Cerné diry. Mezi horizonty jeCasové povahy.
Nyni zd{vodnime to, Ze toto feSeni charakterizojaci. Existuji zde jesté dvé vyznacné plochy:

Podstatné je, Ze tato metrika méa nediagonalni ¢len

r=1r0=m-+ Vm?2 —a?cos?0

asin®f dp At~ (2.27) r=r,=m—vVm?2—a2cos2 (2.33)

Tato metrika neni invariantni pfi transformagi — —¢@ Na t&chto plochéach jgyy = 0. (gaﬁl?t)l?t) = goo =
(Schwarzschildovo feseni naproti tomu invariantnj. je (), 13, za&ina byt mezi témito plochami prostorove.
Kerrova metrika je vSak invariantni pfi trasnformaci—

—p; t — —t —to je charakteristické pro rotaci (vlastné to ro nazyvame plochou nekonecné velkého rudénho po-
rotuje na druhou stranu). P¥i transformaci- —a; ¢ — —¢ suvu. Dale se budeme zabyvat plochamir, a nebudeme
ataké pfiec — —a; ¢ — —¢ je metrika rovnéZ invariantni. se starat o vnitfek.

) L oL . r1 je vnéjsi horizont— omezuje oblast, ze které ne-
b) g, 7 0 je typicke pro rotaci uz z intuitivniho duvodu.gmi nic yyiit ven. U Schwarzschildovy emé diry je plo

Méjme rotujici disk. Transformace z plochého prostofy,- .. _ 93/ zaroveri horizontem a plochouggy = 0.

na rotujici disk: U Kerrovy &erné diry splyvaji tyto plochy pouze na ose

x = cos(p + wt); y = rsin(p + wt); t= t;sygeé:%éﬁiiﬁiﬁ). o _

2 o 5 ) - H je pozorovatele pro néheZf,o =
ds® = do” + dy” + dz" — dt” = konst. a tedy stojiciho v{i¢i pozorovateli v nekoned

= dr? + 72 dp? + d2? + 2wrdedt — (1 — 7*w?)jétieh@ &9irychlost, metrika je vzhledem k nému stﬁgk

Rotujici feSeni tahne svéltelné kuZele ve smé@tace.
oto ma na obrazkly,, stale stejny smer a svételny kuzel
se posouva. U Schwarzschilda by Zadné taZeni vetsmér

dmr

i £ 0;
9oi 7 r2 4+ a2 cos? 6

Clen 2wr vede k odstfedivym silam atd. — ma stejng,
vlastnosti invariance.

c) Lenc—Thirring: v lineami teofii o = 7as + hapg — OACE nebylo. o L
lineami aproximacé,,, ~ fpv(cp) dsS (metrika rotu- Pro'r > rp je svet'e!ny okuzel kva_1l|tzi1t|vne,stejny jako v
jici slupky — ziskana Fegenim Einsteinovych rayni plochém prostoru. Killingtv vektor je Casové povahy.
ca=1/m c=1=L=ma Pror = rq je l(;) nulovy vektor. Gist svételneho kuZele

mifi ven dor > ry — proto plocha: = ry neni jednocestnou

membranou. Cely kuZel je nalevo &g, protoZe je tazen

€aip + Ega = 0 (2.30) rotaci. Realne Castice musi leZet uvnitt tohoté:ida amusi
N w se tedy pohybovat ve sméru rotacédsice muZe stat na

Existuje-li KillingGv vektor, Ize najit soufadnice tak "Mmisté” vr, 6, ¢ soufadnicich na plogg, ale pak se ve sku-

Ze tento vektor ma jedinou nenulovou sloZku. Metrik&Enosti pohybuije rychlosti svétla vici lokalnéinialnimu

v t&chto soufadnicich pak nezavisi na pfislugngad- Systému.

nici v niZ mas# nenulovou sloZku. Na ploser = rq mlZe existovat readlny pozorovatel ,

ktery vSak nemusi korotovat s metrikou — musi se ménit

KjIJF_ho soufadnice(dy/ dt > 0), nebot jediné tak se miZze

u|eho geodetika dostat do vnitfku svételného kuZelegna

V bodér_ < r < r, je Killinglv vektor prostorovy a
Zadna fyzikalni castice tedy nem(zZe v této obhlatat na
& =(1,0,0,0); o) =(0,0,0,1). (2.31) Eg\égsmr,e,@ — tj. nemdZe stat v{i¢i pozorovateli v neko-

Metrika nezavisi na a ¢ a je tedy stacionarni a radi- P¥ir = r leZi cely svételny kuZel uvnitf horizontu. Ho-

alné symetrickéLf;) neni gradientem Zadné nadplochsizont tedy pfedstavuje jednocestnou membranu. Jesfarv

— nema tvaio¥ /0z. To je vyjadienim toho, Ze ne-nulovou plochou, nebotjeden generator svételnéhtelauz

existuje soufadny systém, kde, = 0. Kdyby byl (povrska) lezi nar = ry. JestliZze z plochy nekone¢ného

Killingdv vektor ortogonalni k n&jaké nadploge, pakidého posuvu vysle pozorovatel stojici v miggéed, ¢ fo-

by metrika byla statickéy,: = 0. ton, pak ten u néj zlistane stat. Z plochy: o vSak mlze

vyletét foton do nekonecCna, ktery pfitom neni nekaréc

rudé posunut.
Foton méa nekonecné rudy posuyv, je-li emitovan zdrojem

v klidu narg, 8, ¢. Pohybuje-li se zdroj ve sméru rotace na

r = ro, nebude v nekonecénu foton posunutde: co.
r=r_=m—+\m2—a? —vnitfni horiz@82)  pjatj

Musi byt:a? < m?; prom? = a2 oba horizonty sply-
nou. Proa? > m? rotace zabrariuje vzniku horizontu

Killingovy vektory:

Casovému Killingovu vektoru Ize dat tvge, 0,0, )
a metrika pak nezavisi na takto zvoleném cCase.
lingovy vektory uruji symetrie metriky. Pro Kerrov
metriku existuji dva Killingovy vektory:

V Kerroveé feseni existuji dva horizonty, které jsaark
feny vyrazuA(r):

r=ry=m+vm?2—a®> —vnéjsihorizont

Vpozorovana (U 'k‘o,)pozorované (2.34)

Vemitovana (Ua ka)emitované
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(pfejde na konvenéni vzorec pro stojiciho pozoroleate potencialnim zdrojem energie. Lze uvaZovat Penroseho—

Schwarzschildové metrice) Christondeuloviv proces, pfi némZ miZe dochazekk e
trakci energie z Cerné diry. Lze si pfedstavit, Ze dyposféry

U® = <L7 0,0, 0) (2.35) pustime Castici s energhi. Castice se v ergosfére rozdéli

V900 na dvé ¢asti. Prvni, s enerdil, zapornou vzhledem k po-

Je zorovateli v nekonec€nu, spadne do Cerné diry a dritsé ¢

s energiiE, > Fy se vrati zpatky — vyleti z ergosféry ven.
Voo _ A2 (12 4+ a?)? — a®A sin2 0] 1/2 (% +a® — a”@(ﬁﬁk%ﬁﬂ%@iﬁ@ﬁﬁje na (kor rota¢ni energie Gainye

Vzdroj —tim, Ze do ni vleti Eastice (s enerdii) proti sméru jeji
k = —ks/ko. Existuje-lila = pa je konstanta pohybes rotace,, se zmensi jeji rotacni energie.
Plati rovnice:

u Kerrova feSeni jsolts, ky konstanty pohybuA = 0 =
Voo = 0—1j. foton z horizontu ma vZdy nekonecny rudy po-  E2[r® + a?(r + 2m)] — 4maFEp, + (2m — T)pi _

suv. (2.36) je vzorec pro pozorovatele na- konst., ktery 5 o 5 9

tam vSak nestoji, nybrZ korotuje a foton tedy neni deme " (r=2m)—a’p’r = K=0 (2.42)
nec¢na posunut. Fixujme= konst.,0 = konst. Kdyby bylo E — konstanta pohybu, méfena z hlediska pozorovatele v
pevnéip, bylobyg,, # 0. My ale chceme zavést pozorovanekonecnu. Toto je kvadraticka rovnice pro konstahtu
tele na pevném, 0, ktery neciti vliv rotace, tedy pro kteréhdtera ma dva kofeny, , E_.

got = 0. Je:ds? = ggo dt® + 2g,; dt dp + g, dp? a my 2 2\, 12

rrfy chceme metriku takovou, aﬁys2 =— dT(g(er gzdy?. K= (" = 2mr + a%)p] + Q(r2 —2mr +a?) (2.43)

To je lokalné inercialni pozorovatet; je jeho vlastni ¢as; " "

J,, MENi geometrii, ale neovliviiuje zdanlive sily, kigsou
urceny sloZkamio;, goo- N&S lokalné inercialni pozorovate
vlastné pada ve smérn. Mezi soufadnicemi budou platit”> P

Kofen £, ovSem m(iZe byt prp,, < 0 z&porny, tj. kofen
pbvykle kladny pfechazi do zapornych hodnot (proitérc
< 0). Castice ma pak z hlediska pozorovatele v neko-

tyto transformaéni vztahy: necnu zapornou energi. o o
Sestrojime graf pro elementarni Kerrovo fesert m v
_ . 1 Gt _ 2mar r=3m/2>r; =m.
dy =dp—w'dt; w = oo = (% + a2)? — a2 A sinX(@brazek)

5 \ 1/2 AL/ Z rovnice geolde'tiky.najdou tedy rovnici (2.42) a za .ur(:i-

dr — <—goo + 9t_¢> dt = p %ﬂodminelfje i fyzlkéglni kofert zéporoné'/ (pro urcité

ep [(TQ i ag)Q — a2Asin? 9} 1 ap, < 0—predpokladame > 0). Toto muZe nastat pro
ry < r < rg. Castice ovSem musi byt counterrotating. To,

V takto zavedenych soufadnicich ma nase metrika shate2€ £ < 0 neznamena, Ze Castice ma zapornou energii. Tim
tvar je vyjadreno pouze to, Ze tam je tak silné pole, Ze abyth

ds? = — dr® + oo dy? (2.38 do::“,t_ali (:é_ls_ticiv d'o nekqnev(:’na_, mus?me yykona_t pratiive
oo i ) ) . " neZ je anihilacni energie Castice (klidova energie)
Vuci puvodni metrice (pozorovateli v nekonecnu) fetu 7 plediska nekoneéna je energie = N
tento lokalné inercialni pozorovatel s Ghlovou rya$tiw’.  klidova hmota Gastice. MaZeme si predstavit kvazi
AvSak vzhledem k tomuto pozorovateli rotuji €agy = spousténi. V lokalné inercialnim systému je efersgtale
konst. na opacnou stranu s Ghlovou rychlosti stejné(;c?), nebotEastice je tam v klidu. Do Kerrovy gerné
dy dt diry ovSem nelze ¢astici spoustét.
W' = i —w’d—, nebot dy = —w’dt (2.39) (obréazek)

T T Srazky a rozpady pocitame v LIS, kde plati zakony-spe

Ptame se, jaka je rychlost pozorovatele stojicihg fiap =  cialni teorie relativity.

konst. viéi korotujicimu lokalné inerciadlnimu parovateli. (obrazek)
¢ =konst.= dy = 0. Penroseova konstrukce
A I dx dy dt (obrazek)
)T @ T T s VYR @ (2.40) . ; .
POZOROVANI CERNYCH DER 5
Ovsem Cernych dér by ve vesmiru mélo byt mnohdntvétsi je
dy d hmota hvézdy, tim rychleji hvézda umira. Hvézda s ofi
e —w' prodyp=0= Viy) = — gww’ggz.ﬂ) z plynu, ktery se stlacuje, aZz se zapali reakce.
_ 7 2 _ it Xt
Provedenim vjpoctu zistime, Je,) = —1 = r = 1.7 = 5 X ,10 (Mg /M)? let — gravitani kondedzace
o . x) < . N rozptylené hmoty
ro. Stojici pozorovatel je na povrsce svételného keizel
korotujici pozorovatel je uprostfed. 2. Stadium jaderného hofeni, kdy vznika zareni édua

Ukazuje se, Ze ergosféra, cozZ je oblast mezi plochou sviti:r = 10'°(Ly/L)(M /M) let. Pro vétsinu hvézd
nekone¢ného rudého posuvu a vnéjsim horizontem, je je L ~ M3 = 7 = 10°(My/M)?let

40



Cim je hvézda hmotnéjsi, tim rychleji spali paliveyhas-

nou v ni jaderné reakce. Wvstava pak otdzka, zda dojde
ke kolapsu(M ~ 2Mg) . MUZe se ovSem stét, Ze hvézda
vybuchne jako supernova a skonci jako neutronova rewvézd
s podkritickou hmotou. BEhem trvani galaxie Ize predpo
kladat, Zze pocCet hvézd je stejny, ale Ze hvézdy zghjako
supernovy— z toho dostavame, Ze bychom méli pozoro-
vat 2 supernovy za 10 let, coZ se liSi pfeci jen dosti paid&

od toho, co se pozoruje. Existuji odhady, Ze asi 1/3 hmoty
galaxie je ve formé Cernych dér.

Mam néjakry cluster galaxii, ktery je v rovnovaze Zvieu
virialovy teorém a dostanu néjakou hmatfl. Soucet hmot
pozorovanych\/ < M = existuje skryta nesvitici hmota,
coZ mohou byt nesvitici ¢erné din)/( je hmota zéfeni
apod.) Jiny zpUsob observace je z hmoty padajici maoier
diru. To, co by se mélo pozorovat, by mélo byt predevsi
X-zafeni. Nejlépe to jde pozorovat u dvojhvézd, kdeotan
pretéka z jedné hvézdy na druhou. (obrazek)

Neutronova hvézda by méla silné magnetickeé pole ékter
by hodné ovliviiovalo padajici plyny. Naproti tomu widé
dife by bylo malé magnetické pole.
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2.5 Extrakce ener gie V4 rotujici cerné s pozitivnimi kofeny a zapornou energii (méfenou kaie
d'lry necnu).
R. Penrose jako prvni pfisel s myslenkou vyuZitintéc
Energie ¢asticd& méfena v nekoneénu s momentem hylstavll s negativni energii k extrakci energie z rofujiné
nostip,,, klidovou hmotoy a radialni hybnosti, ve vzda- diry. Pfedstavil si civilizaci, kterd by vybudovala biai

lenostir je dana feSenim rovnice strukturu obklopujici ¢ernou diru vné plochy nekonélo
o 3 ) rudého posuvu. Obyvatelézby do Cerné diry mohli spous-
EZ[r® + a”(r + 2m)] — 4maEp, — t&t hmotu — pomalu a na lané, které by bylo velmi lehké a
Q  [(r* — 2mmeraZipZlteiné — pokud by se nedotkla plochy nekonleéné

2 2 2 2 _
= (r=2m)p, = (" = 2mr + a”)(u'r + o Fudénd posuvu. Na tomto povrchu hmota dosahne stavu s

coZ plyne z rovnic (...). Budeme uvaZovat pouze V&L nulovou energii. Obyvatelé sfésytim ziskaji celou energii
z kofen(i rovnice (2.44), které jsou pozitivni, jdenies| 00S8Zenouve hmoté. Takto spusténa hmota je pro oblgvat
r — oco. Tyto kofeny odpovidajip®/p = dt/dr > 0 ztracena, ziskali by vsak jeji ekvivalent v energii. kake
(#° = O, u® = dt/dr). Dal§i kofenE_ odpovida pfeméni hmota v energii daleko efektivnéji neZ jadenn
p°/u = dt/dr < 0 (zobecnéni stavli se zapornou eneiozpadem nebo sloucenim. Efektivnost je stejna jako pt

gif). Rovnice (2.44) je totiZ symetricka pfi E_(—p,,) = rimihila}civhmgty a antihrgoty. _c_g|y proces vsak Ize ngqran—
E.(p,), coZ dava interpolaci anticastic jako dér se stafpVat JeSte lepe. Sestrojime-li jinou struktugt korotujict
E_, co? je konzistentni s principem ekvivalence. V dneghf€rmou dirou, pak muZeme spousténi hmdiy provadet
fyzice je termin pozitivni a negativni energie spojefes rpod plochou nekonec¢néhorudého posuvu. Nakonec, lgyZ s

Senim Diracovy rovnice. Ve fyzice dér viak tyto terpinMota dostane aZ k vnéjsimu horizontu, jeji energieemé

mohou vést k omylu. Budeme uZivat terminy stav s pozitig ©~ bude zaporma. Obyvatefg 5™ tedy mohou spouste-

nim kofenem a stav s negativnim kofenem. Obrazek v&4R? Moty do cemé diry vhodnym zpusobem ziskaevic
ukazuje, jak stav s pozitivnim kofenem méiZe mit nagati €N€rgie, neZ je celkova energie obsazena v této h(uae
energii. nez 100% ucinnost pfemény hmoty a antihmoty anifjlaci

Obréazek: Energié stavii povolenych pro &astici s momenterdk: 2€ Viastné extrahuii energii z ceme diry. Ukazse,
hybnostip, a klidovou hmotouy v gravitacnim poli extrémni ze movmem hybnosti cérne diry se p”,tor,nto procesueavn
(a = m) Kerrovy &emé diry na = 3m/2 (nad horizontem) v ZMeNSt, nebot pohlcena hmota musi mit zaporny mume

zavislosti nap.,. hybnostip,. Z Cerné diry je tedy extrahovana rotacni ener-

V mezefe mezi oblastmi pozitivnich a negativnich kdrerd'®:
nejsou stavy povoleny. Metoda zde popsana pochopitelné nemiZe byt prakticka
To, Ze &astice ma negativni energii znamen4, Zeifime  ale ukazuje, co je principialné mozZné a rovnez osyety-
dodat energii vétsi teZ je jeji klidova energie, abgm ji ziku Cernych dér. R. Penrose rovnéz ukazuje na vhigiine
dostali do nekonecna. zpUsob pro extrakci energie z rotjuici ¢erné diry mmin
Novy rys rovnice (2.44), ktery ji podstatné odliSuje o8alistického procesu. Posleme z nekonecna Castioes e
rovnice pro energii ve Schwarzschildove geometrii, jesexigii Eo do oblasti mezi horizontem a plochou nekonecného
tence stavil s pozitivnimi kofeny, které maji zapareoer- rudého posuvu. Ta se tam rozpadne na dvé Casti, z nichz
gii. Tato situace nastava pouze pro ¢astice se zapoany, jedna vyleti zpatky do nekonecna s energii (klidovou-+ k
— rotujicim proti smyslu rotace ¢erné diry (majicttaleko netickou) F, vétsi neZEy, a druha Castice pak spadne do
posledni stabilni orbity). cerné diry s energif, kterd je kladna pfi méreni v lokalné
Jaka je na dané vzdalenostd ené diry nejmensi hod-Lorentzovském systému, ale zaporna pfi mefeni kone
nota negativniho momentu hybnosti ¢astice pro nifésa necnu.(Ey = Ey — E»). Tim se zmensi energie a hmota
tice zapornou energii? Nulovou energii bude mit castic Cerne diry. Na obrazku je znazornéno, jak obyvagerigktur
nulovou radialni a polarni hybnosti, ps na radialni vzda- S, S* mohou extrahovat energii z cené diry. (obrazek)
lenostir a polarnim Ghlw pro hodnoty azimutalniho mo-  Balisticky proces extrakce energie byl zkouman Ruffi-
mentu hybnosti daného vztahem nim a Wheelerem, kteFi oblast mezi horizontem a plochou
pAL/?2 nekonfzéného ru.dé,ho posuvu také navzvali ergq;féq:dy(t
(2.45) oblasti, kde vznika prace). Byly navrZzeny modifikatete
(=72 +2mr — a? cos? §)1/2 metody vhodné pro astrofyzikalni aplikace, které buidis-
Stavy se zapornou energii budou dosahovat do nejuzdéi kutovany na konci kapitoly. Fyzikalnim pfikladem pesu
lenosti od Gerné diry pro nulovou klidovou hmdju — 0). rozpadu navrzeného R. Penrosem miiZe byt radiodktiza
Vngjsi limita stavl s negativni energii bude na pla&né pad.
vztahem Lze si rovnéZ pfedstavit dvé ¢astice vniknuvsi dgoe
(2.46) sféry, mezi nimiz dojde ke sraZce (nepruznému rgganiz
ma jedna vysledna Castice vétsi energii neZ sbpocatec-
coZ je plocha nekone¢ného rudého posuvu. Tedy mezi phdeh (plivodnich) ¢astic, zatimco zbyvajici jsoeistavu s
chou nekone¢néhorudého posuvu a horizontem mame stpoyitivnim kofenem a zapornou energii. Tyto procesy za

Pe

= —|sind)

r2 —2mr+acos?0 =0
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chovavaiji celkovy 4-impuls ¢astic v udalosti rozpatkbo  Je-li vSak proces extrakce energie provadén stalebli
kolize téchto ¢éstic: horizontu, pak doba jeho trvani urované pozorovatele
nekonecnu poroste (nebot pobliZ horizontu ¢as Ip&fna-

Ey+ By = Es+ By B3 <0i po1+Pe2 = Pes + Podiji)Pyslimithim pripadé reverzibilni transformage vztah

(prl + pr2)v udalosti = (pr3 + pr4)v udalosti meziE apy, linearni
(po1 + Po2)v udalosti = (Po3 + Poa)v udalosti (2.47)
- o . o E=—Le (2.49)
KaZzdy proces extrakce energie mé za nasledek asimilaci ry +a?

hmoty s negativni energii rotujici Cernou dirou aytédni- ) i . o
Zeni jejiho momentu hybnosti a rotagni energie. Mo Zavedeme-li nove oznacehi = dm ap, = dL v rovnici
sobnym opakovanim takovychto procest se systémene (2-49), pak dostaneme diferencialni rovnici

na Schwarzschildovu €ernou diru, z niZ energie jiZzesgé- Lyr

vana byt nemiZe. dm — m . (2.50)
Vezmeme-li si nynijinou ¢ernou diru, ale s pdivodni kmo \/ﬁ Ja

tou a momentem hybnosti a extrahujeme energii ¢asticemi s <m tym (m> > + o

rozdilnou hmotou a momentem hybnosti a rozdilnym mis-

tem rozpadu nebo viibec n&jakymi procesy odlignymi dtegrace této rovnice pak nakonec dava

téch, které byly pouZzity na prvni Cerné dife, palstdémeme o\ 1)2 )

Schwarzschildovu €ernou diru s odliSnou kone¢nou loonot <1 L ) _2my 1 (2.51)
MU0Zeme si nyni poloZit dvé otazky: Jaky je procesrit m?

d& nejmensi Schwarzschildovu Cernou diru a jaké jgima_ ) . }

malni mnoZstvi energie, které Ize extrahovat z efing £ [€10 rovnice pak muzeme upravou dostat
RovnéZ si miZeme predstavit, Ze zatneme se Schwarz- 12

schildovou ¢ernou dirou a transformujeme ji pfidéwan m? =ml + —— (2.52)

hmoty a momentu hybnosti na Kerrovu ¢ernou diru, aZ do- My

sa}hnvemg predem_c_janehvo potnavm.m. Je nyni zcela na Pfitom musi byt spinény podminkly < 2m?2 nebom? <
misté ptat se, zdali je moZné vybérem vhodné tramséce 9 . s L .
2ms,. Tyto podminky vyluCuji zaporneé koreny levé strany

transformovat tuto rotujici Cernou diru zpét na Schwa ; . e
. < . o p - 7 rovnice (2.51) — chceme, aby prava strana byla vétSi nez
schildovu €ernou diru s puvodni hmotou. Existuje-h ta

. Do oy Lo . nula (viz obrazek).
kovato reverzibilni transformace, pak miZe byt pitauk . o .

. L. . < N xix L Konstantam;, (integracni) je hmota Schwarzschildovy
definovéni (a pochopitelné extrakci) Cisté rotaénkergie

Kerrovy €erné diry. Dostavame se tak k pojmu reveiaibi cerné diry, kdyz je cela rotacni energie Kerrovyrzediry

ST . L o extrahovana reverzibilni transformaci. Kazda revsmi
transformace Cerné diry: takové, kterd prevadirmtym, L o s .o . o PP
S T P ransformace zpusobi rust této veli€iny (odpovidasi

hmoty a momentu hybnosti ¢erné diry na finalni hOdnok¥ivce na obrazku )

1o ichY i 3 ° 1
m’, L', 2 nichZ je mozno dostat puvodni hmotu a momentObrélzek— Podle Ruffiniho a Wheelera. Odpovid4 rozpadu ¢

hybnosti néjakou dalsi reverzibilni transformaci. _ ; R . N
o C s , tice s energiity na dvé ¢asti, z nichZ jedna unikne do nekonec¢na a
Napf.: Necht je ¢astice s kladnym momentem hybnosti "~ N . ” e
druha je pohlcena €ernou dirou. KFivky zndzorndigikeivni poten-

pe Pohlcena Cernou dirou (jeji moment hybnosti beremg . L . o )
kladny). Dostavame pak Gernou diru s momentem hybnocé?l (gravitacni+odstfedivy) definovany fesenk rovnice (2.44)

L' = L+ p, a hmotoum’ = m + E(p,,), kde E(p,,) je pro konstantni hodnoty,, a u.

P o . g Je tfeba zdUraznit, Ze neexistuje proces, pfi némzZ by
energie ¢astice. Abychom dostali Cernou diru s puvmdn N . o L -

P NP mohla klesatn;,. Zménam;, jako dusledek asimilace ¢as-

momentem hybnostl,, musi byt pohlcena ¢éstice s mo; . )

. . o tice s energiil = ém a momentem hybnosti, = 6L se

mentem hybnosti—p,). Nova hmota €erné diry pak bude N ; Y

I , L . dostane feSenim rovnice (2.52) png. a variacim a L. Tato

m” =m' + E(—p,). Odtud tedy dostavame podminkuprg "~ ~ = "=

reverzibilitu: zména je dana vztahem

[E(r} +a®) — apy]

AE = E(py) + E(=py) =0 (2.48)

4mir5mir =

m?2 — a?

PoZadujeme, aby radiani hybnost Castice byla featieli

¢erné diry. Pak z rovnice (2.44) nalezneme XE > 0 Vysledek je kladny pro kaZzdou €astici pohlcenou @ern
anebo—FE(—p,) < E(p,). Z tohoto vysledku plyne, Zedirou.m;, je setrvacna ireducibilni hmota cerné diry.
Zadny proces extrakce energie nemiZe byt efekigim&z  Ctverec hmoty—energie rotujici erné diry miZe toa-
pravé reverzibilni limita, pro niZ jJAE = 0, a ktera na- délen na dvé ¢asti — ireducibilni a rotacni ¢ast.

stava v limité kdy kontravariantni hybnogt (radialni) Ireducibilni ¢ast zlstava konstantni pfi reveitrich
obou c¢astic je libovolné mala (bod obratu drahy &9t transformacich a roste pfi ireverzibilnich transfoaith.
vr=r,; =m++vm?2 — a? (Castice se musi témé¥ dotykaNemuiZe byt redukovana. Rotaéni ¢ast hmoty—eeargize
horizontu) kde oblasti s pozitivnimi a negativnimikoyeuZ byt jak zvétSovana, tak i zmensovana reverzibitansfor-
nejsou oddéleny (zakdzané oblast se tam smrskne na nuhgci.
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Vztah (2.52) je velmi podobny vztahu pro hmotu—energfi dalky méfeno ma tato ¢ast zapornou energii. Dé#st
pfi relativistickych pohybech — translaénich, kdef8 = unika s relativistickou energii vysoce ionizovana avajt
m? + p2. V tomto pfipadé vSak linearni hybnogtneni néco jako vystiiknuti gigantické energie ((0%° ergs), jaka
omezena. V rotujici Cerné dife je dosaZitelnd sbtaver- pozorujeme v jddrech nékterych galaxii. Pozorovaga v
zibilnich transformaci omezena da= 0, m? = m2 do trysknuti jsou vSak v téméF symetrickych parechegjako
L = m? m? = 2m? (v extrémni Kerrové geometrii).jednotliva pole popsaného mechanismu.
Veli¢ina L /m? ma v této limité maximalni hodnotu 1.

Obrazek — hmota—energie v zavislosti na momentu hybriosti
pro €ernou diru s danou ireducibilni hmotou, — ukazuje rozdil
mezi reverzibilni a ireverzibilni transformaci s rést ireducibilni
hmoty).

Transformace z extrémni Kerrovy geometrie miZe byt
reverzibilni pouze pro zmensujici se moment hybndsi.

li ¢astice s momentem hybnogii, pohlcena(p” ~ 0)
extrémni Kerrovou ¢ernou dirou (energie CastiEe =
p,/2m), pak zména irecucibilni hmoty buden;, = (p, +
Ipe|)/4m;:. Tedy prop, < 0 budeme mitreverzibilni trans-
formace ¢my, = 0).

Naopak pohlceni ¢asticeys, > 0 zplsobi vzrlist mo-
mentu hybnosti a hmoty ¢erné diry. Tento vzrlst se ddraz
ve zvétsSeni ireducibilni hmoty. Rotacni pFisp&ke Ctverci
hmoty v rovnici (2.52) z{stane konstantni.

Rotujici ¢erné dife mizeme pfifadit Gthlovoehjost zpU-
sobem klasické mechaniky. K nalezeni této Uhlové igsth
definujeme vztah pro rota¢ni energii a mame

L
om 4m?2.
miZT + 4m?2

Srovname-li rovnici (2.53) (nebo (2.49)) s rovnici (...)
pak vidime, Ze zde spocitana "Ghlova rychlost’riédiry
je stejna jako vleCeni inercialniho systému na girdjho-
rizontu. Dostavame tak nasledujici teorém pro kelegiu-
jici hvézdy: Jak hvézda kolabuje, hlova rychlostdéni
inercialnich systémi na povrchu hvézdy, ktera jecatku
mnohem mensi neZ Uhlova rychlost samotné hvézdy, po
roste rychleji neZ tato Uhlova rychlost hvézdy, aZ oraéc
obé koinciduji asymptotycky v ¢ase pri vytvofenidgédiry.

Na rovniku je rychlost rotace ¢erné diry dana vztahem

L2

o) (2.54)

U = /933w =

Tato rychlost je rovna svételné pro extrémni Kerroviudi
Je tedy jasné, pro€¢ nemohou existovat konfigurace $méts
momentem hybnosti neZ mé extrémni Kerrova geometrie.

Cerna dira je tedy velkou z&sobarnou energie, nebot
(1 — 2'/2) = 29% hmoty extrémni Kerrovy ¢erné diry
mUZe byt extrahovano, coZ dava G¢innost daleksiveeZ
jaderné reakce. Je zde mozZnost extrakce této energie v as
trofyzikalnich aplikacich. Rozstépeni CasticPenroseové
mechanismu mUzZe byt provedeno pouze gravitacnianisil
pres plisobeni gravitacnich pfilivovych sil. Takto rozste-
peni bylo zkouSeno v praci Mashoona. Zkoumal normalni
hvézdu jdouci do ergosféry gigantické c¢erné diryrsotou
asi 103 M, kterd mlzZe existovat v jadfe galaxie. Hvézda
je rozdrcena pfilivovymi silami a jeji Cast pada raiont.
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Kapitola 3

Ranny vesmir
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3.1 Termodydamika rovnovazného

stavu
Rany vesmir, ktery byl dominvany zafenim, se béleso-

luce nachazel v tepelné rovnovaze. PozUstatkemadiii
jsou reliktni fotony o teploté 2.75 K a reliktni neutriadep-

lot€ 1.96 K. V raném vesmiru byly fotony v termodynaické

rovnovaze nejen s neutriny, nybrz i s dalSimi relaiiokymi
Gasticemié—,et,q,...).

Hustota ¢astio, hustota energig, tlak p plynu slabé in-
teragujicich ¢astic o poctu vnitinich stupridivadtiq dany
standartnimi relacemi pomoci distribucni funkce veda
vém prostoruf (p):

9

"= [ 1o s, (3.1)

0= e | 10 . (3.2)
2

= | PO SO Er @I

E? = |p|?> + m2. Budeme pouZivat jednotky = h =
Kp

a Bose-Einseinovou (+1) pro bozony

F(0) = [exp((E — p0)/T) £ 1] 7 (3.4)

1 oznacuje chemicky potenciél. Pro chemickou rovnovahu

konstituentll musi platit pfislusna rovnost séuchemic-
kych potencialu. Napf. pro+ j — k + I plati p; + p; <
M+ pr.

Po dosazeni dostavame

o0 2 _ 2\1/2
n = i/ (B” —m’) EdE,
3 ), aol(E_w/TET
oo 2 2\1/2
p= L/ (£ m?) E? dE ,
2n2 J., exp[(E —p)/T]+1
oo E2 _ m2)3/2
p=7 (E” —m’) dE.  (3.5)

272 J,,, exp[(E — p)/T] 1
Nyni je vhodné stanovit nékolik limitnic pfipadd.

A. ULTRARELATIVISTICKA LIMITA (T > m)

a)T>p
(?/30)gT* (Bose)
. (7/8)(?/30)gT*  (Fermi)
(£(3)/m*)gT? (Bose)
. { (B/4)(&(3)/m*)gT®  (Fermi)
p=p/3 (3.6)

17. V kinetické rovnovéaze je fazova distribucni
funkce dana statistikou Fermi-Diracovou pro fermiony)+1

b.) Degenerovanéfermiony > T

p = (1/87%)gu*

n = (1/67%)gp’

p = (1/24n%)gu’;
£(3) = 1.20206... je Riemanova zeta funkce
argumentu 3.

Pro bozonyu > 0 znamend existenci Boseho
kondenzatoru, ktery je nutno sledovat zvlast. Pro
relativistické bozony nebo fermionys < 0 a

|u| < T plati

n = exp(u/T)(g/n*)T?,
p = exp(p/T)(3g/m*)T*,

(3.7)

p = exp(u/T)(g/m*)T*. (3.8)
B. NERELATIVISTICKALIMITAm > T
Pro bozony i fermiony plati tytéz vyrazy
7\ 3/2
n=a(%5r) el-(n-pl.
p=m-n,
p=nT Kp (3.9)

Pro nerelativisticé nedegenoravné cCastice je sffedn
energie na Castici

E = % = [7*/30£(3)]T ~ 2.701T (Bose)
E= % = [774/180£(3)|T ~ 3.151T  (Fe(@iiki0)
Pro degenerované relativistické fermiony je
=P _ iu (3.11)
n 4
Pro nerelativistické ¢astice je
E=m+ ;T. (3.12)

Wiadfime si nyni prebytek fermon( nad anti¢astid v
ultra- a nerelativistické limit€. Budeme predpokl§dze je
py = u_, coZ plati, probihaji-li rychle reakge" + p~ «
~ + 7. Pak fermionovéa hustota je

1
n_+n_

T8 3
o I (7)+ ()
62 T
Predpokladame-li, Ze ve sméstruhl ¢astic v tepelné

rovnovaze, ale s odliSnou teplot@iy, neZ je teplota fotond
T, pak pro hustotu a tlak plati

{772 (% (T>m)

T; 4 gi e (n2 — x2)1/2u2 du
=74 g : d (3.14
PR ;(T) 212 /r exp(n —y;) £1 (3.14)
TN\ ¢ [ (n? — 22)3/%u2 du,
=74 -t i ( (3.15
br ;(T) 6772/30 e}cp(n—yi):lzl\3 )
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kdex; = m;/T ay;, = u;/T. nebo-li
JelikoZ hustota energie a tlak nerelativistickychtitas dp = de. (3.23)

(m > T) je exponencialné mensi neZ u ultrarelativistic- T

kych (m < T), je moZné s dostate¢nu pfesnosti zahrndd@sadime-li (3.20) do (3.23), pak

jen ultrarelativistické Castice, takZe pak jednoepfati

1 dTr \%
2 dS = =d[(p+p)V]—(p+p)V = =d ltpV + konst.
pr = —g.T* (3.16) s s s
30 ’ (3.24)
1 2 . Entropie na soouputujici objem tedy je (aZ na aditvrmi-ko
PR = 3PR = 591", (3:17) stantu)
. L o o p+p
kdeg. oznacuje celkovy ocet stprid volnosti pFisluSgie p= RB% . (3.25)

tivn€ nehmotnym casticirm; < T). Je Prvni véta termodynamiky (zakon zachovani) je

N \ 4
ge= Y gi <%) +g > g (%) . (3.18) dl(p+p)V]=Vdp.

i—boz. i—ferm.
o i o Dosadime-li sem z (3.23), pak dostavame
Faktor7/8 vyjadfuje rozdilF' — D a B — E statistik.

Je jasné, Z@. je funkci teploty, nebot suma zahrnuije je d [(p +p)V] _0 (3.26)
Cleny sm; < T. T - '

ProT <« Mev -relativistické Castice jsou jen 3 druhy ne-
utrin a foton(i;7,, = (4/11)/3T,. Protog.(< MeV) = Entropie na souputujici objem S se tedy v expandujicim
3.36. vesmiru v termodynamické rovnovéaze zacovava.

Pro 1MeV~ T ~ 100 MeV jsou relativistické i elektrony  Definujeme hustotu entropie

a pozotrony. PfitonT,, = T,. Protog, = 10.75.

ProT > 300 GeV jsou relativistické a v tepelné rov- s= S = w. (3.27)
novaze vSecny Castice standartniho modelu: 8 gluond 4 T
W=, Z°, 3 generace kvarkd a leptond, 1 Higgsiv dublet. pfi dominanci relativistickych &astic je pfibliZzne
Protog..(> 300GeV) = 106.75. ,
Pokud je g. =konst., platipr = pr/3 a R(t) ~ 27 3
=21 4T3, 3.28
1172, pp ~ T4, pp ~ 24, T ~ L. Pak plati VTR (3.28)
T2 kde
H = 1.66 91/2 m— 3 3
pl T’z 7 Tz .
¢ — 0.301 0" V2 m_pz T (3.19) xS = Zgib (%) + 3 Zgi,- (%) . (3.29)
TN T MeV ' o K
Tyto vyrazy uréuji dynamiku raného vesmiru. Pokud majispolegnou teplotu, platig. = g.s. Teprve pfi
_ oddéleni (napF. neutrin) se za¢ne objevovat rozdiimea
Entropie g«s. Poznamenejme, Ze je
V raném vesmiru byly tyto rychlosti reakci ¢aslig,,; s = 1.82g.5m, .

mnohem vétsSi neZ rychlost expanze H, takZze mohla byt
ustanovena lokalni termodynamicka rovnovaha. Patoent  Ze zachovan$ plyne, Zes ~ R3, takZeg,.sT3R? je pfi
pie na element souputujicino objemu je konstantni.dfidr expanzi vesmiru konstantni. Odtud plyne, Ze poceti¢a
vztaZena na souputujici objem je proto velice uZitepro souputujicim objemV = R3n je dan vztahem
popis expandujiciho vesmiru.

Pouzijeme-li v expandujicim vesmiru 2. vétu termoayn N =
miky na souputujici objemovy element o jednotkové sou-
fadnicové velikosti a na fyzikélni objeri = R?, pak plati v termodynamocké rovnovaze je pro Gastice s po&tem

TdS =d(pV)+pdV =d[(p+p)V] — Vdp. (3.20) stupiu volnosti:

» |3

(3.30)

Podminkyintegrability N = 45¢(3)g T>m,p
271’49*5
%S %S 459
davaji vztah dp Pokud s v danémsouputujicim objemu pocet Castic ne-
Tom=p+p, (3.22) meni, pakN = n/s z(stava konstantNechybi tu nic?
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JelikoZp = g.sT3R® = konst., teplota vesmiru se vyviji rovnovahy se oviem s expanzi Vesmiru méni - méréjse t
dle zdkona lota vesmiru.)
T x g;SI/BR‘1 . (3.32) Pro teplotni historii Vesmiru ma kliCovy vyznamtah
_ . . _. mezirychlosti interakci ¢astic a rychlosti expanzsiviiru.
Pokudg_ 2/ se objevuje proto, Ze pokud se druh CastG s : Z X
Fokudg, g* - Se objevuje proto, ze p _ ! ii&nili se teplota jakdl” ~ R~!, pak rychlost zmény tep-
stava nerelativistickym, vymizi a jeho entropie Sefns- |ty souvisi s rychlosti expanze jakb/T = —H. Pokud
formuje do jinych druhu castic, jez zustavaji relattiske, oy interakce &astic dostate&né rychlé na to, abtyibigsni
takzeT" klesa ponekud pmalejit 5 ~_ funkci vyladovaly v souladu s ménici se teplotou, tj. dosta-
?Dekuplovaneé castice, jez neinteraguiji s tepelfianilategng rychlejsi nez rychlost expanze, pak se bude Wesm
ostatnl_ch ¢astic selvyvajejl samostatné a jejictotaude vyvijet tak, Ze bude postupné prochazet pribliztayg te-
klesat jakal" ~ R™". o » ~ pelné rovnovahy s teplotdli ~ R,
_Uvazujme Castice s = 0, jeZ se odd€li od tepeiné lazn€ gy chiost reakce je dana vztahdin= nolv|, kde T je
pri teplot€T’p v Casetp pii Rp. jejich distribucni funkce rycnost interakei na castici, je hustota interagujicich cas-
jevtomto okamziku tic, |v| je zprlimérovana rychlost interagujicich astic j@
- _ 1 Géinny prifez interakci. Termodynamické rovnahyaude
f(pv tD) - [exp(E/TD) + 1] : (333) dosaZeno, pOkUd je

Po oddé&leni je energie ¢astic posouvana do ruda. I'~H (3.39)

R(tp)
T(T)

Korektni zplisob ziskani vyvoje distribu¢ni funkstic
E~p (3.34) je intagrace Boltzmanovy rovnice Zde pro jednoduchost
budeme vychazet z kritériB > H(I' < H) pro zjisténi,
zda dany typ Céstic je vazan (nevazan) na tepleagnph

E(t) = E(tp)

Hustota ¢astic je pfi expanzi klesa jako~ R~3. Iuiici Vesmi

Proto se distibuéni funkcg(p) = d®n/d®pv Gase zmani VYPUIICt vesmir. e s
pouze tak, Ze dojde ke zméné tepltyFgf) — T 22 : Demonstrujeme oddéleni néjakeho druhu castic od te-
' (1) pelné plazmy v expandujicim Vesmiru na pfikladu dvou

R ER 1 nterakct; _
1) = f(pE’tD) B {eXp <RDTD> + 1} N [eXp <713 fﬁté]akci zprosttedkovanych nehmotnymi bozony
(3.35) (jakop)
Pro dekuplované ¢asticen > Tp) pFi dekuplaci z
lokalni termodynamické rovnovahy bude= tp,7 = 2. interakci zprostfedkovanych hmotnymi bozony (jako
Tp,R = Rp. Hybnost kazdé &astice se bude ménit jako W™, Z° po narusent elektroslabé symetrieina 300

|p(_;f)| = |pb||Rp|R- Kineticka energie se ovSsem méni jako GeV).

R, \v/,pr\_/nim pﬁpa(?éjevpra — 2rozptyl u_ItrareIativisEgkyc?
T (3.36) c¢astic s vyraznym prenosem hybnastiv o?/T?2, pficmez
intenzita kalibra¢ni vyzby = v/4ma. Ve druhém pfipadé
Hustota &astien ~ R—3. Takové dekuplované Gasticde proT ~ m, ,o ~ G212, kdem, je hmotnost bozonu
tedy maji stale rovnovazné rozdéleni hybnostirakteris- @ G» ~ «/m2. ProT > m, je o ~ o?/T? jako pro
tické teplotou nehmotné bozony.
Jsou-li interakce zprostfedkovany nehmotnymi bozony,
Rp\> 72 je T ~ nolv| ~ o®T. Béhem zafeni dominované epo-
T'=Tp <f) xR (3.37) chy je H ~ T?/m,,, takZzeT'/H ~ a?my,/T. Proto pro
T < o?my ~ 106 GeV jsou takové reakce dostatecné
Chemicky potencial musi byt zavisly na ¢ase (aby- rychlg, zatimco prd’ ~ a?m,; ~ 106 GeV tyto interakce

Ek(t) = Ek(tD)

R73) ,Zamrznou".
H(t) = m + (1 — m)T(f) (3.38)  Jsou-li zprostredkovany masivnimi bozony, pakije
? nolv| ~ G2T®° aT/H ~ G2myT3. Prom, ~ T ~
Vesmirné udalosti v tepelné historii vesmiru G;2/3m,711/3 ~ (m./100GeV)*/3 MeV jsou interakce

efektivne ,zamrzlé".

Vzhledem k tomu, Ze Friedmanové moddely vesmiru ne-Zddraznéme, Ze prd ~ a?m, ~ 10'° GeV jsou
maji ¢asovy Killigliv vektor, nemél by jimi popisovanywsechny perturbafivni interakce nedcinné (,zanfizfgro
Vesmir byt ze striktné matematického hlediska v termaastavenni nebo udrzeni termodynamické rovnovéhy.
dynamické rovnovaze. Ve skutecnosti ovSem Vesmir bylV priibéhu historie vesmiru by mélo dochazet k nékmlik
povétsinu své historie v podstaté ve stavu termodynkéni spontannim narusennim symetrie, tj. fazovym poetim.
rovnovahy. Odchylky od ni ovSem hraly v historii Vesmi Mélo by jit o grandunifika¢ni fazovy pfechod mezil@gami
kliGovou roli. Kdyby tomj tak nebylo, byl by jeho souégsn10'® + 104 GeV a elektroslaby fazovy prechod pfi teploté
stav dan systémem o teploté 2.75 K. (Stav termodynamidicdem 300 GeV. PFi téchto fazovych pfechodech nékter
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klaibracni bozony nebo i jiné Castice ziskavaji hnost JelikoZ jeT), # T,, je takég, # g.s. JelikoZ jsou fotony a
prostfednictvim tzv. Higgsova mechanismu za rozruSgni neutrina oddéleny, jejich entropie se zachovavaji dhesni
metrie. Po fazovem pfechodu budou interakce, zprdktie hodnoty hustoty energie a entropie pak dostavameégri=
vanéX bozony se ziskanou hmotnosti, charakterizovany i75 K
tenzitouG,,. Castice jeZ interaguji pouze timto zpGisobem se 9
oddéli od tepelného plazmatu pfi tepldté- G, */*m. /. PR = g, T*=809%x 1073 gem™3,
Mezi teplotami 300 MeV=- 100 MeV dochazi k fazo- 5 30 s
vému prechodu s barevnym uvéznénim; po ném jsoé siln Qph™ = h31x 1077,

interagujici h_fadrony, tj.otrojice_ kvarkE’J tfi rGzok barev (ba- g — 2_7T2 0us T3 = 2970 cm™3,
ryony) a dvojice kvarku a antikvarku (mezony). 45
Specialni pozornost budeme vénovat pozdéji obdebi ja _26(3) 5 _3
derné syntézy, jez probéhlo mezi teplotami 10 Me\0.1 P g2 T7 =422 cm=. (3.45)

MeV. Prvotni jadernd syntéza je totiZ nejranéjSistém
standartni kosmologie.

Nyni se jesté strucné zdrzime u dalSich vyznaohnyda-
losti raného vesmiru.

Podobné Ize uvaZovat oddéléni gravitond. Pro né je
Ly, = nofv| ~ G*T° ~ T5/m: (poloZime-li G, =
Gn,ag ~ 1). Plati, Zel'y, < H ~ T?/my proT >p.V
Planckové ¢ase, ~ 107*3 s je dle standartniho modelu
Oddé&éni neutrin elementarnich Castic. = 106.75. Je ovSem pravdépodobné
o . , . . dle unifikanich teorii), Ze prd’ ~ m,, je stuprili volnosti
Neurtina jsou ve velmi ranném vesmiru udrZzovana v ter- ) . - oy

o . ; g mnohem vice. Pfinejmensim Ize tedy tvrdit, Zeha my,
modynamické rovhovaze reakcemi < ete™ ,ve < ve,

e oo L L. se gravitony oddélily a dnes by mély mit teplotu alespon
apod. Einny prdtez téchto slabych interakchie~ G272,

1/37 ~ -3
kde Gr ~ 1.1664 x 10~°> GeV~2 je Fermiho konstanta. (3.91/106.75)/°T ~ 0.91K a hustotu~ 15 em™*.
Hustota neutrim ~ T3, takZe pro rychlost interakci (NaRovnost hustoty latky a zarent

neutrina) je
T, = nolv| ~ GET”. (3.40)  Vezmémé celkovou hustotu energie a latky (tj. nere-
Déle je lativistickych &astic: baryond, apod.) s dnesni hotbu
r G2 7 \3 pr = 1.88 x 1072°Qh2g cm~3. Pomér hustot energie za-
5 2 Ta— (3.41) Yeni a létky | Ry/R=1+%
H  T2/my  \1MeV eni alatky jepr/pr o Ro/R=1+Z.

Vezmeme-lipg z relaci (3.45), pak pro okamZik rovnosti

PYi teplotachT ~ 1 MeV je I', > H a neutrina jsou v hustot energie latky a zafeni dostavame

dostate€ném tepelném kontaktu s plazmatem.Pra 1
MeV jsou interakce neutrin pfiliS slabé, aby je udyzel 1+ Zeg = Ro/Rey = 2.32 x 10*Q h?,
rovnovaze s plazmatem: lehka neutrina se tedy oddéluji 9

od plazmatu. Pak uZ jejich teplota klesa jako'. Kratce Teg = To(1+ Zeg)5:580 h7 eV,
po oddéleni neutrin teplota poklesne pbd~ m., takZe teg EH(;l 951/2(1 + Zeg)*?’/?,

se entropie par@* pretransformuje na fotony, ale niko- 3

liv na oddélena neutrina. P# ~ m. jsou termodyna- = 1.4 % 10*(Q0h*) " *let . (3.46)
mické rovnovéze fotonyy( = 2) ae* pary (g = 4), takZe
g«(T > m.) = 11/2. ProT <« m, jsou v rovnovaze jen
fotony, takZeg.(T' < m.) = 2. JelikoZ jeS = g.(RT)?

R

Vezmeme-li v Gvahu pfesny vztah pro evoluci Skalavéh
faktoru v obdobj ~ pr (pfi zanedbéni kfivostniho Clenu

2
konstantni béhem expanze budelha m,. platit?, = T, k/R),
zatimco ndl” <« m, musi byt
y () () "+
T 11 1/3 t Reg—2 Reg+1
L= =1.40 (3.42) — = ;
T, \1 teg 2—2)
(ProtoZe plati 11/2(RT)*> = 2(RT)}.,, ., takZe pak bude
R_T(_T<me) = (11/4)1/3(RT°)(T>T,LV€)).VDVne§ni teplota neu- 1y o
trin je tedy7, = 1.96 K. Zduraznémé, Ze pokles nevede teg =039 Hy Q" (14 Zeg) .
k rGstuT, nybrZz pouze k pomalejSimu poklegy nez dle , )
zakonaR™!. Oddé&eni fotonu - rekombinace

Pfedokladdame-li 3 druhy neutrin dostavdme pro dhesni

hodnoty efektivnich stupfidi volnosti Latka a zafeni byly v raném Vesmiru v tepelné rovimea

diky efektivnim interakcim mezifotony a elektron. Nalaz

7 4/3 véak hustota volnych elektronél natolik klesla, Zelddé

gs(to) = 2+ g x2x 3 x <ﬁ) =3.36,(3.43) y4dsaleni fotond od latky. Pro okamZik tohoto oddélelati
I, ~ H,resp.)\, ~ I';' = H~', stfedni volna draha

7 4
g+(to) = 2+ g x 2x 3 x 7 =3.91. (3.44) foton(i), se stavé vétsi neZ Hubblova vzdalengdst'.
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Rychlost interakci foton( VSimneme si, Ze k rekombinaci dojde pfi teplet€0.3
eV, nikoliv T ~ B ~ 13.6 eV. To je zplisobeno malou
L'p =neor, (3.47) hodnotou faktoru preekp(B/T) v (3.51), tj. velké entropie
. . o (n < 1) a(T/m.)>/? zplsobi, Z&,.; je mnohem mensi
kde n. je hu§tota voInch ql?ktrqnu ET = 6.65 X e vazbova energie vodiku.
1072 Cr,n_Q 1€ Thorrlspnuy ucinny prurez. f*vo".”o"a?”y Rovnovézna ionozace je pouZitelna tehdy, kdyZ je na-
stav volnych elektronu je daSahovou rovnici, jiz si nyni .\ 004 rovnovaha, tj. rychlost reakcit p < H + p je

odvodin]e. , . o . V&tSi neZ rychlost expanze. Podrobné vypocty vyefiaz
. Oznacme hustoty volny_ch e_Iektro_n’u, protont & VOd"%’oltzmanozl/y rovnicepukazuji, Ze rovnongnéyio%izh@ee
jakone , ny, , ny. (Zanedbejme jedno jadro 4He na 10 Proy,q1ayena natL + 2) > 1100, a Ze rezidualni ionizace pfi
tonu a predpokladejme, Ze vSechny jsou ve formé prafo (1+2) ~ 1100 je
Z nabojové neutrality plyne. = n, a ze zakona zachovani
baryonového Cisla plyneg = n, + ny.

V termodynamické rovnovaze je pfi teplotach mensich
nezm;

Q
Xoo ~ 3 x 10—5QB°h . (3.54)

Za pfedpokladu rovnovazné ionizace a skute¢nosti, 7
- (miT 3/2 i —my (3.48) hustota volnych elektronit. = X.np = X.nn,, takZe
=9\ Ton : O ng ~ Xo(Qp h2)(1+ 2)31.13 x 10~ °cm 3, mdZeme urgit
o ) stfedni volnou drahu foton( z (3.47) a srovnat ji s wéke
kdei = (e_,_?, H)v\/ c_hemlcke rovnovaze procgst e —  vesmirut = (2/3)(1 + Z)_3/2H0—1961/2_ Vék Vesmiru
H +p zajiStuje, Ze jeu, + pe = pm. FaKOrug V ng - zavisi naqy, zatimco), zavisi naQ . K oddéleni fotond
vyjadfime pomocj:. a p, a ten lze vyjadfit pomock,, a dojde, kdyZ je\, ~T51 ~ ¢ ~ H-1
. 1 I) — .
Te- Deshift (1 + z,..;) pfi oddéleni zavisi n&, a Qp a je
—3/2 neékde mezi 1100 a 1200. Jefli+ z — ret) ~ 1100, pak
9H meT B
nH Np Ne exp(=), (3.49)

 OpGe 27 T Toa = To(1 + 20q) = 3030 K =0.26 eV. (3.55)

kde B je vazbova energie vodiku, # = m, + me — gyijj tehdy Vesmir dominovan latkou, pak vék Vesmiru
mpy = 13.6 eV. V prexponencialnim faktoru jsme poloZiliyy 5 mziku oddéleni fotont byl

mp = my. Stuper ionizace |ze vyjadfit poméerem

2 _
np _Hglgo 1/2(1+Zod)_3/27

x, = (3.50) foa =3
n
B = 5.64 x 1012(Qh%) Y2 5. (3.56)

Vezmeme-lig, = g. = 2,95 = 4 anp = n- n,, pak
z rovnice (3.49)Sahova rovnice pro parametr ionizace v Shriime tedy udélosti, jeZ se odehraly pfi odd€letaril.

rovnovazném stavix £9: Z rozboru rekombinace a oddéleni plyne, Ze pro zavislos
, prislusnych redshiftll Ize psat
1— X9 42 T \*/? B
p” < = V2£3) n <—> exp <—> . (3.51) Q0 0018
(Xe”) VT e r 1+ 20q ~ 1100 <Q—O) ~ 1100 + 1200
B
Pomér poctu baryond a fotonfi= (Qp h?)2.68 x 10~%; 1+ zper =~ 1380(2ph%)%9%3 ~ 1240 = 1380(3.57)

pro teplotu platil’ = (1 + 2)2.75 K. Sahovou rovnici pak
Ize Fesit pro rizné hodno®) z h2. Lze tak nalézt zavislosti 7 presné ,Boltzmanovy* teorie plyne ,zamrznuti“ residu
X&9(1 + z). Definujeme rekombinaci jako okamZik, kdyaini ionizace
X = 0.1, tj.90% elektrond je uvéznéno v atomech H.

Pak Ize Fici, Ze k rekombinaci doslo ptb+ z) vintervalu 14, ~ 1180 ~ 1080 = 1180.

1200 (Qp h% = 0.01) aZ 1400(Qp 2 = 0.1). Ve véech 1+0.0211n(Q20/2p) (3.58)
Fipadech hodnd®p h? je X9 — 0 pro 1 — 1000. :

PriP B Ie A prod + = Predpokladali jsme, 765 h? = 0.01 = 1 a Q/Qp —

Vezmeme-lil 4+ z = 1300, pak
1-+100.
Trer = To(1 4 zper) = 3575K = 0.308eV (3.52)  VEtsinou je mozno pro pfiblizné kosmologicke aplde
predpokladat, Ze veskery proces reprezentujeméledte
Predpokladame-li, Ze v dobé rekombinace byl Vesmir dimton( pfil + 2,4 = 1100 a7, = 0.26 eV.
minovan latkou, vék Vesmiru byl tehdy

Baryonové islo Vesmiru
trek - Z]{()71(1 + Zrek)_B/Q o - v .
3 Hustota baryonu je g = ny — ng; ny(ng) uréuje hustotu

4.39 x 10'2(Qq) K2)V/2 5. (3.53) baryond (antibaryond). Pozorovani ukazuji, Ze verw@u
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je zanedbatelné mnoZstvi antibaryon(, a Ze barysnl j Pro oteviené vesmirgk = 0, —1) vSak tato odpovédema

obsaZeny v nukleonech, tj. smysl, jelikoZ tyto vesmiry jsou nekone€né v prostorat-
kovém pfipadé ma ovSem smysl jiny pfistup: uijéik velky
np=ny =113 x 107°(Qp h*)em 2. (3.59) byl v minulosti dnes pozorovatelny vesmir! Veikost pozo-

rovatelného vesmiru je dana dnesni velikosti kiniba

Z predhozich diskusi vime, ez /S odpovida Cistému norizontu. Uvazujme pro jednoduchost limitni Friedranu
baryonovému €islu v souputujicim objemu, a Ze téétoise model sk = 0. Pakdy = 3t, = 2H; ' a rozmér dnes

zachovava, pokud neprobihaji reakce ménici podston(. pozorovatelného Vesmiru je
Definujeme tedyparyonové cislo Vesmiru:

. Do(to) = 4Hy'. (3.65)
B= -2 =381 x10"%(Qzh?). (3.60)
S V dfivéjSich dobach byla velikost tohoto pozorovaého
JelikoZ od epochy anihilace pamit plati reakceS ~ Vesmirudanavztahem
7.04n,, miZeme psét R(t R(t)
Do(t) = T o) = MWz 36y
N~ 7B ~268x10"%(Qp h?). (3.61) 0 0

) . ) ) Z Dy(t) ,vyrostl* dnes pozorovany Vesmiby(t) neni po-
Poznamenejme, Ze primordialni jaderna syntéza’ d@\govatelnych Vesmirem v Gase
omezent) = (4—7) x 10”1, takZeB = (6-10) 107 pokud nedoslo k vyrazné produkci entropie mez
Velicinal/B = S/np =~ (1 —2) > 10" odpovida entropii 4 pak ze zachovani entropie plyng:s(to) R3Ty(t)? =
na baryon. Zeme tedy ve Vesmiru s vysokou entropii. ¢ «(+)R3T3. Jeliko? je dneg.s(to) = 3.91, miiZeme psat

Vypln kauzalniho horizontu 3.9171%3 to
Dy(t) =4 [—} ﬁHgl. (3.67)
Uréeme entropii a pocet baryond obsaZenych uvnitf x5 (t)
kauzalniho horizontu. I Nyni mGZeme urcit velikost naseho Vesmiru na ,po-
Era dominance zafeni: dpy (t) = 2t,s = 2m°g. 17 /45;  gatku*, v Planckové Case, = m;ll. Predpokladame-li
proto zafenim dominovany vesmiriv= t,;, pak plati
4w —1/2 (Mp\3 1/2 Mpi
Stor = — 35 = 0.050 g5 —’) _ 0.301g1/2 Tl
Hor = 515 o2 ( ) t = 03019 74
Ng)stor = BSuor = 1.9 x 10-29( h2) g2 /2 (M2  0RE LA
(NB)Hor Hor = 1.9 X (@25 h7) g ) T = 0.55g." “my . (3.68)
3
(Hpor) = 0.29 M (Qp hz)g;1/2 (MeV) . (3.62§V tako_vié'm _pfipqdé diky zahrnuti vlivu vnitinichuprid
T volnosti Caatimeni T, = my, = E,.)

i Dosadime-li nyni do (3.67), dostavame
Era dominance latky: dy(t) = 3t,s = so(1 + 2)3 =

3em—3: 11.5 T
2970(1 + z)*cm™?; proto Dolty) = st 0 _ Hyl'=14 %107 cm.
9ys Ml
4
Stor = — 135 = 2.9 x 1057 (Qq h2)~%/2(1 4 2)~3/2, (3.69)
3 Pfedpokladali jsme..s(t,) = 106.75, jak plyne z po-

(NB)Hor = BSHor = 1.1 x 107(Q5/Q5/% h)(1 + 2)~3/? &u stupfii volnosti ve standartnim modelu elementarn
Hior) = 9.94 x 102 M~ (Qp/Q32(1 + 2)3/2 3.635asticSU (3)<?® SU(2)2 Q U(1)7. Proh = 0.7 tedy do-
(Hitor) o(@s/% (1 +2) ( ZtévémeDo(tpl) —2x10~2 mm.

Vidime, Ze dnes je uvnité horizontu entropie 103 a

bayronové ¢isle- 107, zatimco ve velmi ranném Vesmiru

obsahoval horizont pouze entropii(m,,; /T)* a baryonové

gislo~ 10710 (my, /T)3.

Velikost vesmiru

Jak velky je nas Vesmir? Rozumna odpdvedtakovou
otazku zavisi na tom, co minime pojmem ,nas Vesmit*
pFipadé uzavieného vesmiflk = +1 Ize prosté fici, Ze v
daném Castje velikost vesmiru dana velikosti expanzniho
faktoru

R(t) = |Q(t) —1|"Y2H1(1). (3.64)
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3.2 PRVOTN] JADERNA SY N- souputujicim objemu), je u?ite?né pou?it celkovoudtus
. po?tu nukleon?y = n, +ny, + >, (Ana); jako zakladni
TEZA veli?inu a uva?ovat hmotnostni p?isp?vek jader A(Z) v po-

dob?
Po vzniku baryont uvéznénim kvark( pfi teplotactd 0 naA

300 MeV doslo k velice vyznamné udalosti, prvotni sy Xa= Ty Z Xi=1 (3.75)
lehkych jader mezt ~ 10=2 + 10?2 s, kdy teplota klesla i

zT ~ 10 MeV na 0,1 MeV. Tato udélost je vyznamnd&otom na jaderné statistické rovnovaze plati:

tim, Ze proméfovani vysledkl této udalosti, ZjiStovani
zastopeni lehkych jader, je nejranéjSim testem piveai
standartniho kosmologického modelu.

1 T
X4 = gA[f(S)A717T§(3A75)]A5/2 <_

$(A-1)
mn) x T X X P exp(Ba/

Jaderna statistick ah (3.76)
aderna siatisticka rovnovaha kde zavadime parametr

Primordialni? jadernou syntézou budeme poa?ovat za ny
d?sledek jaderné statistické rovnovahy (JSR) mez’letiky n=-_—=268x 107%  (Qph?), (3.77)
jadry. Budeme p?edpokladat, ?e v?echna jadra jeoe P
lativistivka. Pak vkinetické rovnovaze je pro jadro A(Z) jako soucasny pomér poétu baryon( k poétu fotontu-Sk
s hmotnym ?islem A a nabojem Z dana hustota vyskyignost, Ze vesmir je ,horky*; ti) < 1 a je velk8 entropie
vztahem pfipadajici na jeden baryon, je kli¢ova pro primddi je-

3/2 adernou syntézu.
T _
m=a () e (M) @0

2m T Potatetni podminky (T > MeV, t < 1s)
kdepna je je chemicky potenciél & 4 je klidova hmotnost
(energie). Je-li rychlost reakci tvo?icich jadro A zgid-  Pro vysledek primordialni jaderné syntézy je kliggo-
ton? a A-Z neutron? v?t?i ne? rychlost expanze vesmggtecni pomer., /n,, nebot'v podstaté vSechny neutrony
budeme mit chemickou rovnovahu. Pak pro p?islu?né cagstanou uvéznény v 4He. Rovnovaha mezi neutrony a pro-

mické potenialyi 4, up, . plati tony je zajistovana slabymi interakceip = v.):
pa = Zpp + (A= Z)pn (3.71) nepte +u,
Rovnice (3.70) plati i pro protony a neutrony, tak?e za che- v+nepte
micke rovnovahy m??emep(u.4 /1) vyjad?it pomoci hus- et +neop+ro (3.78)

Jsou-li rychlosti techto interakci vétsi neZ rychles-

exp(pa/T) = exp{[Zpy + (A = Z)pun]/T} panze vesmiru, nastava chemicka rovnovaha, kdy
- o0 3A/2 B
= nf nA=% (.m T_) 2= 4exp {[Zm, + (A — Z)m,)(E}2) Lin + [y = fp + fle (3.79)

kde jsme zanedbali rozdily mezi,,, m,, ma/A ve v?ech takZe v chemické rovnovaze plati
p?edexponencialnich faktorech a pou?ilihmotnost rarkle

n Xn e~ Mv
my. | o notn X @y e o)y g g0
Zavedeme-li vazbovou energii jad Z) p n, X, T T
Ba=Zmp+ (A—Z)m, —ma, (3.73) kde@ = m,, — m, = 1.293MeV. Z nébojové neutrality

po dosazeni (3.72) do (3.70) dostavame Vesmiru pak plyne viz(...)

)S(A—m He [ Te _ T 410710,

2

ng = gAA3/22*2 ( (3.74) T Np Ny

mNT
Pro poméru, /T nelze zcela jasné provést obdobné od-

ady, nebot reliktni neutrinové pozadi dosud nebyltede

kovéano, takZze neumime nalézt odhad poctu Zadngho t

(e, 1, ) neutrin.

Budeme predpokladat, Ze podobné jako pro baryony bude

Hustoty po?tu jader v expad-leptonové Cislo malé, tju, | /T < 1. Zatohoto pfedpokladu

je rovnovazny pomér neutrond a protonll dan vztahem

Uve?me nyni p?ehled vazbovych energii n?kterycmehkyh
jader:

| A(Z) | Ba | 94 |
2H 2.22MeV| 3
3H 6.92MeVvV| 2
3He | 7.72MeV| 2
4He 28.3 MeV 1
12C | 92.2MeV| 1 n
nujicim Vesmiru klesaji jak& 3 (p?i konstantnim po?tu v <5) w exp(=Q/T). (3.81)
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Tento pomér je na obr. znazornén jak pro skute¢nou, taik 7' > m.. Pfi tepalotach vétSich 0.8 MeV Ize tedy oce-

i pro rovnovaznou situaci; kavat, Zem,, /m,, odpovida rovnovazné hodot€, takZe pro
SEM PATR OBRAZEK ! T > MeV je X,, ~ X,,. PHiT > 1 MeV jsou ovSem i
UvaZujme nyni rychlosti interakci pfeméniujicicte- rychlosti jadernych reakci tvoficich lehka jadrgsSgi nez

utrony na protony. rychlost expanze Vesmiru, takZe se ustavi JSR.

Vztahujeme-li tyto pocty interakci na 1 nukleon a jed- Pro ilustraci uvazujme systém lehkych jader a Castjc:
notku &asu, musime interagovat 2 mochinu maticového ebe?H, 3He, 4He'2C. V JSR jsou hmotnostni podily dany
mentu daného procesu vazaného hustotami ¢asticaee fa/ztahy
vém prostoru (¢astit jinych neZ inicialni nukleom®yipojit

musime zachovani 4-hybnosti. pak napf. rychlost maceXn/Xp = exp(=Q/T), (3.89)
pe — vn je dan vztahem X5 = 16.3(T/mn)3/2r]eXp(BQ/T)XnXp7 (3.90)
35 dg%.q:%mn)?’n?exp(& /T) X, X7, (3.91)
_ o 2 —5¢4 o e v n
I‘peayn - /fe(Ee)[]- fV(El/)]|M|pe—>nl/(27r) 5 (p—|-€ v n))éEp: ZiEv;)(mn)9/2n3exp(34/T)XzX§, (392)
(3.82) 5 33/2, 11

. L, X12 = 3.22 x 10°(T/m,, B TXQ&X%
VSechny procesy tohoto typu maji spole¢ny faktor v ma- ! 8:22 X 10°(T /mn)™ "™ exp(Br2/T) )

ticovém elementu pro jaderngrrozpad neutronu PFitom plati
|M[? o< G (1 + 39%) , (3.83) 1=Xp+ X+ Xo+ X5+ X4+ X12  (3.94)

kde vazbovy paramety, ~ 1.26 reprezentuje axialné- prestoZe &ini vazbové energie na nukleonu 1 - 8 MeV,
vektorovou vazbu nukleonu. Z teorie elementarnichtiCasrovnovazné mnoZstvi réiznych jader jsou fadu jetity aZ
plyne, Ze tento faktor Ize vyjadfit pomoci stfednbg@ivota pii teplotach~ 0.3 MeV. To je zpiisobeno velkou entropii
neutronur,, resp.7y /2(n) = (In2)7, tj. polo€asu rozpadu, iesmiru, tj. malou hustotou parametyuAckoliv pfi tep-

ve tvaru lotachT ~ MeV jsou jadra favorizovana z energetickych
a2 ddvodd, entropické ddivody favorizuji volné nuklgomen-
Tt = Tnper = o5 (1+3g2)mi Ao, (3.84) tropie Vesmiru je velice vysoka. Hruby odhad toho, kdy
2m bude existence jadra A termodynamicky vyhodna, dosta-
pricem? neme nalezenim teplotys pfi X4 ~ 1 (za predpkladu
X, ~ X, ~1):
Ao = /q de e(e — )% (2 —1)Y/? ~1.636  (3.85)

A7 Iy = 1) + LsIn(mn,/T)
predstavuje numericky faktor z integralu ve fazovér-p
storu pro rozpad neutronu. Plati, 2ET2H ~ 0.07 MeV, Ts g, ~ 0.11 MeV, Tig, ~
Integradni meze v integralech pro rychlosti reakcijsd-28 MeV aTu:y ~ 0.25 MeV. Ze skuteCnosti, Ze se lehké

dany rozdilem hmotnosti neutronu a protonu a hmotnoRfvky netvori, pokud nenf” < MeV, je Casto Vinéno?
elektronu. PouZujeme-li bezrozmémé veliciny= Q/m.., deuterium se svou nizkou vazebnou energi - ,mytickédrdl
€= E./me, z=me/T, z, = me/T,, pak je deutriové lahve".

Ve skute¢nosti JSR mnoZstvi 4HEC (tj. jader s velkou
r (rdo) ! /00 e(e —q)?(e2 —1)1/2  vazbovou energii) jsou mala, pokud néhi< 0.3MeV -
pe—wvn = (TnA0 . 6[1 + exp(ez)][L + exp((q — €)z,1 OvSem plyne z vysoke entropie Vesmiru, nikoliv male

(3.86) Vvazboveé energie deuteria. Na ponékud nizsi teplot€ 0.1

V limit& vysokych a nizkych teplot plati MeV nnézké mnoZstvi D & He kratce zpozdi jadernou
syntézu - to je jediné podstata mytu ,deuterinovéltrga.
7, (t/me)?exp(=Q/T) ... . T>Q,me,
Fpe—mn =
wT(1+3¢%)GET5 ~ GET5 ... ... T<Q,me
(3.87)
Pro rychlost expanze Vesmiru plati
T? T?
H ~ 1.66gi/2— ~ 55—,
mpl mpl
takZe dostavame
3
T
I''H~ | ——— 3.88
/ <0.8MeV> ( )
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