RFA1

PomocnyÂ text k jednosemestraÂlnõÂ prÏednaÂsÏce źRelativistickaÂ fyzika a astrofyzika Ił, kterou prÏednaÂsÏõÂ na SlezskeÂ univerziteÏ v OpaveÏ Prof. RNDr. ZdenÏek StuchlõÂk, CSc.

Za vsÏechny prÏeklepy a prÏõÂpadneÂ chyby mohou otrocÏtõÂ prÏepisovcÏi, v zÏaÂdnem prÏõÂpdeÏ ne pan Profesor! :-)

Toto je rozpracovanaÂ a neopravenaÂ verze.

Obsah

1 STR 4

2 OTR - ZaÂkladnõÂ principy 5 2.1 Princip ekvivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2.1.1 SlabyÂ princip ekvivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2.2 Princip ekvivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 2.3 Princip obecneÂ kovariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 2.3.1 ZaÂpis fyzikaÂlnõÂch zaÂkonuÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.3.2 Pohyb volneÂ cÏaÂstice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.3.3 PohybovaÂ rovnice v NewtonovskeÂm prÏiblõÂzÏenõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3 ZakrÏiveneÂ prostory 9 3.1 Metrika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 3.2 ParalelnõÂ prÏenos a derivace tenzoruÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 3.3 AőnnõÂ konexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.4 Geodetiky jako źnejprÏõÂmeÏjsÏõÂ cÏaÂrył . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 3.5 KrÏivost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4 Gravitace a geometrie zakrÏivneÂho prostorocÏasu 14 4.1 FyzikaÂlnõÂ zaÂkony v zakrÏiveneÂm prostorocÏasu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 4.2 ProstoroveÂ intervaly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 4.3 ZaÂkladnõÂ fyzikaÂlnõÂ zaÂkony v OTR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 4.4 EinsteinuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 4.5 SfeÂricky symetrickeÂ gravitacÏnõÂ pole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5 ExperimentaÂlnõÂ proveÏrky OTR 19 5.1 AlternativnõÂ teorie gravitace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 5.2 GravitacÏnõÂ rudyÂ posuv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 5.2.1 Observace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 5.3 Pohyb ve sfeÂricky symetrickeÂm gravitacÏnõÂm poli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 5.3.1 Posuv periheÂlia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 5.3.2 Ohyb sveÏtelneÂho paprsku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 5.4 DalsÏõÂ testy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6 CÏ erneÂ dõÂry 23 6.1 GlobaÂlnõÂ vlastnosti Schwazchildova rÏesÏenõÂ, KruskaluÊv diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 6.2 CÏerneÂ dõÂry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

7 SlabeÂ gravitacÏnõÂ vlny 27 7.1 LinearizovaneÂ Einsteinovy rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 7.2 Lorentzova transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 7.3 SlabaÂ rovinnaÂ gravitacÏnõÂ vlna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 7.4 Interakce s testovacõÂmi cÏaÂsticemi a prÏenos energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 7.5 Generace gravitacÏnõÂch vln v linearizovaneÂ teorii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 7.5.1 BinaÂrnõÂ systeÂm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 7.6 Detekce gravitacÏnõÂch vln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

8 StandardnõÂ relativistickaÂ kosmologie 33

A Dodatky 35 A.1 Killingovy vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 A.2 PohyboveÂ konstanty daneÂ Killingovy vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 A.3 Rovnice geodetickeÂ deviace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Literatura 35

Kapitola 1 STR VyÂchozõÂ principy:

- Existuje inerciaÂlnõÂ systeÂm.

- VsÏechny inerciaÂlnõÂ systeÂmy jsou rovnoceneÂ (speciaÂlnõÂ princip relativity).

- SveÏtlo se sÏõÂrÏõÂ ve vsÏech inerciaÂlnõÂch systeÂmech stejnou rychlostõÂ (princip konstantõÂ rychlosti sveÏtla).

ZaÂkony jsou invariantõÂ vuÊcÏi LorentzoveÏ transformaci. ProstorocÏas:

ds^2 = −c^2 dt^2 + dx^2 + dy^2 + dz^2 ds^{′2} = −c^2 dt^{′2} + dx^{′2} + dy^{′2} + dz^{′2}

ProstorocÏasovyÂ interval invariantnõÂ vuÊcÏi LorentzoveÏ transformaci:

ds^2 = ds^{′2}

x^0 = ct; x^1 = x; x^2 = y; x^3 = z.

ds^2 = η_{αβ} dx^αx^β ; η_{αβ} = � � � � −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

� � � �

Lorentzova transformace

x^′ = x − vt � 1 −^{v2}_{c2}

, y^′ = y, z^′ = z, t^′ = t −^v_{c2} x � 1 −^{v2}_{c2}

x^{′μ} = Λ^μ_ν x^ν ; Λ^0_0 = Λ^1_1 = 1 � 1 −^{v2}_{c2}

Λ^0_1 = Λ^1_0 =

−^v_{c2} � 1 −^{v2}_{c2}

; Λ^2_2 = Λ^3_3 = 1, Λ^α_β = 0(1.1)

dx^{′μ} = Λ^μ_ν dx^ν ; (1.2) ds^{′2} = η_{μν} dx^{′μ} dx^{′ν} = η_{μν} Λ^μ_αΛ^ν_β dx^α dx^β ds^{′2} = ds^2; η_{μν} Λ^μ_αΛ^ν_β = η_{αβ}

dx^{′μ} =

∂x^{′μ} ∂x^α dx^α;

∂x^{′μ} ∂x^α

≡ Λ^μ_α

dx^β =

∂x^β ∂x^{′ν} dx^{′ν} ;

∂x^{′μ} ∂x^α

∂x^β ∂x^{′μ}

= δ^β_α

4-vektory A^{′μ} =^{∂x′μ}_{∂xα} A^α kovariantnõÂ, SkalaÂr = invariant Lorentzovy transformace Ā · B̄ = η_{αβ} A^αB^β - skalaÂrnõÂ soucÏin.

a- skalaÂr; a,_α = ∂a ∂x^α

; a^′,_μ =

∂a^′ ∂x^{′μ} = ∂a ∂x^{′μ} a,^′_μ = ∂a ∂x^{′μ} = ∂a ∂x^α

∂x^α ∂x^{′μ} = ∂x^α ∂x^{′μ} a,_α

kovariantnõÂ A^′_μ =^{∂xα}_{∂x′} μ A_α. 4-tenzory

T^{′μν}_ρ =

∂x^{′μ} ∂x^α

∂x^{′ν} ∂x^β

∂x^γ ∂x^{′ρ}

T^{αβ}_γ

KontravariantnõÂ MinkovskeÂho tenzor η^{αβ} η_{βγ} = δ^α_γ

ds^2 = −c^2 dt^2+dl^2; dl^2 = v^2 dt^2 < c^2t^2 => ds^2 < 0

VlastnõÂ cÏas dτ =^1_c √ − ds^2 =^1_c � −η_{αβ} dx^α dx^β dτ =^1_c √ c^2 dt^2 − dl^2 =^1_c √ c^2 dt^2 − v^2 dt^2 = � 1 −^{v2}_{c2} dt dilatace cÏasu 4-rychlost U^μ =

dx^μ

dτ ; U^μU_μ = −c^2

U^μ = 1 � 1 −^{v2}_{c2} dx^μ dt => U^i = v^i � 1 −^{v2}_{c2}

, U^0 = c � 1 −^{v2}_{c2}

4-zrychlenõÂ A^μ =^{dU μ}_{dτ} ; U_μ^{dU μ}_{dτ} = 0 4-hybnost P^μ = m_0

Kapitola 2

OTR - ZaÂkladnõÂ principy

2.1 Princip ekvivalence

Vliv gravitace (paÂd v gravitacÏnõÂm poli), podle Aristotelea: TeÏzÏsÏõÂ teÏlesa padajõÂ rychleji, nezÏ lehcÏõÂ. A � B_� A B

?_�

TeÏzÏsÏõÂ teÏleso A padaÂ rychleji, nezÏ lehcÏõÂ B. Pokud A spojõÂme s B, pak B bude brzdit A, ovsÏem spojenaÂ teÏlesa A a B jsou teÏzÏsÏõÂ nezÏ jednotliveÂ komponetny a padajõÂ rychleji, cozÏ je logickyÂ spor. Podle G.Galileo padajõÂ vsÏechna teÏlesa se stejnyÂm zrychlenõÂm.

Z klasickeÂ mechaniky znaÂme jak 2. NewtonuÊw zaÂkon sõÂly m⃗a = ⃗F , tak i NewtonuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon ⃗F = −G^{mM}_{r2}^{⃗r} , kde m je hmotnost telesa a M hmotnost ZemeÏ. Z teÏchto dvou rovnic plyne, zÏe zrychlenõÂ padajõÂcõÂho teÏlesa je nezaÂvisleÂ na jeho hmotnosti

⃗a = −G M r^2 ⃗r r . SetrvacÏnaÂ hmotnost m_s⃗a = ⃗F gravitacÏõÂ hmotnost (naÂboj) ⃗F = −G^{mg M}_{r2}^{⃗r} PasivnõÂ, aktivnõÂ gravitacÏnõÂ hmotnost

⃗F_m = −G m^{g−pas}M^{g−ak} r^2 ⃗r r ⃗F_M = −G M^{g−pas}m^{g−ak} r^2 ⃗r r ZaÂkon akce a reakce: ⃗F_m = − ⃗F_m a tedy

m_{g−pas} m_{g−ak} = M_{g−pas} M_{g−ak}

Jednotky lze zvolit tak, aby m_{g−pas} = m_{g−ak} a tedy

⃗a = −G M r^2 ⃗r r · m_g m_s

OvsÏm z teorie vuÊbec neplyne, zÏe m_g = m_s, proto je tato shoda podivuhodnaÂ. PomeÏr^{ms}_{mg} je nutno urcÏit meÏrÏenõÂm. Newton - kyvadlo: T = 2π �_l g �_{ms}

m_g ; ms = mg na 10

−3 Bessel na 2 · 10^{−5}

⃗F_{01}

⃗F_{02}

StatickeÂ experimenty Eotvos (r.1889); torznõÂ vaÂhy VzdaÂlenost obou teÏleÏs od osy otaÂcÏenõÂ ZemeÏ stejnaÂ (rameno vah - V-Z) F_1 > F_2 TeÏleso 1 vychyÂlõÂ k Jihu.

OtaÂcÏenõÂ vuÊcÏi prÏõÂstoroji - zmeÏna prÏi otocÏenõÂ o 180oC

m_s m_g

= 1 ± 5 · 10^{−8}(3 · 10^{−9})

OdstrÏedivaÂ sõÂla obeÏhu ZemeÏ kolem Slunce (srovnej s gravitcÏnõÂ silou Slunce!) r. 1964 Hicho, Krothov, Roll. PrÏõÂstroj nenõÂ nutno otaÂcÏet (otaÂcÏenõÂ ZemeÏ s 24 hodinovou periodou). Citlivost na lokaÂlnõÂ nehomogenity omezena pouzÏitõÂm 3-rozmeÏrneÂho vahadla a trÏõÂ teÏlsÏs mõÂsto dvou. PozorovanaÂ vyÂchylka - prÏiblõÂzÏenõÂ pozorovaÂno na vzdaÂlenost neÏkolika metruÊ, rosa na traÂveÏ v nedalekeÂm parku, rozdõÂly v teploteÏ < 10^{−4}K, HlinõÂk + zlato^{ms}_{mg} = 1 ± 10^{−11}, HlinõÂk + platina

m_s m_g = 1 ± 10

−12.

DuÊsledky: PlatõÂ nejen pro hlinõÂk a zlato, nyÂbrzÏ i pro protony a neutrony n_n/n_p = 1.08 u hlinõÂku a n_n/n_p = 1.5 u zlata. GravitacÏõÂ hmotnost rovna relativistickeÂ (nikoliv klidoveÂ) s prÏesnostõÂ 10^{−5} Ke gravitacÏnõÂi vazebnaÂ elstat energie (5 · 10^{−9}) JadernaÂ vazebnaÂ energie (10^{−7}), gravitacÏnõÂ vazebnaÂ energie (1% )

2.1.1 SlabyÂ princip ekvivalence

- GravitacÏnõÂ hmotnost libovolneÂho teÏlesa se rovnaÂ hmotnosti setrvacÏneÂ.

- V daneÂm gravitacÏnõÂm poli padajõÂ vsÏechna teÏlesa se stejnyÂm zrychlenõÂm. Nejde lokaÂlneÏ zjistit, zda jde o gravitacÏnõÂ pole, nebo setrvacÏneÂ sõÂly ve zrychleneÂm systeÂmu.

⃗g � � ⃗F = m⃗g

systeÂm statickyÂ ⃗F = m⃗g

⃗g � � � ⃗F = m⃗g

padajõÂcõÂ vyÂtah ⃗F = 0

VsÏechny fyzikaÂlnõÂ procesy probõÂhajõÂ stejneÏ v gravitacÏnõÂm poli a ve zrychleneÂm vyÂtahu. Pokud je gravitacÏnõÂ pole homogenõÂ −⃗a = ⃗g.

⃗g � � ⃗F = m⃗g

grav. pole ⃗F = m⃗g

⃗g �

�⃗a

� ⃗F = m⃗g

zrychlujõÂcõÂ vyÂtah, setrvacÏnaÂ sõÂla ⃗F = m(−⃗a)

ReaÂlneÂ gravitacÏnõÂ pole je nehomogenõÂ. V padajõÂcõÂ zdvizÏi lze lokaÂlneÏ zrusÏit gravitacÏnõÂ pole a vyvolat beztõÂzÏnyÂ stav.

gravitacÏnõÂ pole � �

zrzchlenaÂ soustava � �

2.2 Princip ekvivalence

GravitacÏnõÂ pole je lokaÂlneÏ ekvivalentõÂ zrychleneÂmu pohybu systeÂmu (poli setrvacÏnyÂch sil). V padajõÂcõÂm systeÂmu je gravitacÏnõÂ pole zrusÏeno a fyzikaÂlnõÂ procesy probõÂhajõÂ dle zaÂkonuÊ STR. V kazÏdeÂm bodeÏ prostorocÏasu existuje lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂ systeÂm (LIS), v neÏmzÏ platõÂ fyzikaÂlnõÂ zaÂkony jako v STR. DuÊsledkem principu ekvivalence je naprÏõÂklad rudyÂ posuv zaÂrÏenõÂ a ohyb sveÏtla. RudyÂ posuv: UvazÏujme situaci, kdy body 1 a 2 jsou v klidu vuÊcÏi gravitacÏnõÂmu poli a vzdaÂlenost mezi nimi △l je velmi malaÂ.

⃗g

2

1 △l LIS

FregvencÏõÂ posuv sveÏtla vyslaneÂho z bodu 1 do bodu 2 urcÏõÂme v LIS. LIS v klidu v okamzÏiku vyslaÂnõÂ signaÂlu, v LIS se body 1 a 2 pohybujõÂ se zrychlenõÂm −⃗g nahoru. PlatõÂ △t_{21} =^{△l}_c . Rychlost bodu 2 je v = g△t =^{g△l}_c DochaÂzõÂ k DoppleroveÏ efektu, fregvence bude nizÏsÏõÂ, platõÂ △ν ν = v c = g△l c^2 . RozdõÂl gravitacÏnõÂho potenciaÂlu je (Φ_1 −Φ_2) = △Φ = g△l. △ν ν = △Φ c^2

ZtraÂtu energie fotonu spocÏteme pomocõÂ E = hν; m = hν/c^2; odtud △E = m△Φ =^{hν}_{c2} △Φ

△ν = △E h ⇒ △ν = ν △Φ c^2

Ohyb sveÏtla: V LIS se sveÏtlo sÏõÂrÏõÂ prÏõÂmocÏarÏe v gravitacÏnõÂm poli se tedy ohyÂbaÂ, nebot’LIS se pohybujõÂ se zrychlenõÂm ⃗g.

2.3 Princip obecneÂ kovariance

⃗g LIS PotõÂzÏe s deőnicõÂ inerciaÂlnõÂho systeÂmu - nelze odstõÂnit (globaÂlnõÂ) gravitacÏnõÂ pole; nelze realizovat volneÂ hmotneÂ body. Dle principu ekvivalence existujõÂ lokaÂlnõÂ inerciaÂlnõÂ systeÂmy (LIS), dohromady vsÏak netvorÏõÂ globaÂlnõÂ inerciaÂlnõÂ systeÂm. GravitacÏnõÂ pole zpuÊsobuje i potõÂzÏe prÏi synchronizaci hodin. Princip obecneÂ kovariance: FyzikaÂlnõÂ zaÂkony majõÂ tyÂzÏ tvar ve vsÏech sourÏadnyÂch systeÂmech (invariantnõÂ co se formy tyÂcÏe).

Princip ObecneÂ relativity: ZÏ aÂdnyÂ sourÏadnyÂ systeÂm nesmõÂ byÂt preferovaÂn. V STR jsou vyÂrazneÏ preferovaÂny inerciaÂlnõÂ systeÂmy. I prÏi jinyÂch sourÏadnicõÂch se objevõÂ cÏleny urcÏujõÂcõÂ vztah k IS (naprÏ. zrychlenõÂ systeÂmu). OTR deőnitiveÏ opousÏtõÂ prÏedstavu privilegovanyÂch sourÏadnic (źkrÏivocÏaraÂł bude i cÏasovaÂ sourÏadnice)

KarteÂzskeÂ sourÏadnice x^1(= x), x^2(= y), x^3(= z); a vaÂlcoveÂ sourÏadnice R, φ, z, jsou svaÂzaÂny vztahy

x = R cos(φ), y = R sin(φ), z = z.

Odtud spocÏteme jednotliveÂ diferenciaÂly, naprÏõÂklad dx = dR cos(φ) − R sin(φ) dφ. 4-interval (invariant) v ruÊznyÂch sourÏadnicõÂch

ds^2 = −(dx^0)^2 + (dx^1)^2 + (dx^2)^2 + (dx^3)^2, ds^2 = −(dx^0)^2 + dR^2 + R^2 dφ^2 + dz^2,^′

kde (dx^0)^2 = c^2 dt^2. Chceme-li popsat pomeÏry na rotujõÂcõÂm disku zavedem sourÏadnice t^′, R^′, φ^′, z^′ takto: S φ = 0 ω t′ = t, R′ = R, z′ = z,

φ^′ = φ − ωt; dφ = φ^′ + ω dt.

4-interval je v tomto prÏõÂpadeÏ

ds^2 = − c^2 � 1 − ω^2R^{′2} c^2 � dt^{′2}

+ dR^{′2} + R^{′2} dφ^{′2} + dz^{′2} + 2ωR^{′2} dφ^′ dt^′.

ObecnyÂ zaÂpis prostorocÏasoveÂho intervalu:

ds^2 = g_{αβ} dx^α dx^β , g_{αβ} = g_{αβ} (x^0, x^1, x^2, x^3), kde metrika g_{αβ} charakterizuje pouzÏityÂ sourÏadnyÂ systeÂm i vyÂsledky cÏasovyÂch meÏrÏenõÂ. Hodiny spojeneÂ s kolotocÏem (R^′ = φ^′ = z^′ =konst.). Chod hodin je daÂn cÏasem

dτ = 1 c � − ds^2 = � 1 − ω^2R^{′2} c^2 dt^′.

Rychlost nesmõÂ byÂt nadsveÏtelnaÂ a proto ω^{′2}R^{′2}/c^2 > 1 a tedy R^′ <^c_{|ω|} . OznacÏõÂme-li ωR^′ = v (dt^′ = dt), pak platõÂ

dτ = � 1 − v^2 c^2 , cozÏ je znaÂmyÂ vztah pro dilataci cÏasu. Hodiny na rotujõÂcõÂm disku (R^′ ≠ 0) jdou pomaleji nezÏ v IS. VidõÂme, zÏe informace o chodu hodin je obsazÏena v g_{αβ} . PodobneÏ deÂlkovaÂ meÏrÏenõÂ jsou obsazÏena v g_{αβ}. RotacÏnõÂ soustava S^′ je neinerciaÂlnõÂ - vyskytujõÂ se v nõÂ setrvacÏneÂ sõÂly (odstrÏedivaÂ a Coriolisova). Tyto sõÂly jsou urcÏeny koeőcienty g_{αβ} , ty tedy urcÏujõÂ pole setrvacÏnyÂch sil. Dle principu ekvivalence jsou pole setrvacÏnyÂch sil a pole gravitacÏnõÂ lokaÂlneÏ ekvivalentõÂ. Pole setrvacÏnyÂch sil je urcÏeno koeőcienty g_{αβ} ve vyÂrazu pro 4-interval. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe g_{αβ} by mohly popisovat i gravitacÏnõÂ pole. Probereme naprÏed, jak zapsat fyzikaÂlnõÂ zaÂkony v obecnyÂch sourÏadnyÂch systeÂmech.

PozÏadavky na sourÏadne systeÂmy. SourÏadnice jednoznacÏneÏ urcÏujõÂ body prostorocÏasu, blõÂzkyÂm boduÊm odpovõÂdajõÂ blõÂzskeÂ sourÏadnice. PrÏi pohybu se sourÏadnice musõÂ meÏnit spojiteÏ.^1 źHladkostł^2 soustavy sourÏadnic.Tyto podmõÂnky lze realizovat je-li prostorocÏas tzv. diferencovatelnou varietou.

2.3.1 ZaÂpis fyzikaÂlnõÂch zaÂkonuÊ

PouzÏijeme analogie ze STR. VelicÏiny mohou byÂt skalaÂry, vektory, nebo tenzory^3. TenzorovyÂ chrakter rovnic znacÏõÂ, zÏe budou mõÂt tyÂzÏ tvar ve vsÏech sourÏadnyÂch systeÂmech. MeÏjme dva sourÏadneÂ systeÂmy, systeÂm S se sourÏadnicemi x, a systeÂm S^′, x^′. Transformaci S → S^′ zapõÂsÏeme obecneÏ jako

x^{′μ} = x^{′μ}(x^ν ),

jsou to funkce spojiteÂ a dostatecÏneÏ diferencovatelneÂ (źhladkeÂł). JelikozÏ sourÏadnice urcÏujõÂ body jednoznacÏneÏ, musõÂ existovat inverznõÂ transformace

x^β = x^β (x^{′α}).

SkalaÂr je velicÏina jenzÏ se prÏi transformaci nemeÏnõÂ - (naprÏõÂklad 4-interval, vlastnõÂ cÏas, klidovaÂ hustota klidoveÂ hmotnosti). Pozici bodu urcÏuje funkce 4-promeÏnaÂch x^{′μ} = x^{′μ} � x^0, x^1, x^2, x^3 � . MuÊzÏeme deőnovat 4-rychlost (kontravariantõÂ 4-vektor) jako

U^μ = dx^μ dτ 1ExistujõÂ źsingulaÂrnõÂł vyjõÂmky odstranitelneÂ prÏechodem k jineÂmu sourÏadneÂmu systeÂmu.

2= diferencovatelnost azÏ do mrteÏ.

3SkalaÂry jsou tenzory nulteÂho rÏaÂdu, vektory jsou tenzory rÏaÂdu prvnõÂho.

4-rychlost se prÏi prÏechodu S → S^′ transformuje jako kontravariantõÂ 4-vektor

U^{′μ} =

∂x^{′μ} ∂x^α

U^α

DiferenciaÂly sourÏadnic se transformujõÂ jako kontravariantõÂ 4-vektory dx^{′μ} =

∂x^{′μ} ∂x^α dx^α.

Jak se transformuje kovariantõÂ 4-vektor ukaÂzÏeme na prÏõÂkladu 4-rozmeÏrnyÂ gradient skalaÂru

A^′_μ = a^′_{,μ} ≡

∂a^′ ∂x^{′μ} = ∂x^α ∂x^{′μ} ∂a ∂x^α = ∂x^α ∂x^{′μ} a_{,α} =

∂x^α ∂x^{′μ}

A_α.

ObecneÏ tedy platõÂ

T^{′μν}_ρ =

∂x^{′μ} ∂x^α

∂x^{′ν} ∂x^β

∂x^γ ∂x^{′ρ}

T^{αβ}_γ .

VõÂdõÂme formaÂlnõÂ podobnost s transformacemi rovnic v STR, ovsÏem zde^{∂x′μ}_{∂xα} ,^{∂xγ}_{∂x′}ρ nejsou konstanty. ParciaÂlnõÂ derivace obecnyÂch funkcõÂ 4 promeÏnyÂch jsou rovneÏzÏ funkcemi sourÏadnic. To umozÏnÏuje postihnout noveÂ efekty, prÏedevsÏõÂm to umozÏnÏuje popisovat gravitacÏnõÂ pole.

2.3.2 Pohyb volneÂ cÏaÂstice

Na pohyb volneÂ cÏaÂstice puÊsobõÂ jen gravitacÏnõÂ sõÂly. V LIS (sourÏadnice ξ^α) platõÂ pro pohyb (sveÏtocÏaÂru ξ^α = ξ^α(τ)) rovnice d^2 ξ^α dτ = 0.

V LIS se cÏaÂstice dle principu ekvivalence pohybuje rovnomeÏrneÏ prÏõÂmocÏarÏe. SourÏadnice v LIS vyjaÂdrÏõÂme pomocõÂ obecnyÂch sourÏadnic x^μ:

ξ^α = ξ^α(x^μ); dξ^α =

∂ξ^α ∂x^μ dx^μ.

ProstorocÏasovyÂ 4-interval jest

ds^2 = η_{αβ} dξ^α dξ^β = η_{αβ}

∂ξ^α ∂x^μ

∂ξ^β ∂x^ν dx^μ dx^ν = g_{μν} dx^μ dx^ν .

SlozÏky metrickeÂho tenzoru (kovariantnõÂ tenzor 2. rÏaÂdu)

g_{μν} = η_{αβ}

∂ξ^α ∂x^μ

∂ξ^β ∂x^ν obsahujõÂ informace o gravitacÏnõÂm poli. Na tento tenzor muÊzÏeme pohlõÂzÏet jako na matici 4×4. Existuje i inverznõÂ matice (kontravariantõÂ tenzor 2. rÏaÂdu) g^{μν} a platõÂ

g^{μν} g_{νκ} = δ^μ_κ .

Pohybouvou rovnici cÏaÂstice upravõÂme naÂsledujõÂcõÂm zpuÊsobem: d dτ � dξ^α dτ � = d dτ � ∂ξ^α ∂x^μ dx^μ dτ �

= d dτ � ∂ξ^α ∂x^μ � dx^μ dτ + ∂ξ^α ∂x^μ d dτ � dx^μ dτ �

= ∂ ∂x^ν � ∂ξ^α ∂x^μ � dx^ν dτ dx^μ dτ + ∂ξ^α ∂x^μ d dτ � dx^μ dτ �

= 0 � · ∂x^ρ ∂ξ^α

(2.1)

VõÂme, zÏe platõÂ

∂x^ρ ∂ξ^α

∂ξ^α ∂x^μ = ∂x^ρ ∂x^μ

= δ^ρ_μ,

pak (2.1) je d dτ � dx^ρ dτ � + ∂x^ρ ∂ξ^α

∂^2ξ^α ∂x^μ∂x^ν dx^μ dτ dx^ν dτ = 0 (2.2)

ZnaÂme 4-rychlost jako U^ρ =^{dxρ}_{dτ} prÏepõÂsÏeme (2.2) pak zavedeme oznacÏenõÂ Christofelovy symboly: d dτ (U^ρ) + Γ^ρ_{μν} U^μU^ν = 0; Γ^ρ_{μν} ≡

∂x^ρ ∂ξ^α

∂^2ξ^α ∂x^μ∂x^ν

VyjaÂdrÏõÂme Γ^ρ_{μν} pomocõÂ metrickeÂho tenzoru

∂g_{μν} ∂x^ρ

≡ g_{μν,ρ} = η_{αβ}

∂^2ξ^α ∂x^μ∂x^ρ

∂ξ^β ∂x^ν

+ η_{αβ}

∂ξ^α ∂x^μ

∂^2ξ^β ∂x^ν ∂x^ρ . Je zrÏemeÂ, zÏe^{∂2ξα}_{∂xμ∂xν} = Γ^ρ_{μν}^{∂ξα}_{∂xρ} , pak platõÂ:

(g_{σμ,ν} + g_{νσ,μ} − g_{μν,σ} ) = 2η_{αβ}

∂^2ξ^α ∂x^μ∂x^ν

∂ξ^β ∂x^σ = 2Γ^ϵ_{μν} g_{ϵσ} � � · g_{ρσ}

Γ^ρ_{μν} = 1 2 g^{ρσ} (−g_{μν,σ} + g_{σμ,ν} + g_{νσ,μ})

2.3.3 PohybovaÂ rovnice v NewtonovskeÂm prÏiblõÂzÏenõÂ

GravitacÏnõÂ pole statickeÂ a slabeÂ, blõÂzkeÂ vlastnostem inerciaÂlnõÂch systeÂmuÊ ve STR. MetrickyÂ tenzor pak muÊzÏeme rozepsat jako g_{μν} = η_{μν} + h_{μν} , kde h_{μν} je maleÂ ve sovnaÂnõÂ s η_{μν} . PlatõÂ h^{μν} = η^{μα}η^{νβ} h_{αβ} pak g^{μν} = η^{μν} − h^{μν} .

Pohyb cÏaÂstic v tomto prÏiblõÂzÏenõÂ je pomalyÂ U^i = u^i (⃗u je 3-rychlost) U^0 = c. PohybovaÂ rovnice (pro ρ = i) pak daÂvaÂ: d dτ U^i + Γ^i_{00} � U^0

�_2

= 0.

Pro maleÂ rychlosti je^d_{dτ} .=^d_{dt} , takzÏe

du^i dt + c^2Γ^i_{00} = 0

ChristofeluÊv symbol (^∂_{∂t} g_{μν} = 0, statickeÂ pole) je

Γ^i_{00} = 1 2 g^{iσ} (−g_{00,σ} + g_{0σ,0} + g_{σ0,0}) = 1 2 g^{iσ} (−h_{00,σ}) = − 1 2 η^{ij} h_{00,j}

Tedy^{dui}_{dt} =^1_2 η^{ij} c^2h_{00,j} . JelikozÏ η^{ij} je nelulovaÂ a rovnaÂ jedneÂ jen pro i = j = 1, 2, 3 platõÂ ve vektoroveÂm zaÂpisu d⃗u dt = grad � 1 2 c^2h_{00} � . Dle NewtonovskeÂ mechaniky to je pohybovaÂ rovnice cÏaÂstice v gravitacÏnõÂm poli daneÂm potenciaÂlem

Φ = − 1 2 c^2h_{00}.

Pro slabeÂ statickeÂ gravitacÏnõÂ pole je proto slozÏka g_{00} metrickeÂho tenzoru daÂna potenciaÂlem gravitacÏnõÂho pole:

g_{00} = − � 1 + 2Φ c^2 � , g_{00} urcÏuje rychlost chodu stojõÂcõÂch hodin (x^i =konst.)

−c^2 dτ^2 = ds^2 = g_{00}(c dt)^2.

Kapitola 3

ZakrÏiveneÂ prostory

Souvislosti gravitace a geometrickyÂch vlastnostõÂ prostorocÏasu. V deÂlkoveÂm elementu

ds^2 = g_{αβ} dx^α dx^β

g_{αβ} urcÏuje geometrii prostotocÏasu a x^α, x^β jsou obecneÂ sourÏadnice. Tento formalismus lze pouzÏõÂt v plocheÂm prostorocÏasu, ale i v zakrÏivenyÂch prostorocÏasech. GravitacÏnõÂ pole odpovõÂdaÂ zakrÏivenyÂm prostorocÏasuÊm. Vlastnosti prostorocÏasu v tomto prÏõÂpadeÏ nejsou stejneÂ jako v STR. Pro naÂzornost pouzÏijeme 2-dim. analogie

dl^2 = 2� α=1 2� β=1 g_{αβ} dx^α dx^β

V rovineÏ lze zaveÂst krÏivocÏareÂ sourÏadnice (polaÂrnõÂ), geometrickeÂ vlastnosti roviny se tõÂm nemeÏnõÂ. VyÂraz pro element intervalu leze uzÏõÂt i pro meÏrÏenõÂ vzdaÂlenostõÂ na povrchu koule dl^2 = r^2 dθ + r^2 sin^2 θ dφ.

A B

Θ

△φ

△Θ

φ

STR pouzÏõÂva MinkovskeÂho (plochyÂ) prostorocÏas - lze zaveÂst karteÂzskeÂ sourÏadnice a globaÂlnõÂ inerciaÂlnõÂ systeÂm. IdeaÂlnõÂ hodiny jdou vsÏude stejneÏ a platõÂ O = 2πr, α + β + γ = 180^o. OvsÏem v gravitacÏnõÂm poli globaÂlnõÂ IS neexistuje, hodiny jdou ruÊznou rychlostõÂ a geometrie prostorocÏasu nenõÂ MinkovskeÂho. MeÏrÏenõÂ? TuhaÂ teÏleÏsa (absolutneÏ) neexistujõÂ (ani v STR) soucÏet uÂhluÊ > 180^o obvod kruzÏnice < 2πr Konstrukce trojuÊhelnõÂkuÊ pomocõÂ sveÏtelnyÂch paprskuÊ Geometrie zakrÏiveneÂho prostorocÏasu popisujeme pomocõÂ g_{μν} MetrickyÂ tenzor popisuje i gravitacÏnõÂ pole (to je tedy ekvivalentnõÂ zakrÏivenõÂ prostorocÏasu). KlicÏem je univerzaÂlnost (princip ekvivalence) gravitacÏnõÂho puÊsobenõÂ. GravitacÏnõÂ pole puÊsobõÂ na vsÏechno stejneÏ, pohyb je rÏõÂzen zakrÏivenou geometriõÂ prostorocÏasu. LokaÂlneÏ lze zakrÏivenõÂ zanedbat - plocha splyÂvaÂ s rovinou - lokaÂlneÏ lze zaveÂst karteÂzskeÂ sourÏadnice.

α γ β α β γ STR-plochyÂ prostorocÏas OTR-gravitacÏnõÂ pole

α + β + γ = 180^o α + β + γ > 180^o

V gravitacÏnõÂm poli existuje v kazÏdeÂm bodeÏ LIS - lze uzÏõÂt karteÂzskeÂ sourÏadnice a zakrÏivenõÂ prostorocÏasu zanedbat. GlobaÂlneÏ karteÂzskeÂ sourÏadnice nelze zaveÂst, analogicky neexistuje globaÂlnõÂ STR. V OTR se pro popis gravitacÏnõÂho pole pouzÏõÂvaÂ formaÂlnõÂ aparaÂt popisujõÂcõÂ geometrii zakrÏivenyÂch ploch. Tento aparaÂt budeme aplikovat naÂzorneÏ na prÏõÂkladu 2-dim. zakrÏivenyÂch ploch. ZajõÂmaÂ naÂs vnitrÏnõÂ geometrie. NezajõÂmaÂ naÂs źvneÏjsÏõÂł (globaÂlnõÂ) geometrie - nezajõÂmaÂ naÂs vnorÏenõÂ teÂto zakrÏiveneÂ plochy do prostoru s vyzÏsÏõÂ dimenzõÂ. NaprÏõÂklad vnitrÏnõÂ geometrie vaÂlce je ekvivalentõÂ rovineÏ - lze na neÏm zaveÂst sõÂt’karteÂzskyÂch sourÏadnic. LõÂsÏõÂ se ovsÏem od roviny globaÂlnõÂmi topologickyÂmi vlastnostmi. GlobaÂlnõÂmi topologickyÂmi vlastnostmi se zde nebudeme zabyÂvat.

SkutecÏneÏ (vnitrÏneÏ) zakrÏivenou plochou je naprÏõÂklad kulovaÂ plocha. StõÂnoveÂ bytosti, zÏijõÂcõÂ jen na 2-dim plosÏe, vnõÂmajõÂ jen vnitrÏnõÂ geometrii. Z prÏedstavy 2-dim kuloveÂ plochy neplyne, zÏe by tato plocha musela byÂt vnorÏena do 3-dim prostoru; muÊzÏe existovat sama o sobeÏ.^1 V OTR prÏedstava zakrÏiveneÂho prostorocÏasu neimplikuje existenci źvõÂcerozmeÏrneÂho vesmõÂruł.

3.1 Metrika

ZavedeneÂ oznacÏenõÂ je pro prostorocÏas μ = 1, 2, 3, 4 a pro 2-dim plochu α = 1, 2. DiferenciaÂlnõÂ geometrie - lokaÂlnõÂ geometrickeÂ vlastnosti. VzdaÂlenost dvou blõÂzkyÂch boduÊ je urcÏena ds^2 = g_{μν} dx^μ dx^ν ,

kde g_{μν} = g_{μν} (x^σ ) tenzor 2. rÏaÂdu je funkcõÂ sourÏadnic x^σ . Vzhledem k symetrii

g_{μν} = g_{νμ}

existuje jen 10 nezaÂvislyÂch slozÏek metrickeÂho tenzoru. V kazÏdeÂm bodeÏ prostorocÏasu existuje jeden smeÏr dx^α kdy ds^2 < 0 a trÏi smeÏry dx^α kdy ds^2 > 0. CÏasovaÂ sourÏadnice je x^0 a x^i(i = 1, 2, 3) jsou sourÏadnice prostoroveÂ. Pak pro

dx^α = δ^α_0 dx^0 = (dx^0, 0, 0, 0) je ds^2 < 0 (0, dx^1, 0, 0), (0, 0, dx^2, 0), (0, 0, 0, dx^3)je ds^2 > 0. (3.1)

PrÏi transformaci do LIS je metrickyÂ tenzor prÏetransformovaÂn na MinkovskeÂho tenzor η_{μν} . MetrikyÂ tenzor se prÏi zmeÏneÏ sourÏadneÂho systeÂmu transformuje jako kazÏdyÂ jinyÂ tenzor 2. rÏaÂdu, to jest

g^′_{μν} =

∂x^α ∂x^{′μ}

∂x^β ∂x^{′ν} g_{αβ}.

MetrickyÂ tenzor se v nasÏich lesõÂch vyskytuje jako g_{μν} kovariantnõÂ a g^{μν} kontravariantnõÂ. PlatõÂ vztah

g^{μν} g_{νσ} = δ^μ_σ

PomocõÂ metrickeÂho tenzoru zvedaÂme a snizÏujeme indexy u vektoruÊ a tenzoruÊ

A^μ = g^{μσ}A_σ ; a A_β = g_{βα}A^α

SmõÂsÏenyÂmi slozÏkami metrickeÂho tenzoru jsou δ^μ_σ , nebot’ g^{μν} g_{νσ} = δ^μ_σ . PrÏi transformaci sourÏadnic x^{′μ} = x^{′μ}(x^α) platõÂ transformacÏnõÂ relace pro skalaÂr

a = a^′,

pro kontravariantnõÂ a kovariantnõÂ vektor

A^{′μ} =

∂x^{′μ} ∂x^α

A^α a A^′_μ =

∂x^σ ∂x^{′μ}

A_σ ,

a pro obecnyÂ tenzor

T^{′μν...}_{ρσ...} =

∂x^{′μ} x^α

∂x^{′ν} ∂x^β

. . .

∂x^γ ∂x^{′ρ}

∂x^δ ∂x^{′σ}

. . . T^{αβ...}_{γδ...}.

1A o mozÏnostech vlozÏenõÂ se dozvõÂte võÂce v prÏedmeÏtu Geometrie - Nashova veÏta o vlozÏenõÂ

V OTR jsou skalaÂry, vektory a tenzory funkcemi sourÏadnic, tj. funkcemi polohy. Jde tedy o pole skalaÂrnõÂ, vektoroveÂ a tenzoroveÂ. TakeÂ transformacÏnõÂ matice^{∂x′μ}_{∂xα} jsou obecneÏ funkce polohy, takzÏe v ruÊznyÂch mõÂstech prostorocÏasu se vektory a tenzory transformujõÂ ruÊzneÏ. (VyjõÂmkou jsou skalaÂry.) Proto nelze secÏõÂst dva 4-vektory v ruÊznyÂch bodech, ale skalaÂry ano.

dx^μ

A^μ(x^μ(1)) dx^μ

A^μ(x^μ(2))

Jak je zrÏejmeÂ z obraÂzku, jednaÂ se zde o dveÏ ruÊzneÂ tecÏneÂ roviny - nemaÂ smysl scÏõÂtat vektory dvou ruÊznyÂch rovin.

dx^{′ν} =

∂x^{′ν} ∂x^α dx^α

Tenzory lze scÏõÂtat, stejneÂho typu i naÂsobit a uÂzÏit. NaprÏõÂklad g_{αβ} = A^αB^β = A^αB_β je skalaÂrnõÂ soucÏin dvou vektoruÊ.

3.2 ParalelnõÂ prÏenos a derivace tenzoruÊ

MeÏjme daÂnu krÏivku (sveÏtocÏaÂru) v parametrickeÂm vyjaÂdrÏenõÂ x^μ = x^μ(λ), kde λ je parametr podeÂl sveÏtocÏaÂry (naprÏõÂklad vlastnõÂ cÏas). PodeÂl teÂto krÏivky vektoroveÂ pole A^μ(x^α(λ)). Chceme zjistit, jak se A^μ meÏnõÂ podeÂl krÏivky, urcÏit rychlost teÂto zmeÏny. (Tj. derivaci A^μ podeÂl λ.) ObycÏejnaÂ deőnice derivace

dA^μ dλ � � �_{λ0} = lim_{△λ→0}

A^μ (x^α(λ_0 + △λ)) − A^μ (x^α(λ_0)) △λ je zde nevhodnaÂ. Vektory v ruÊznyÂch bodech nemuÊzÏeme odecÏõÂtat. ObycÏejnaÂ derivace 4-vektoru nenõÂ 4-vektorem - nemaÂ invariantõÂ geometrickyÂ vyÂznam (zaÂvisõÂ na sourÏadnicõÂch). Deőnici je nutno stanovit tak, aby derivace byla 4-vektorem. Vektory je nutno odecÏõÂtat v teÂmzÏe bodeÏ.

zakrÏivenyÂ prostor

(1) (0) A^μ(x^μ(λ_0))

x^μ(λ_0) x^μ(λ^0 + △λ)

A^μ_{||} A^μ(x^μ(λ_0 + △λ))

(1) (0) ⃗A ⃗A(⃗r(λ_0))

⃗r(λ_0) ⃗r(λ^0 + △λ)

⃗A_{||} ⃗A(⃗r(λ_0 + △λ))

3 dim. euklidovskyÂ prostor

InspiracõÂ naÂm bude paralelnõÂ prÏenos v rovineÏ vyjaÂdrÏenyÂ v krÏivocÏaryÂch sourÏadnicõÂch. V bodeÏ (1) ⃗A = (A^r , 0) v bodeÏ (2) (△θ velmi maleÂ):

⃗A_{||} = � A^r cos △θ; 1 r A^r sin △θ � .= � A^r; 1 r A^r△θ �

.= ⃗A + � A^r; 1 r A^r△θ �

⃗A ⃗A_{||}

(1) (2)

⃗A_{||} Θ △Θ

r (2) A^r_{||} rA^Θ_{||}

Deőnujeme paralernõÂ prÏenos kontravariantnõÂho vektoru A^μ (x^μ → x^μ + △x^μ)

A^μ_{||}(x^α+△x^α) = A^μ(x^α)−Γ^μ_{ρσ} A^ρ(x^α)△x^σ (△x^σ → 0),

kde Γ^μ_{ρσ} jsou koeőcienty aőnõÂ konexe (obecneÏ funkce sourÏadnic). Deőnujeme absolutnõÂ derivaci^{DAμ}_{dλ} v bodeÏ x^μ(λ_0):

DA^μ dλ = lim_{△λ→0}

A^μ_{||}(λ_0 + △λ) − A^μ(λ_0) △λ . Takto deőnovanaÂ absolutnõÂ derivace je opeÏt 4-vektor. PouzÏijeme-li deőnici paralelnõÂho prÏenosu a △x^σ = −^{dxσ}_{dλ} △λ (minus, nebot’A^μ posunujeme zpeÏt)

DA^μ dλ � � �_{λ0} = lim_{△λ→0}

A^μ (x^α(λ_0 + △λ)) − A^μ (x^α(λ_0)) △λ + lim

x^λ→x^α(λ_0 )

Γ^μ_{ρσ} (x^α)A^ρ(x^α) dx^σ dλ � � �_{xα} = dA^μ dλ � � � �_{λ0} + Γ^{μρσ} (x^α(λ^0)) A^ρ (x^α(λ^0)) dx^σ dλ � � � �_{λ0} .

ZkraÂceneÏ

DA^μ dλ = dA^μ dλ + Γ^μ_{αβ} A^α dx^β dλ . Je-li vektor A^μ saÂm paralelneÏ prÏenaÂsÏen

DA^μ dλ = 0.

Je-li vektor A^μ deőnovaÂn v celeÂm prostoru (nebo okolõÂ x^α(λ)) pak

dA^μ dλ = ∂A^μ ∂x^β dx^β dλ ≡ A^μ_{,β} dx^β dλ DA^α dλ = (A^μ_{,β} + Γ^μ_{αβ} A^α) dx^β dλ . (3.2)

Aby toho nebylo maÂlo, zavedeme jesÏteÏ kovariantõÂ derivaci

A^μ_{;β} ≡ A^μ_{,β} + Γ^μ_{αβ} A^α.

PlatõÂ pravidlo, zÏe serivace soucÏtu je sourÏet derivacõÂ. Pro derivaci soucÏinu maÂme D dλ � A^αB^β � = DA^α dλ B^β + A^α

DB^β dλ . PlatõÂ, deőnujeme-li absolutnõÂ derivace kontravariantnõÂho tenzoru 2. rÏaÂdu

DT^{αβ} dλ = dT^{αβ} dλ + Γ^α_{μρ}T^{μβ} dx^ρ dλ + Γ^β_{μρ}T^{αμ} dx^ρ dλ . 3.3 AőnnõÂ konexe

MaÂme dva pozÏadavky na vlastnosti aőnõÂ konexe Γ^μ_{ρσ} (x^α)

• 1. MeÏla by umozÏnÏovat kontrakci nekonecÏneÏ malyÂch rovnobeÏzÏnõÂkuÊ.

A B

C D △x^μ_{(2)}

△x^μ_{(1)}

△x^μ_{(2)} − Γ^μ_{ρσ} △x^ρ_{(2)}△x^σ_{(1)}

△x^μ_{(1)} − Γ^μ_{ρσ} △x^ρ_{(1)}△x^σ_{(2)}

ParalelneÏ prÏwnwseneÂ vertory △x_{(1)}, △x_{(2)} se musejõÂ źsetkatł v bodeÏ C MaÂ tedy platit

△x^μ_{(1)} + △x^μ_{(2)} − Γ^μ_{ρσ} △x^ρ_{(2)}△x^σ_{(1)} = △x^μ_{(2)} + △x^μ_{(2)} + △x^μ_{(1)} − Γ^μ_{ρσ} △x^ρ_{(1)}△x^σ_{(2)}

Proto

(Γ^μ_{ρσ} − Γ^μ_{σρ}) △x^ρ_{(1)}△x^σ_{(2)} = 0 => Γ^μ_{ρσ} = Γ^μ_{σρ}.

AőnõÂ konexe je symetrickaÂ. (Nebyla-li by symetrickaÂ. dostaÂvaÂme prostorocÏas s torzõÂ.)

• 2. MeÏla by zachovaÂvat skalaÂrnõÂ soucÏin dvou vektoruÊ A^μ, B^μ paralelneÏ prÏenaÂsÏenyÂch. ZachovaÂnõÂ velikostõÂ vektoruÊ a uÊhlu mezi nimi. VõÂme, zÏe pro absolutnõÂ a kovariantnõÂ derivaci skalaÂru platõÂ Da dλ = da dλ ; a_{;α} = a_{,α}.

Jsou-li A^α_{||} , B_{||α} paraleleneÏ prÏeneseneÂ vektory A^α, B_α z bodu (0) do (1) podeÂle x^α(λ), pak

A^α_{||} B_{||α} = A^αB_β , B_{||α} = B_α + △B_α

A^α_{||} B_{||α} = � A^α − Γ^α_{μρ}A^μ dx^ρ dλ △λ � (B_α + △B_α)

.= A_αB_β − Γ_{αμρ}B_α dx^ρ dλ △λA^μ + △B_μA^μ.

Proto je △B_μ = Γ^α_{μρ}B_α△x^ρ. Potom je

DB_μ dλ = dB_μ dλ − Γ^α_{μρ}B^α dx^ρ dλ , B_{μ;ν} = B_{μ,ν} − Γ^α_{μν} B_α.

ObecneÏ pro tenzory platõÂ DT^{αβ...}_{μν...} dλ = T^{αβ...}_{μν...;ρ} dx^ρ dλ T^{αβ...}_{μν...;ρ} = T^{αβ...}_{μν...,ρ} + Γ^α_{κρ}T^{κβ...}_{μν...} + Γ^β_{κρ}T^{ακ...}_{μν...} + . . .

− Γ^ι_{μρ}T^{αβ...}_{ιν...} − Γ^ι_{νρ}T^{αβ...}_{μν...} − . . .

PrÏenaÂsÏõÂme-li A^α, B^β podeÂl x^α(λ) paralelneÏ �_{DAα}

dλ = 0,^{DBβ}_{dλ} = 0 � skalaÂrnõÂ soucÏin g_{αβ}A^αB^β musõÂ byÂt podeÂl krÏivky konstantõÂ. Tedy 0 = d dλ (g_{αβ} A^αB^β) = D dλ g_{αβ}A^αB^β ) = Dg_{αβ} dα A^αB^β + g_{αβ}

DA^α dλ B^β + g_{αβ} A^α

DB^β dλ = g_{αβ;ρ} dx^ρ dλ A^αB^β .

PlatõÂ pro libovolnaÂ A^α, B^β a libovolnou krÏivku, musõÂ tedy byÂt g_{αβ;ρ} = 0, resp.g^{αβ}_{;ρ} = 0, lze tedy zvysÏovat a snizÏovat indexy i u tenzoru, ktereÂ jsou zderivovaÂny. UrcÏujeme tõÂm ovsÏem i vztah mezi metrickyÂm tenzorem a aőnõÂ konexõÂ. Je totizÏ

g_{αβ,ρ} = Γ^κ_{αρ}g_{κβ} + Γ^κ_{βρ}g_{ακ}. VyuzÏijeme symetrie aőnõÂ konexe

−g_{αβ,ρ} + g_{ρα,β} + g_{βρ,α} = 2Γ^κ_{αβ} g_{κρ} � � � · g^{μρ}

Γ^μ_{αβ} = 1 2 g^{μρ}(−g_{αβ,ρ} + g_{ρα,β} + g_{βρ,α}) (3.3)

Christofelovy symboly 2. druhu

�_μ αβ � . PlatõÂ

Γ^ρ_{αρ} = 1 � |g| ∂ ∂x^α � |g| � , g = det(g_{αβ} )

DaÂle je

A^μ_{;μ} = 1 � |g| ∂ ∂x^μ � |g|A^μ �

Z transformacÏnõÂch vlastnostõÂ pro Christofelovy symboly

Γ^{′ρ}_{ικ} =

∂x^{′ρ} ∂x^μ

∂x^α ∂x^{′ι}

∂x^β ∂x^{′κ}

Γ^μ_{αβ} +

∂x^{′ρ} ∂x^ϵ

∂^2x^ϵ ∂x^{′ι}∂x^{′κ} je zrÏejmeÂ, zÏe Γ^μ_{αβ} nenõÂ tenzor. FyzikaÂlnõÂ vyÂznam: slozÏky Γ^μ_{αβ} mohou byÂt v neÏktereÂ sourÏadneÂ soustaveÏ nuloveÂ, v jineÂ nektereÂ nenuloveÂ. Γ^μ_{αβ} charakterizujõÂ gravitacÏnõÂ sõÂly; tj. intenzitu gravitacÏnõÂho pole. VõÂme, zÏe intenzita gravitacÏnõÂho pole v LIS vymizõÂ.

3.4 Geodetiky jako źnejprÏõÂmeÏjsÏõÂ cÏaÂrył

Deőnice: Geodetika je krÏivka x^μ = x^μ(λ), jejõÂzÏ tecÏnyÂ vektor^{dxμ}_{dλ} je podeÂl nõÂ prÏenaÂsÏen paralelneÏ (analogie s prÏõÂmkou v euklidovskeÂm prostoru). PlatõÂ tedy D dλ � dx^μ dλ � = 0.

Po dosazenõÂ

d^2 x^μ dλ + Γ^μ_{αβ} dx^α dλ dx^β dλ = 0.

VidõÂme, zÏe z geometickyÂch prÏedstav o źnejprÏõÂmeÏjsÏõÂ krÏivceł jsme dospeÏli ke stejneÂ rovnici jako pro pohyb volneÂho hmotneÂho bodu.

rovina

zakrÏivenaÂ plocha Pro cÏaÂstici s m ≠ 0 je aőnõÂ parametr ztotozÏnitelnyÂ s vlastnõÂm cÏasem τ. Pro fotony (m = 0) nikoliv, τ nemaÂ smysl. Geodetika je teÂzÏ extermaÂlnõÂ spojnicõÂ mezi dveÏma body A, B. (Nejde vzÏdy o nejkratsÏõÂ spojnici, muÊzÏe byÂt i nejdelsÏõÂ.)

3.5 KrÏivost

ParalelnõÂ prÏenos lze deőnovat jen podeÂl krÏivky. RozsÏõÂcÏit paralelismus na celyÂ prostor nenõÂ mozÏneÂ. Vyjdeme-li z daneÂho bodu (0), v neÏmzÏ je daÂn vektor A^μ0 a budeme jej do bodu (1) prÏenaÂsÏet podeÂl ruÊznyÂch krÏivek, dostaneme ruÊzneÂ vyÂsledky. Nelze rÏõÂct, kteryÂ z teÏchto vektoruÊ A^μ_{||} je ten spraÂvnyÂ. PodobneÏ, prÏeneseme-li vektor A^μ podeÂl uzavrÏeneÂ krÏivky do vyÂchozõÂho bodu, dostaneme obeceÏ jinyÂ vektor A^μ_{||}. UvedenaÂ vlastnost paralelnõÂho prÏenosu umozÏnÏuje deőnovat zakrÏivenõÂ prostorocÏasu (prostoru).

⃗A = ⃗A_{||} ⃗A = ⃗A_{||}

EuklidovskeÂ geometrie: svinutõÂ plochy do vaÂlce nevadõÂ, prÏenos paralelneÏ daÂvaÂ staÂle stejneÂ vyÂsledky.

⃗A ≠ ⃗A_{||}

KulovaÂ plocha: v zakrÏiveneÂm prostoru nelze zaveÂst globaÂlnõÂ karteÂzskeÂ sourÏadnice. ParalelnõÂ prÏenos (po uzavrÏeneÂ krÏivce) umozÏnÏuje kvalitativeÏ vyjaÂdrÏit mõÂru a charakter zakrÏivenõÂ. UvazÏujme krÏivky (0)(1)(3) a (0)(2)(3) tvorÏõÂcõÂ 4-uÂhelnõÂk. Strany 4- uÂhelnõÂku jsou maleÂ vektory (vystihujeme lokaÂlnõÂ vlastnosti geometrie). ZanedbaÂme-li velicÏiny vyzÏsÏõÂch rÏaÂduÊ. Vektory jsou uÂmeÏrny velicÏineÏ ϵ, zanedbaÂvaÂme velicÏiny rÏaÂdu ϵ^2 a vyÂsÏe. ParalelnõÂ prÏenos vektoru A^μ_{(0)} z (0) do (1) daÂvaÂ:

A^μ_{||(1)} = A^μ_{(0)} − Γ^μ_{ρσ} (x^α_{(1)})A^ρ_{(0)}△x^σ_{(1)}.

DaÂle prÏenesem tento vektor do bodu (3):

A^μ_{||(013)} = A^μ_{||(1)} − Γ^μ_{ικ}(x^α_{(0)}△x^α_{(1)})A^ι_{||(1)} · · � △x^κ_{(2)} − Γ^κ_{βγ} (x^α_{(0)})△x^β_{(2)}△^γ_{(1)} � .

(0) (1)

(3) (2) A^μ_{(0)} A^μ_{||(1)}

A^μ_{(013)}

△x^α_{(2)} △x^α_{(2)} − Γ^α_{βγ} △x^β_{(2)}△x^γ_{(1)}

△x^α_{(1)} Je Γ^μ_{ικ}(x^α_{(0)} + △x^α_{(1)}) = Γ^μ_{ικ}(x^α_{(0)}) + Γ^μ_{ικ,α}△x^α_{(1)}.

Po dosazenõÂ a zanedbaÂnõÂ cÏlenuÊ vyzÏsÏõÂch rÏaÂduÊ bude

A^μ_{||(013)} = A^μ − Γ^μ_{ρσ} A^ρ△x^σ_{(1)} − Γ^μ_{ικ}A^ι△x^κ_{(2)} −Γ^μ_{ικ,δ}A^ι△x^κ_{(2)}△x^δ_{(1)} +Γ^μ_{ικ}Γ^ι_{ρσ} A^ρ△x^σ_{(1)}△x^κ_{(2)} +Γ^μ_{ικ}Γ^κ_{βγ} A^ι△x^β_{(2)}△x^γ_{(1)}.

Hodnoty A^μ, Γ^μ_{ικ} bereme v bodeÏ (0). ParalelnõÂm prÏenosem A^μ_{(0)} do bodu (2) a poteÂ do (3) dostaneme

A^μ_{||(023)} = A^μ_{||(013)}(△x^α_{(1)} ↔ △x^α_{(2)}).

KrÏivost prostoru vystihuje rozdõÂl vektoruÊ, jenzÏ byly prÏenaÂsÏeny po ruÊznyÂch stranaÂch 4-uÂhelnõÂku

A^μ_{||(023)} − A^μ_{||(013)} = � Γ^μ_{βδ,γ} − Γ^μ_{βγ,δ} + Γ^ρ_{βδ}Γ^μ_{ργ} −Γ^ρ_{βγ} Γ^μ_{ρδ} � A^β △x^γ_{(1)}△x^γ_{(2)}.

RozdõÂl prÏenesenyÂch vektoruÊ zaÂvisõÂ na zvoleneÂm vektoru A^β a ne na vektorech △x^γ_{(1)}, △x^γ_{(2)}. Vliv krÏivosti prostoru charakterizuje vyÂraz v hranateÂ zaÂvorce :

R^α_{βγδ} = Γ^μ_{βδ,γ} − Γ^μ_{βγ,δ} + Γ^ρ_{βδ}Γ^μ_{ργ} − Γ^ρ_{βγ} Γ^μ_{ρδ} , takzvanyÂ RiemanuÊv tenzor (tenzor 4.rÏaÂdu). Pak

A^α_{||(023)} − A^α_{||(013)} = R^α_{βγδ}A^β △x^γ_{(1)}△x^δ_{(2)}.

PlatõÂ-li d dλ = ∂ ∂x^γ dx^γ dλ a D ∂v = ∂ ∂x^ρ

∂x^ρ ∂v , pak deőnice kovariantnõÂch derivacõÂ 4-vektoruÊ (tenzoruÊ) lze odvodit, zÏe D dλ � D ∂v A^α � − D ∂v � D dλ A^α � = −R^α_{μβγ} A^μ dx^γ dλ dx^δ dv A^α_{;βγ} − A^α_{;γβ} = −R^α_{μβγ} A^μ

Z poslednõÂ rovnice je zrÏejmeÂ, zÏe R^α_{μβγ} je tenzorem 4. rÏaÂdu. RiemanuÊv tenzor invariantnõÂm zpuÊsobem charakterizuje krÏivost zakrÏivenyÂch prostoruÊ. V plocheÂm prostoru (v neÏmzÏ lze zaveÂst karteÂzskyÂ systeÂm sourÏadnic) je v kazÏdeÂm bodeÏ R^α_{βγδ} = 0. V kareÂzskyÂch sourÏadnicõÂch jsou g_{μν} konstanty (g_{μν} = η_{μν} ), takzÏe Γ^α_{βγ} = 0 a z deőnice tenzoru krÏivosti pak plyne R^α_{βγδ} = 0. RovnobeÏzÏnost vektoruÊ pak lze deőnovat v celeÂm prostoru nezaÂvisle na zvoleneÂ krÏivce - hovorÏõÂme o inegrabiliteÏ paralelnõÂho prÏenosu. Symetrie Riemanova tenzoru VypõÂsÏeme je pro kovariantõÂ slozÏky Riemanova tenzoru

R_{αβγδ} = −R_{βαγδ} = −R_{αβδγ} = R_{γδαβ} (3.4) R_{α(βγδ)cykl} = R_{αβγδ} + R_{αγδβ} = 0. (3.5)

UÂ zÏenõÂ Riemanova tenzoru:

Ricciho skalaÂr: R_{μν} = R^ρ_{μρν} SkalaÂr krÏivosti: R = R^α_α

EinsteinuÊv tenzor: G_{μν} = R_{μν} − 1 2 Rg_{μν}

PlatõÂ duÊlezÏiteÂ vztahy

R_{αβ} = R_{βα}, G_{αβ} = G_{βα} a G^{μν}_{;ν} = 0.

Bianchiho identity:

R_{αδβγ;ν} + R_{αδνβ;γ} + R_{αδγν;β} = 0.

Kapitola 4

Gravitace a geometrie zakrÏivneÂho prostorocÏasu

GravitacÏnõÂ pole je v OTR popisovaÂno zakrÏivenyÂm prostorocÏasem. Souvislost mezi velicÏinami charakterizujõÂcõÂmi gravitacÏnõÂ pole a zakrÏivenyÂ prostorocÏas je naÂsledujõÂcõÂ. MetrickyÂ tenzor g_{μν} - potenciaÂly gravitacÏnõÂho pole (g_{μν} = g_{νμ} ⇒ 10 nezaÂvislyÂch slozÏek, potenciaÂluÊ). AőnõÂ konexe Γ^μ_{αβ} (kombinace pariciaÂlnõÂch derivacõÂ g_{μν} ) - intenzita gravitacÏnõÂho pole (40 nezaÂvislyÂch slozÏek). RiemanuÊv tenzor R_{αβγδ} - rozdõÂly intenzity v blõÂzkyÂch bodech - slapoveÂ sõÂly gravitacÏnõÂho pole.

4.1 FyzikaÂlnõÂ zaÂkony v zakrÏiveneÂm prostorocÏasu

NejprÏirozeneÏjsÏõÂmi pozorovateli v OTR jsou ti, kterÏõÂ lokaÂlneÏ nepocit’ujõÂ uÂcÏinky gravitacÏnõÂho pole - volneÏ padajõÂcõÂ pozorovateleÂ. FyzikaÂlnõÂ procesy popisuje takovyÂ pozorovatel v LIS se sourÏadnicemi ξ^α. ZajõÂmajõÂ naÂs meÏrÏenõÂ (meÏrÏicõÂmi tycÏemi a ideaÂlnõÂmi hodinami) v okamzÏiku, kdy stojõÂ vuÊcÏi globaÂlnõÂ sourÏadneÂ soustaveÏ x^μ. CÏas meÏrÏeny ideaÂlnõÂmi hodinami v pocÏaÂtecÏnõÂm LIS oznacÏõÂme τ.

ds^2 = −(dξ^0)^2 + (dξ^1)^2 + (dξ^2)^2 + (dξ^3)^2 = −c^2 dτ^2

Pro stojõÂcõÂ hodiny je dξ^1 = dξ^2 = dξ^3 = 0. 4-interval je invariant, stejnyÂ ve vsÏech sourÏadnyÂch systeÂmech:

ds^2 = g_{μν} dx^μ dx^ν .

( JelikozÏ pocÏaÂtek LIS stojõÂ, daÂ se prÏedpoklaÂdat ds^2 = g_{00}(dx^0)^2.) Tedy

dτ = 1 c √ −g_{00} dx^0

- rychlost chodu hodin vzhledem k sourÏadnicõÂm cÏasu x^0.

x^0 = ct ⇒ dτ = √ −g_{00} dt

TõÂmto je daÂn fyzikaÂlnõÂ vyÂznam g_{00} - urcÏuje chod hodin v gravitacÏnõÂm poli.

4.2 ProstoroveÂ intervaly

dl^2 = (dξ^1)^2 + (dξ^2)^2 + (dξ^3)^2

PrÏi vyjaÂdrÏenõÂ dl^2 pomocõÂ x^μ je sitace obecneÏ komplikovanaÂ tõÂm, zÏe v transformacÏnõÂch vztazõÂch vystupuje i x^0; co je soucÏasneÂ vuÊcÏi LIS, nemusõÂ byÂt soucÏasneÂ z hlediska x^0. ObecneÏ nelze polozÏit dx^0 = 0; cÏlen nemusõÂm braÂt v uÂvahu v prÏõÂpadeÏ, kdy g_{0i} = 0. Je-li g_{0i} = 0, pak z dξ^0 = 0 ⇒ dx^0 = 0 ⇒ ds^2 = dl^2 takzÏe

dl^2 = g_{ij} dx^i dx^j

- urcÏuje ovlivneÏnõÂ meÏrÏenõÂ deÂlky v danyÂch sourÏadnicõÂch, naÂvod na urcÏenõÂ g_{ij} . (DeÂlky lze meÏrÏit pomocõÂ hodin a sveÏtelnyÂch signaÂluÊ △l = c△τ) GeometrickeÂ vlelicÏiny musõÂ vystupovat ve fyzikaÂlnõÂch zaÂkonech, ovlivnÏuje vsÏechny fyzikaÂlnõÂ procesy. Princip obecneÂ kovarince vyzÏaduje, aby fyzikaÂlnõÂ zaÂkony meÏly stejnyÂ tvar ve vsÏech sourÏadnicovyÂch soustavaÂch. SplnÏujõÂ zaÂkony źtenzor = tenzorł. Tenzory vuÊcÏi obecnyÂm transformacõÂm sourÏadnic; v zaÂkonech tedy musõÂ vystupovat velicÏiny tenzoroveÂho charakteru - tj, derivace absolutnõÂ a kovariantnõÂ.

Vyjdeme z principu ekvivalence, takzÏe zaÂkladem bude tvar v LIS. LIS maÂ systeÂm sourÏadnic ξ^α pokryÂvajõÂcõÂ jisteÂ okolõÂ zvoleneÂho bodu v prostorocÏasu (pocÏaÂtku LIS), v neÏmzÏ

g_{αβ} (ξ^μ = 0) = η_{αβ}

- metrika STR. Christofelovy symboly jsou v tomto prÏõÂpadeÏ nuloveÂ:

Γ^α_{βγ} (ξ^μ = 0) = 0

- gravitacÏnõÂ sõÂly nuloveÂ. LIS neõÂ urcÏeno jednoznacÏneÏ (naprÏ. jsou mozÏneÂ Lorentzovy transformace). V pocÏaÂtku LIS se absolutnõÂ derivace rovnaÂ obycÏejneÂ a kovariantõÂ derivace se rovnaÂ parciaÂlnõÂ. Dle principu ekvivalence platõÂ v LIS zaÂkony STR (v pocÏaÂtku LIS). Ty se ale nezmeÏnõÂ nahradõÂme-li obycÏejneÂ derivace absolutnõÂmi, parciaÂlnõÂ kovariantnõÂmi. TõÂm zaÂkony v souladu s principem obecneÂ kovariance automaticky zõÂskaÂvajõÂ obecneÏ kovariantõÂ tvar. PrÏechod od STR k

OTR je formaÂlneÏ prÏechodem źod cÏaÂrek ke strÏednõÂkuÊmł, d dτ → D dτ , η_{μν} → g_{μν}

Toto jednoduceÂ pravidlo platõÂ jen kdyzÏ zaÂkony obsahujõÂ derivace 1. rÏaÂdu! KovariantnõÂ derivace 2. rÏaÂdu se neredukujõÂ v pocÏaÂtku LIS na parciaÂlnõÂ derivace, nebot’obsahujõÂ Γ^μ_{αβ,γ} , jezÏ jsou v zakrÏiveneÂm prostoru obecneÏ nenuloveÂ. ZaÂlezÏõÂ na porÏadõÂ derivovaÂnõÂ a nenõÂ jasneÂ, jakeÂ porÏadõÂ prÏi prÏechodu od STR volit. Ve fyzikaÂlnõÂch zaÂkonech se obecneÏ mohou objevit cÏleny obsahujõÂcõÂ RiemanuÊv tenzor (v STR nenõÂ). NaprÏõÂklad, kdyzÏ dochaÂzõÂ k interakci vnitrÏnõÂ struktury cÏaÂstice se slapovyÂmi silami.

4.3 ZaÂkladnõÂ fyzikaÂlnõÂ zaÂkony v OTR

4-rychlost cÏaÂstice je deőnovanaÂ analogicky STR:

U^μ = dx^μ dτ ; τ = 1 c � − ds^2 = 1 c � −g_{μν} dx^μ dx^ν .

Pohyb volneÂ cÏaÂstice

DU^μ dτ = 0.

PodobneÏ jako v STR je U^μU_μ = −c^2. Pro cÏaÂstici s klidovou hmotnostõÂ m_0 deőnujeme 4-rychlost

P^μ = m_0U^μ, takzÏe P^μP_μ = −m^2_0c^2.

Pro cÏaÂstici s nulovou klidovou hmotnostõÂ (m_0 = 0) je

P^μP_μ = 0.

Rovnice pro pohyb volneÂ cÏaÂstice^D_{dτ}

�_{dx}μ dτ � = 0 lze psaÂt ve tvaru d^2 x^μ dτ^2

+ Γ^μ_{αβ} dx^α dτ dx^β dτ = 0,

(pro m_0 = 0 platõÂ taÂzÏ rovnice, ale τ nenõÂ vlastnõÂ cÏas, nyÂbrzÏ aőnõÂ parametr; pro fotony je ds^2 = 0). VolneÂ cÏaÂstice se tedy pohybujõÂ po geodetikaÂch, tj. nejprÏõÂmeÏjsÏõÂch krÏivkaÂch v prostorocÏsu; trajektorie v 3-dimenzionaÂlnõÂm prostoru ovsÏem mohou byÂt vyÂrazneÏ zakrÏiveneÂ (naprÏ. kruhoveÂ orbity v centraÂlnõÂm poli). MaÂli cÏaÂstice hmotnost m_0 a naÂboj q, jejõÂ pohybovaÂ rovnice v elektromagnetickeÂm poli je

D(m_0U^μ) dτ = qF^μ_ν U^ν ;

F^μ_ν je tenzor elektromagnetickeÂho pole. ChovaÂnõÂ elektromagnetickeÂho pole je daÂno MaxwellovyÂmi rovnicemi:

F^{μν}_{;ν} = μ_0j^μ; F_{[αβ;γ]cykl} = 0,

j^μ je hustota 4-proudu a F_{μν} = A_{ν;μ} − A_{μ;ν} .

−A^{α;μ}_μ + A^μ_{;μ}^α = μ_0j^α −A^{α;μ}_μ + A^{μ;α}_μ = μ_0j^α −A^{α,μ}_μ + A^μ_{;μ}^α + R^α_μA^μ = μ_0j^α Lorentzova podmõÂnka A^{α;μ}_μ = 0, �A^α = 0.

Tenzor energie-hybnosti:

T^{μν} = ρU^μU^ν − nekoherentõÂ prach

T^{μν} = � ρ + p c^2 � U^μU^ν + pg^{μν} − dokonalaÂ kapalina

(4.1)

ρ - hustota hmotnosti (meÏrÏenaÂ v LIS, kteryÂ vuÊcÏi prachu, respektive kapalineÏ, je v daneÂm okamzÏiku v klidu), p - tlak (meÏrÏenyÂ stejnyÂm zpuÊsobem).

T^{μν}_{elmag} = 1 μ_0 � F^μ_ρF^{νρ} − 1 4 g^{μν} (F_{ρσF} ρσ ) �

PlatõÂ duÊlezÏityÂ zaÂkon zachovaÂnõÂ:

T^{μν}_{;ν} = 0

neboli T^{μν}_ν = −Γ^μ_{ρν} T^{ρν} − Γ^ν_{ρν} T^{μρ}. (4.2)

Energie a hybnosti laÂtek a polõÂ se v OTR nezachovaÂvajõÂ! (Kdyby se zachovaÂvaly, musel by byÂt v rovnici (4.2) cÏlen na praveÂ straneÏ nulovyÂ.) NaprÏõÂklad pro μ = 0 plyne ∂ϵ ∂t = div ⃗S ≠ 0,

kde ϵ je hustota energie, ⃗S hustota toku energie. Po integrovaÂnõÂ prÏes konecÏnou oblast - prÏõÂrustek energie v daneÂ oblasti se obecneÏ nerovnaÂ mnozÏstvõÂ energie, jezÏ do nõÂ vproudilo. Tento vyÂsledek je daÂn skutecÏnostõÂ, zÏe T^{μν} nezahrnuje energii a hybnost gravitacÏnõÂho pole. PrÏitom naprÏõÂklad systeÂm cÏaÂstic roste na uÂkor energie gravitacÏnõÂ.

4.4 EinsteinuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon

Geometrie prostorocÏasu ovlivnÏuje chovaÂnõÂ hmoty. Hmota naopak urcÏuje chovaÂnõÂ prostorocÏasu , jeho zakrÏivenõÂ. Vliv hmoty na geometrii je daÂn gravitacÏnõÂm zaÂkonem. PrÏi źodvozenõÂł gravitacÏnõÂho zaÂkona v OTR nelze pouzÏõÂt princip ekvivalence a vyjõÂt z LIS - v STR gravitacÏnõÂ zaÂkon neexistuje. SpõÂsÏe nezÏ o odvozenõÂ puÊjde o postulovaÂnõÂ; uhaÂdnutõÂ gravitacÏnõÂho zaÂkona na zaÂkladeÏ teoretickyÂch uÂvah. V klasickeÂ mechanice platõÂ NewtonuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon, kteryÂ je pro slabaÂ a pomalu se meÏnõÂcõÂ pole v dobreÂm souladu s pozorovaÂnõÂm . Hledejme v neÏm proto inspiraci. NewtonuÊv gravitcÏnõÂ zaÂkon pro potenciaÂl Φ maÂ tvar

△Φ = 4πGρ. (4.3)

Na leveÂ straneÏ jsou druheÂ derivace potenciaÂlu, na praveÂ je strÏednõÂ hustota hmotnosti. V OTR je gravitacÏnõÂ pole popsaÂno hned deseti potenciaÂly g_{μν} . Pro slabeÂ stacionaÂrnõÂ pole, kdy je g_{00} .= − � 1 +^{2Φ}_{c2} � musõÂ OTR splyÂvat s newtonovskou teoriõÂ. Je tedy prÏirozeneÂ prÏedpoklaÂdat, zÏe na leveÂ straneÏ gravitacÏnõÂho zaÂkona budou derivace potenciaÂluÊ g_{μν} . Dle principu obecneÂ kovariance musõÂ mõÂt gravitacÏnõÂ zaÂkon tyÂzÏ tvar ve vsÏech sourÏadnyÂch soustavaÂch, tj. musõÂ mõÂt tenzorovyÂ tvar. PouzÏijeme princip jednoduchosti: druheÂ derivace g_{μν} by meÏly vystupovat jen lineaÂrneÏ. Tedy levaÂ strana gravitacÏnõÂho zaÂkona musõÂ obsahovat R^α_{βγδ}, g_{μν} a jejich kombinace, tj. R_{αβ} , R, Rg_{μν} . Nikoliv R^2, RR_{αβ}, nebot’pak jizÏ obsahuje druheÂ derivace g_{αβ} kvadraticky. Na praveÂ straneÏ Newtonova zaÂkona je hustota hmotnosti (energie). V OTR by meÏla pravaÂ strana byÂt tenzorem a obsahovat hustotu energie. Ta je ovsÏem slozÏkou tenzoru energie-hybnosti. Prot je vhodneÂ hledat gravitacÏnõÂ zaÂkon ve tvaru

(tenzor obsahujõÂcõÂR^α_{βγδ}, g_{μν} )_{μν} = k · T_{μν} .

LevaÂ strana - tenzor 2. rÏaÂdu ⇒ muÊzÏe obsahovat R_{μν} , g_{μν} , Rg_{μν} . Vzhledem k tomu, zÏe pro tenzor energiehybnosti platõÂ źzaÂkon zachovaÂnõÂł T^{μν}_{;ν} = 0, musõÂ takeÂ levaÂ strana gravitacÏnõÂho zaÂkona splnÏovat analogickou podmõÂnku:

(levaÂ strana)^{μν}_{;ν} = 0.

Kombinace R_{αβ} , R, g_{αβ} splnÏujõÂcõÂ tuto podmõÂnku je EinsteinuÊv tenzor: G^{μν}_{;ν} = 0.

GravitacÏnõÂ zaÂkon by tedy meÏl mõÂt tvar

G_{μν} = k · T_{μν} .

Tento zaÂkon svazuje geometrii prostorocÏasu (levaÂ strana) s rozlozÏenõÂm hmoty (zdrojovyÂ cÏlen na praveÂ straneÏ). EinsteinuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon lze upravit naÂsledujõÂcõÂm zpuÊsobem:

R_{μν} − 1 2 g_{μν} R = kT_{μν} � �g^{μν} R − 1 2 R · 4 = kT^α_α; T^α = T − stopa

R = −kT.

Tedy

R_{μν} = k � T_{μν} − 1 2 T g_{μν} � . Konstantu k urcÏõÂme z principu korenspondence (pro slabaÂ stacionaÂrnõÂ pole). EinsteinuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon prÏechaÂzõÂ na NewtonuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon. MaÂme g_{μν} = η_{μν} + h_{μν} ; kde h_{μν} ∼ ϵ, |ϵ| << 1; cÏleny ∼ ϵ^2, ∼ ϵ^3 zanedbaÂvaÂme. JelikozÏ h_{μν} ∼ ϵ pak i Γ^α_{βγ} ∼ ϵ a v R^α_{βγδ} zanedbaÂvaÂme cÏleny ΓΓ. Z tohoto plyne

R_{μν} .= Γ^ρ_{μν,ρ} − Γ^ρ_{μρ,ν} .

VysÏetrÏeme slozÏku R_{00}; za prÏedpokladu stacionarity (derivace dle x^0 rovny nule) bude

R_{00} .= Γ^ρ_{00,ρ} = Γ^i_{00,i} = ∂ ∂x^i � −g^{ij} 1 2 g_{00,ij} � . JelikozÏ g_{00} = − � 1 +^{2Φ}_{c2} � , bude

R_{00} = 1 c^2 η^{ij} Φ_{ij} = 1 c^2 △Φ.

PravaÂ strana pro nekoherentõÂ prach T_{μν} = ρU_μU_ν , cozÏ daÂva T = −ρc^2 vede ve stacionaÂrnõÂm prÏõÂpadeÏ s U_0 .= −c, T_{00} .= c^2ρ k vyÂrazu

T_{00} − 1 2 g_{00}T .= T_{00} − 1 2 η_{00}T .= 1 2 c^2ρ.

DostaÂvaÂme tedy △Φ =^k_2 c^4ρ; srovnaÂnõÂm s NewtonovyÂm gravitacÏnõÂm zaÂkonem (4.3) vychaÂzõÂ k = 8π^G_{c4} , takzÏe EinsteinuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon maÂ tvar

R_{μν} − 1 2 Rg_{μν} = 8πG c^4

T_{μν} .

PrÏipojõÂme-li takzavanyÂ kosmologickyÂ cÏlen Λg_{μν} (Λ je kosmologickaÂ konstanta), maÂ EinsteinuÊv gravitacÏnõÂ zaÂkon tvar

R_{μν} − 1 2 Rg_{μν} + Λg_{μν} = 8πG c^4

T_{μν} .

JelikozÏ g^{μν}_{;ν} = 0, platõÂ staÂle (levaÂ strana)^{μν}_ν = 0. Pro slabeÂ stacionaÂrnõÂ pole vsÏak dostaÂvaÂme

△Φ + 2ΛΦ = 4πGρ − Λc^2

(NewtonuÊv g.z. dostaÂvaÂme jen kdyzÏ Λ = 0). Pro velmi malaÂ Λ by vsÏak odchylky od Newtonova zaÂkona v raÂmci slunecÏnõÂ soustavy mohly byÂt pod hranicõÂ dnesÏnõÂch pozorovacõÂch chyb. Odchylky se ovsÏem budou vzÏdy projevovat na velkyÂch vzdaÂlenostech. NaprÏõÂklad v praÂzdneÂm prostoru (ρ = 0) je rÏesÏenõÂm Newtonova g.z. prÏi Λ = 0 potenciaÂl Φ ∼^1_r , zatõÂmco prÏi Λ ≠ 0 je to Φ ∼^1_r e^{−√2Λr}. Odtud naÂzev kosmologickaÂ konstanta. Einstein Λg_{μν} zavedl, aby zajistil staticÏnost jisteÂho kosmologickeÂho rÏesÏenõÂ. Tento argument pomeÏrneÏ rychle padl. Λ lze chaÂpat jako pole, jezÏ puÊsobõÂ na vsÏe (prostrÏednictvõÂm zakrÏivenõÂ prostorocÏasu) a na neÏzÏ samotneÂ nepuÊsobõÂ nic. NeexistujõÂ experimentaÂlnõÂ duÊkazy Λ ≠ 0. NicmeÂneÏ lze ukaÂzat, zÏe kosmologickaÂ konstanta odpovõÂdaÂ hustoteÏ energie vakua a hraje klõÂcÏovou roli v dnesÏnõÂch kosmologickyÂch modelech.

Einsteinovy rovnice jsou nelineaÂrnõÂ! To komplikuje rÏesÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic. (PrÏõÂcÏinou jsou soucÏiny ChristoffelovyÂch symboluÊ v RiemanoveÏ tenzoru.) NeplatõÂ princip superpozice. GravitacÏnõÂ pole dvou teÏles nenõÂ daÂno soucÏtem (superpozicõÂ) pole jednotlivyÂch teÏles. GravitacÏnõÂ pole je rovno rozlozÏenõÂ energie (a hybnosti). Samo vsÏak maÂ energii, zpeÏtneÏ se ovlivnÏuje źbudõÂ samo sebeł. CelkoveÂ gravitacÏnõÂ pole dvou teÏles je slabsÏõÂ nezÏ soucÏet polõÂ samostatnyÂch teÏles. DochaÂzõÂ ke gravitacÏnõÂmu uÂbytku hmotnosti daneÂmu gravitacÏnõÂ vazebnou energiõÂ (kteraÂ je zaÂpornaÂ).

4.5 SfeÂricky symetrickeÂ gravitacÏnõÂ pole

DuÊsledky OTR lze oveÏrÏovat na zaÂkladeÏ srovnaÂnõÂ prÏedpoveÏdõÂ teorie s pozorovaÂnõÂm. Proto ovsÏem musõÂme hledat rÏesÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic. Pro testovaÂnõÂ OTR v raÂmci slunecÏnõÂ soustavy tedy musõÂme naprÏed urcÏit gravitacÏnõÂ pole buzeneÂ sluncem, tj. rÏesÏit Einsteinovy rovnice, kdyzÏ zdrojovyÂ cÏlen je daÂn rozlozÏenõÂm ...??? (a jeho okolõÂ). Vliv meziplanetaÂrnõÂho prostrÏedõÂ, detaily stavby Slunce a jeho rotaci lze zanedbat - v dalsÏich prÏiblõÂzÏenõÂch je lze charakterizovat pomocõÂ malyÂch perturbacõÂ. MusõÂme tedy hledat gravitacÏnõÂ pole buzeneÂ sfeÂricky symetrickyÂm teÏlesem ve vakuu. TakoveÂ pole zjevneÏ bude takeÂ sfeÂricky symetrickeÂ. PrÏi rÏesÏnõÂ probleÂmu je vyÂhodneÂ pouzÏõÂt sfeÂrickeÂ sourÏadnice r, θ, φ. SourÏadnice θ, φ majõÂ stejnyÂ vyÂznam jako v eukleidovskeÂm prostoru. PozÏadavek sfeÂrickeÂ symetrie vyÂrazneÏ omezuje tvar metrickeÂho tenzoru. PrÏitom hodneÏ daleko od teÏlesa bude prostorocÏas plochyÂ a metrika bude mõÂt v sourÏadnicõÂch t, r, θ, φ tvar

ds^2 = −c^2 dt^2 + dr^2 + r^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � . ObecnaÂ metrika maÂ tvar (v uvedenyÂch sourÏadnicõÂch)

ds^2 = g_{00} dt^2 + r_{rr} dr^2 + g_{θθ} dθ^2 + g_{φφ} dφ^2 +2g_{0r} dt dr + 2g_{0θ} dt dθ + 2g_{0φ} dt dφ +2g_{rθ} dr dθ + 2g_{rφ} dr dφ + 2g_{θφ} dθ dφ.

Geometrie sfeÂricky symetrickaÂ se nesmõÂ meÏnit prÏi zaÂmeÏneÏ dφ → − dφ, dθ → − dθ prÏi libovolnyÂch dt, dr. Odtud ihned plyne g_{0θ} = g_{0φ} = g_{rθ} = g_{rφ} = 0. Geometrie na povrchu sfeÂry r =konst (t =konst) je stejnaÂ ve vsÏech bodech sfeÂry (metrika se nemeÏnõÂ prÏi otocÏenõÂ os x, y, z (karteÂzskyÂch) kolem pocÏaÂtku r = 0.) To je splneÏno pro metriku na povrchu koule v plocheÂm prostoru a lze dokaÂzat, zÏe geometrie na povrchu sfeÂry musõÂ byÂt ve sfeÂricky symetrickeÂm prÏõÂpadeÏ totozÏnaÂ s geometriõÂ sfeÂry v plocheÂm prostorocÏasu. Lze tedy psaÂt

g_{θθ} dθ^2 +2g_{θφ} dθ dφ+g_{φφ} dφ^2 = R^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � , kde obecneÏ je R = R(r, t). 2πR je obvod libovolneÂ hlavnõÂ kruzÏnice na sfeÂrÏe. Metrika musõÂ tedy mõÂt tvar

ds^2 = g_{00} dt^2+2g_{0r} dt dr+g_{rr} dr^2+R^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � , kde g_{00}, g_{0r}, g_{rr}, R jsou funkce r, t (a nemohou byÂt vzhledem k e sfeÂrickeÂ symetrii funkcemi θ, ϑ). PrÏejdeÏme nynõÂ k sourÏadnicõÂm t, r̃ = R(r, t). RadiaÂlnõÂ sourÏadnice tedy je obvod hlavnõÂ kruzÏnice sfeÂry r =konst, t =konst, deÏlenyÂ 2π. Metrika maÂ pak tvar

ds^2 = ~g_{00} dt^2+2 ~g_{0r} dt dr̃+ ~g_{rr} dr̃^2+r̃^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � , Tuto metriku lze diagonalizat, tj. naleÂzt sourÏadnici t̃ = t̃(r̃, t) takovou, zÏe platõÂ

~g_{00} dt^2 + 2~g_{0t} dt dr̃ + ~g_{rr} dr̃^2 = −c^2e^{2Φ} dt̃^2 + e^{2Λ} dr̃^2,

stacÏõÂ volit e^{2Λ} = ~g_{rr} −^{fg0r 2}_{fg00} ; ce^Φ dt̃ = � − ~g_{00} dt −

fg_{0r}

√_{− fg00} dr̃. SfeÂricky symetrickaÂ metrika maÂ konecÏnyÂ tvar

(t̃, r̃ → t, r):

ds^2 = −e^{2Φ}c^2 dt^2 + e^{2Λ} dr^2 + r^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � .

NoveÂ funkce Φ = Φ(r, t), Λ = Λ(r, t) nemajõÂ nic spolecÏneÂho s NewtonovskyÂm potenciaÂlem ani s kosmologickou konstantou. StandardnõÂm vyÂpocÏtem ChristoffelovyÂch symboluÊ a Riemanova tenzoru krÏivosti dojdeme k Einsteinovu tenzoru a k leveÂ straneÏ EinsteinovyÂch rovnic. Budeme hledat vakuoveÂ rÏesÏenõÂ (vneÏ teÏlesa), tj. T_{μν} = 0. Einsteinovy rovnice daÂvajõÂ G_{μν} ; dosazenõÂm za jednotliveÂ slozÏky G_{μν} dostaÂvaÂme soustavu rovnic ( ˙ ≡^∂_{∂t} ;^′ ≡^∂_{∂r} ):

e^{−2Λ} (1 − 2rΛ^′) − 1 = 0(4.4) e^{−2Λ} (1 − 2rΦ^′) − 1 = 0(4.5) − r^2 c^2 e^{−2Φ} � Λ̈ + Λ̇^2 − Λ̇Φ̇ � + r^2e^{−2Λ} � Φ^{′′} + Φ^{′2} − Φ^′Λ^′ + 1 r (Φ^′ − Λ^′) � = 0(4.6)

Λ̇ = 0(4.7)

Na promeÏnyÂch θ, φ slozÏky G_{μν} nezaÂvisõÂ v duÊsledku sfeÂrickeÂ symetrie; vyjõÂmkou je G_{33} = sin^2 G_{22} - cozÏ je ovsÏem daÂno sfeÂrickou symetriõÂ. EinsteinovyÂch rovnic je obecneÏ 10 - zbyÂvajõÂcõÂch 6 je splneÏno triviaÂlneÏ nebo zaÂvisõÂ na rovnicõÂch (4.4) - (4.7). MuÊzÏeme prÏistoupit k rÏesÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic (4.4) - (4.7). Z (4.7) plyne

Λ = Λ(r).

Λ nezaÂvisõÂ na t. OdecÏtenõÂm (4.4) a (4.5) dostaÂvaÂme

Λ^′ + Φ^′ = 0.

Tedy (Λ + Φ)^′ = 0 a odtud Λ + Φ = f(t), f(t) je libovolnaÂ funkce. Je tedy

Φ(r, t) = f(t) − Λ(r). (4.8)

Rovnici (4.4) lze upravit na tvar

−2Λ^′e^{−2Λ} = 1 r (1 − e^{−2Λ})

a zavedenõÂm substituce g(r) = e^{−2Λ(r)} dostaÂvaÂme

g^′ = 1 r (1 − g).

Tuto rovnici lze rÏesÏit separacõÂ promeÏnyÂch. RÏ esÏenõÂ je g = 1 −^K_r , kde K je libovolnaÂ konstanta. Proto je

e^{2Λ} = 1 1 −^K_r

. (4.9)

Z rovnice (4.8) daÂle plyne

e^{2Φ} = e^{2f (t)} − e^{−2Λ} = e^{2f (t)} � 1 − K r � (4.10)

RÏ esÏenõÂ (4.9), (4.10) vyhovujõÂ rovnicõÂm (4.4), (4.5),(4.7). UvazÏujem jesÏteÏ rovnici (4.6). PrÏi Λ̇ = 0 je prvnõÂ cÏlen identicky roven nule. DruhyÂ cÏlen: 1 2 re^{−2Λ}e^{−2Φ} � e^{2Φ}(1 + 2rΦ^′) − 1

�_′ = 1 2 re^{−(2Λ+2Φ)} � e^{2f (t)}e^{−2Λ}(1 + 2rΦ^′) − 1

�_′ = r 2 e^{−(2Λ+2Φ)} � e^{2f (t)} − 1 � = 0, kde bylo vyuzÏito (4.10) a (4.5). Rovnice (4.6) je tedy splneÏna identicky. VyÂraz (4.10) urcÏujõÂcõÂ g_{00} lze zjednodusÏit volbou cÏasoveÂ sourÏadnice t̃ = t̃(t), dt̃ = e^{f (t)} dt. Pak je ~g_{00} = e^{−2f (t)}g_{00} a koeőcient e^{2f (t)} tõÂm z (4.10) vypadne. OznacÏenõÂ~opeÏt vynechaÂme (budeme prosteÏ prÏepoklaÂdat f(r) = 0). SfeÂricky symetrickeÂ rÏesÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic lze tedy psaÂt ve tvaru

ds^2 = − � 1 − K r � c^2 dt^2 + dr^2 � 1 −^K_r � +r^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � . (4.11)

KazÏdeÂ dalsÏõÂ sfeÂricky symetrickeÂ rÏesÏenõÂ EinsteinovyÂch rovnic ve vakuu lze dostat z (4.11) transformacõÂ sourÏadnic. Z fyzikaÂlnõÂho hlediska jde o toteÂzÏ rÏesÏenõÂ - popisujõÂ tuteÂzÏ geometrii prostorocÏasu, pouze uzÏõÂvajõÂ jineÂ sourÏadnice.

Metrika (4.11) nazaÂvisõÂ na cÏase (g_{μν,0} = 0). Proto ani geometrie prostorocÏasu nezaÂvisõÂ na cÏasoveÂ sourÏadnici t, tj. gravitacÏnõÂ pole (geometrie) je statickeÂ.

BirkhoffuÊv teoreÂm: SfeÂricky symetrickeÂ gravitacÏnõÂ pole ve vakuu je nutneÏ statickeÂ. (PouzÏijeme-li cÏasovou sourÏadnici t, odpovõÂdajõÂcõÂ MinkowskeÂho prostorocÏasu v nekonecÏnu.) źNevhodnouł volbou sourÏadnic by bylo mozÏno docõÂlit, zÏe g_{μν} budou na cÏase zaÂviset - to platõÂ, vezmeme-li sourÏadnyÂ systeÂm, jenzÏ se naÂm s cÏasem meÏnõÂ, rozpõÂnaÂ, pulzuje, hroutõÂ, apod. StaticÏnost gravitacÏnõÂho pole je daÂna tõÂm, zÏe muÊzÏeme naleÂzt soustavu sourÏadnic v nõÂzÏ g_{μν} na cÏase nezaÂvisõÂ. V obecneÂ gravitacÏnõÂm poli takovou sourÏadnou soustavu naleÂzt nelze. Metrika (4.11) zaÂvisõÂ na jedineÂ konstanteÏ K. Je zrÏejmeÂ, zÏe tato konstanta zaÂvisõÂ na hmotnosti M sfeÂricky symetrickeÂho teÏlesa. PrÏi znalosti T_{μν} bychom mohli rÏesÏit Einsteinovy rovnice i uvnitrÏ teÏlesa a z napojenõÂ na vneÏjsÏõÂ rÏesÏenõÂ urcÏit K. To lze proveÂst jednodusÏeji srovnaÂnõÂm s Newtonovskou teoriõÂ daleko od teÏlesa, kde je pole slabeÂ. NewtonuÊv potenciaÂl Φ_N buzenyÂ sfeÂricky symetrickyÂm teÏlesem o hmotnosti M je Φ_N = −^{GM}_r . Ve sfeÂrickeÂm stacionaÂrnõÂm poli platõÂ g_{00} = − � 1 +^{2ΦN}_{c2} � , takzÏe

g_{00} = − � 1 − 2GM c^2r � . Zavedeme-li sourÏadnici x^0 = ct, vidõÂm, zÏe K = 2GM c^2

= r_g .

DostaÂvaÂme tedy vakuovou Schwarzchildovu metriku

ds^2 = − � 1 − 2GM c^2r � c^2 dt^2 + � 1 − 2GM c^2r

�_{−1} dr^2

+r^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � . GravitacÏnõÂ polomeÏr teÏlesa je r_g =^{2GM}_{c2} .

Kapitola 5

ExperimentaÂlnõÂ proveÏrky OTR

5.1 AlternativnõÂ teorie gravitace

PrÏed vznikem OTR existovala naprÏiklad NordstroÈmova teorie gravitace. Po vzniku OTR bylo vytvorÏeno mnoho dalsÏõÂch teoriõÂ. PrÏevaÂzÏneÏ veÏtsÏina z nich respektuje princip ekvivalence a pracuje s metrikou prostorocÏasu. Jde o metrickeÂ teorie, k nimzÏ jsou dodaÂvaÂna prÏõÂdavnaÂ pole charakterizujõÂcõÂ gravitaci (skalaÂrnõÂ, vektorovaÂ, tenzorovaÂ). Jedinou teoriõÂ obecneÏjsÏõÂho typu je Caranova, pracujõÂcõÂ s nesymetrickou aőnõÂ konexõÂ tj. s prostorocÏasem s torzõÂ.

UvazÏujme sfeÂricky symetrickeÂ pole, o neÏmzÏ prÏedpoklaÂdaÂme, zÏe je slabeÂ (naprÏõÂklad ve slunecÏnõÂ soustaveÏ), tj. �_{2GM}

c^2r � << 1. Pak je prÏiblizÏneÏ

ds^2 = − � 1 − 2GM c^2r � c^2 dt^2 + � 1 − 2GM c^2r � dr^2

+r^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � ;

tato metrika popisuje slabeÂ pole v OTR. JineÂ teorie gravitace dajõÂ jinou metriku, s jinyÂmi koeőcienty prÏed cÏleny 2GM c^2r , respektive jejich odmocninami. Tyto metrickeÂ cÏleny

se projevõÂ v rovnicõÂch popisujõÂcõÂch fyzikaÂlnõÂ deÏje a ruÊzneÂ teorie pak prÏedpovõÂdajõÂ ruÊzneÂ vyÂsledky experimentuÊ. NameÏrÏeneÂ hodnoty pak umozÏnÏujõÂ vyloucÏit nekorektnõÂ teorie. DosavadnõÂ vyÂsledky experimentuÊ jsou v souladu s OTR, ovsÏem i s neÏkteryÂmi dalsÏõÂmi metrickyÂmi teoriemi. V OTR vsÏak vystupuje jedinaÂ univerzaÂlnõÂ konstanta, Newtonowa gravitacÏnõÂ konstanta G. OstatnõÂ teorie obsahujõÂ navõÂc jeden cÏi võÂce volnyÂch parametruÊ, jejichzÏ hodnota se urcÏuje azÏ z experimetuÊ. Princip jednoduchosti (minimum parametruÊ v teorii) jednoznacÏneÏ hovorÏõÂ ve prospeÏch OTR. VõÂme, zÏe vskutku fundamentaÂlnõÂ teorie obsahujõÂ minimaÂlnõÂ pocÏet konstant (STR, elmag Maxwellova teorie, kvantovaÂ mechanika).

Ve slunecÏnõÂ sloustaveÏ je gravitacÏnõÂ pole velmi slabeÂ a meÏrÏitelnyÂch efektuÊ je pomeÏrneÏ maÂlo, s rozvojem modernõÂch technologiõÂ se sÏkaÂla rozsÏirÏuje. RelativistickaÂ astrofyzika a kosmologie poskytujõÂ mnozÏstvõÂ testuÊ v silnyÂch polõÂch. O tom ovsÏem pozdeÏji.

5.2 GravitacÏnõÂ rudyÂ posuv

PrÏipomenÏme, zÏe vztah pro gravitacÏnõÂ rudyÂ posuv v homogenõÂm gravitacÏnõÂm poli byl jizÏ drÏõÂve odvozen z principu ekvivalence. ObecneÏ dτ =^1_C √ −g_{00} dx^0. Pro Schwarzchildovu metriku dostaÂvaÂme pro chod hodin stojõÂcõÂch v daneÂm mõÂsteÏ prostoru (r, θ, φ konstantnõÂ)

△τ = � 1 − 2GM c^2r △t; △τ je prÏõÂrustek cÏasu na hodinaÂch odpovõÂdajõÂcõÂ prÏõÂrustku sourÏadnicoveÂho cÏsu △t. p v τ_p

τ_v

△τ_v = � 1 −^{2GM}_{c2rv} △t a

△τ_p = � 1 −^{2GM}_{c2rp} △t Je proto

△τ_v △τ_p = � 1 −^{2GM}_{c2rv} � 1 −^{2GM}_{c2rp}

VidõÂme, zÏe v gravitacÏnõÂm poli dochaÂzõÂ ke zpomalovaÂnõÂ chodu hodin (touku cÏasu). UvazÏujme vysõÂlacÏ V, vysõÂlajõÂcõÂ zaÂrÏenõÂ o fragvenci ν_v (meÏrÏeneÏ mõÂstnõÂmi hodinami) na r_v. Necht’ △τ_v je perioda vysõÂlaneÂho zaÂrÏenõÂ: △τ_v =^1_{νv} . Pak △t_v je cÏasovyÂ interval odpovõÂdajõÂcõÂ periodeÏ (interval mezi dveÏma hrÏebeny vln) △τ_v = � 1 −^{2GM}_{c2rv} △t_v. ZaÂrÏenõÂ je prÏõÂjmaÂno prÏõÂmacÏem na r_p a pro periodu meÏrÏenou mõÂstnõÂmi hodinami je △τ_p = � 1 −^{2GM}_{c2rp} △t_p. Perioda △t_p v sourÏadnicoveÂm cÏase se nemeÏnõÂ - cÏas sÏõÂrÏenõÂ mezi vyslaÂnõÂm a prÏijetõÂm danyÂ źmetrikouł je staÂle stejnyÂ, nebot’ pole je statickeÂ. Je tedy △t_p = △t_v. JelikozÏ ν_p =^1_{△τp} , dostaÂvaÂme

ν_p ν_v = � 1 −^{2GM}_{c2rv} � 1 −^{2GM}_{c2rp}

Pro r_p > r_v (zaÂrÏenõÂ stoupaÂ v gravitacÏnõÂm poli) je ν_p < ν_v - dostaÂvaÂme gravitacÏnõÂ rudyÂ posuv. PrÏi r_p < r_v - gravitacÏnõÂ modryÂ posuv. Pro slabeÂ pole

�_{2GM}

c^2r ≪ 1 � lze psaÂt �√ 1 + ϵ .= 1 +^ϵ_2 � ν_p ν_v

.= 1 + GM c^2r_p − GM c^2r_v

Pro slabaÂ gravitacÏnõÂ pole tedy dostaÂvaÂme vztah odvozenyÂ z principu ekvivalence a Newtonova gravitacÏnõÂho zaÂkona. Jeho oveÏrÏovaÂnõÂ je tedy nezaÂvislyÂm testovaÂnõÂm principu ekvivalence.

5.2.1 Observace

• GravitacÏnõÂ posuv spektraÂlnõÂch cÏar hveÏzd^{△ν}_ν ∼^{GM}_{c2r} ;

pro Slunce:^{△ν}_ν = 2, 12 × 10^{−6} PozorovaneÂ hodnoty mohou byÂt ovlivneÏny HopplerovyÂm (?) posuvem zpuÊsobenyÂm konvektivnõÂmi proudy ve slunecÏnõÂ atmosfeÂrÏe. (PrÏõÂcÏnaÂ rychlost ∼ 600ms^{−1}) PrÏesnost meÏrÏenõÂ azÏ 5% (1902). U bõÂlyÂch trpaslõÂkuÊ^{△ν}_ν = 10^{−4}.

1965 - MoÈssbaueruÊv jev u posuvu γ zaÂrÏenõÂ - spektraÂlnõÂ cÏaÂra 14???Fe (velmi uÂzkeÂ cÏaÂry) rozdõÂl ???^{△ν}_ν = 1 c^2 gh · 2, 5 × 10

−15. PrÏesnost 1%.

• PrÏõÂmeÂ meÏrÏenõÂ zpozÏd’ovaÂnõÂ chodu hodin △h =10km - za 15 hodin rozdõÂl chodu dvou hodin ∼ 50 nanosekund. AtomoveÂ hodiny umozÏnÏujõÂ meÏrÏenõÂ s prÏesnostõÂ 2% (Letadno; speciaÂlneÏ relativistickyÂ efekt dilatace cÏasu daÂvaÂ 5 nanosekund) r.1976 raketa ve vyÂsÏce 160km - prÏesnost 0,04%.

5.3 Pohyb ve sfeÂricky symetrickeÂm gravitacÏnõÂm poli

Tento pohyb je daÂn geodetikami (cÏasovyÂmi cÏi nulovyÂmi) Schwarzchildovy geometrie. Rovnice geodetiky^{DUμ}_{dτ} = 0 zapõÂsÏeme ve tvaru

dU_μ dτ = Γ^α_{μβ} U_αU^β = 1 2 g_{αβ,μ}U^αU^β. (5.1)

Je videÏt, zÏe nezaÂvisõÂ-li g_{αβ} na sourÏadnici x^μ,^{∂gαβ}_{∂xμ} = 0 (pro vsÏechna α, beta a daneÂ μ), pak^{dUμ}_{dτ} = 0, U_μ =konst. KovariantnõÂ slozÏka 4-hybnosti se zachovaÂvaÂ. Ve SchwarzschildoveÏ geometrii je g_{αβ,0} = 0, g_{αβ,3} = 0 (t, φ). Tedy

U_0 = −Ẽ, (5.2) U_3 = L̃. (5.3)

Konstanty Ẽ, L̃ prÏedstavujõÂ energii a moment hybnosti (deÏleneÂ klidovou hmotnostõÂ) cÏaÂstice meÏrÏeneÂ vzdaÂlenyÂm pozorovatelem . Rovnice (5.1) prÏedstavuje 4 rovnice, z nichzÏ dveÏ (μ = 0, 3) jsou rÏesÏeny rovnicemi (5.2) a (5.3). DalsÏõÂ komponeta (μ = 2) bude spocÏtena, budeme-li uvazÏovat pohyb v ekvatoriaÂlnõÂ rovineÏ θ =^π_2 =konst (U^2 = 0 ⇒ U_2 = 0 - lze se prÏesveÏdcÏit, zÏe platõÂ). TõÂm ??? necÏitelne ???, aby to byla rovina ekvitoriaÂlnõÂ. MõÂsto poslednõÂ rovnice^{DUr}_{dτ} = 0 vyuzÏijeme normalizacÏnõÂ podmõÂnky

g^{αβ} U_αU_β = −c^2 (m_0 ≠ 0) (5.4)

(DõÂky (5.4) je poslednõÂ rovnice z (5.1) zaÂvislaÂ na trÏech prÏedchozõÂch ,^{dU1}_{dτ} = 0 je splneÏno automaticky.) DosadõÂme-li

U_2 = 0, U_0 = −Ẽ, U_3 = L̃, g^{αβ} dostaÂvaÂme � dr dτ �_2

= Ẽ^2 − � c^2 +

L̃^2 r^2 � � 1 − r_g r � , (5.5)

kde U^1 =^{dr}_{dτ} . Z rovnice (5.3) plyne g_{βα}^{dxα}_{dτ} = L̃, takzÏe r^{2 dφ}_{dτ} = L̃. DeÏlõÂme-li (5.5) vyÂrazem

�_{dφ} dτ �_2 a vyuzÏijeme �_{dr} dτ � �_{dφ} dτ �_{−1} =^{dr}_{dφ} , dostaÂvaÂme � dr dφ � = r^4 L̃2 � Ẽ^2 − � 1 − r_g r � � c^2 + L̃2 r^2 � , (5.6)

cozÏ je rovnice trajektorie v SchwarzchildoveÏ geometrii. Zavedeme novou sourÏadnici ρ =^1_r , takzÏe (5.6) � dρ dφ �_2 = Ẽ2 L̃2 − (1 − r^gρ) c^2 L̃2 − (1 − r^gρ)ρ^2 (5.7)

Derivujeme dle ρ a zkraÂtõÂme^{dρ}_{dφ} , dostaÂvaÂme^1

ρ^{′′} + ρ = c^2r_g 2L̃^2 + 3 2 r_gρ^2, (5.8)

cozÏ je BinetuÊv vzorec v OTR. Pro cÏaÂstice s m_0 = 0 (fotony) bude ρ^{′′} + ρ =^3_2 r_gρ^2. BinetuÊv vzorec � u ≡ ρ ≡^1_r �

u^{′′} + u = c^2r_g 2L̃^2 + 3 2 r_gu^2. (5.9)

Pro slabeÂ pole je^{rg}_r ≪ 1, a^3_2 r_gu^2 =^3_2 u^{rg}_r maÂ v BinetoveÏ formuli vyÂznam maleÂ korekce. CÏlen^{c2rg}_{2L̃2} malou korekcõÂ nenõÂ; L̃ ≲ rv a pro cÏaÂstice vaÂzaneÂ v daneÂm gravitacÏnõÂm poli je^{v2}_{c2} ≈^{rg}_r , takzÏe^{c2rg}_{2L̃2} ≈^{c2rg}_{2v2 r2} ≈^1_2 u.

5.3.1 Posuv periheÂlia

RÏ esÏme pohyb testovacõÂho teÏlesa s m ≠ 0 ve slabeÂm gravitacÏnõÂm poli. Binetova formule (5.9) daÂvaÂ v nulteÂ aproximaci (bez cÏlenu 3/2r_gu^2) partikulaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ u_0 =^{c2rg}_{2L̃2} a rÏesÏenõÂ homogenõÂ u^{′′} + u = 0 lze psaÂt ve tvaru u = A cos φ (prÏedpoklaÂdaÂme φ_0 = 0); A je konstanta. CelkoveÂ rÏesÏenõÂ je (v nulteÂ aproximaci u_{(0)}):

u_{(0)} = A cos φ + u_0, r_{(0)} = 1 GM L̃2 + A cos φ , cozÏ je rovnice kuzÏelosecÏky v polaÂrnõÂch sourÏadnicich^2, jde tedy o Newtonovskou aproximaci. OmezõÂme se na prÏõÂpad |A| <^{GM}_{L̃2} , kdy je trajektoriõÂ elipsa. ObecneÏ relativistickaÂ korekce bude daÂna cÏlenem^3_2 r_gu^2. PrÏedpoklaÂdaÂme-li tuto OTR korekci malou pak u = u_{(0)} + u_{(1)} kde u_{(1)} ≪ u_{(0)}.

1kde^′ =^d_{dφ} , m_0 ≠ 0.

2Kdo v tom hned nepoznal rovnici kuzÏelosecÏky, at’nezoufaÂ, jaÂ to v tom taky nevidõÂm :-) .

Do cÏlenu^3_2 r_gu^2 dosadõÂme pouze u_{(0)} (to bude 1. rÏaÂdu). Z Binetova vzorce pak pro źporuchuł v 1. aproximaci platõÂ:

u^{′′}_{(1)} + u_{(1)} = 3 2 r_gu^2_{(0)} = 3 2 (u^2_0 + 2u_0A cos φ + A^2 cos^2 φ). (5.10) Pro draÂhy s malou excentricitou (draÂhy planet) je |A| ≪ u_0, takzÏe A^2 cos^2 φ lze zanedbat. DiferenciaÂlnõÂ rovnici (5.10) (lineaÂrnõÂ rovnice 2. rÏaÂdu s konstantnõÂmi koeőcienty) lze rÏesÏit standartnõÂm zpuÊsobem a naleÂzt rÏesÏenõÂ

u_{(1)} = 3 2 r_gu^2_0 + 3 2 r_gu_0Aφ sin φ

JelikozÏ r_gu_0 ≪ 1, je^3_2 r_gu_0φ .= sin

�_3 2 r_gu_0φ � , 1 .= cos �_3 2 r_gu_0φ � , takzÏe

u .= u_0 + 3 2 r_gu^2_0 +A � cos � 3 2 r_gu_0φ � cos φ + sin � 3 2 r_gu_0φ � sin φ �

= u_0 + 3 2 r_gu^2_0 + A cos � φ − 3 2 r_gu_0φ �

ZmeÏna z u_0 na u_0 +^3_2 r_gu_0 je prakticky nepozorovatelnaÂ, cÏlen −^3_2 r_gu_0φ v A cos � φ −^3_2 r_gu_0φ � zpuÊsobõÂ, zÏe do maxima u (minima r, tj. periheÂlia) se cÏaÂstice vraÂtõÂ nikoliv po obeÏhu o uÂhel 2π, nyÂbrzÏ 2π +^3_2 r_gu_02π (cÏlen rÏaÂdu (r_gu_0)^2 zanedbaÂvaÂme). PeriheÂlium se posouvaÂ ve smeÏru obeÏho o uÂhel

△φ = 3πr_gu_0 =

3πr_g r_0 = 6πGM c^2r_0 Posuv periheÂlia ve smeÏru posuvu po vaziperiodickeÂ orbiteÏ.

2a △φ

Je trÏeba urcÏit vyÂznam velicÏiny r_0 = 1/u_0. V newtonovskeÂ aproximaci je (r prÏedstavuje vzdaÂlenost od centra; g_{11} = 1): r = 1 u_0 +A cos φ . Pro minimaÂlnõÂ a

maximaÂlnõÂ vzdaÂlenost platõÂ

r_{min} = 1 u_0 + A , r_{max} = 1 u_0 − A . HlavnõÂ poloosa je daÂna soucÏtem: 2a = r_{min} + r_{max}. Zavedeme numerickou excentricitu draÂhy e vztahem r =^{r0}_{1−(r0A) cos φ} =^{r0}_{1−e cos φ} . Proto 2a =

2u_0 u^2_0 −A^2 =

2r_0 1−(r_0A)^2 =

2r_0 1−e^2 . Pro posuv periheÂlia tedy platõÂ

△φ =

6πGM c^2a(1 − e^2)

Posuv roste s klesajõÂcõÂ hlavnõÂ poloosou (a rostoucõÂ excentricitou). Z planet je pro oveÏrÏenõÂnejvhodneÏjsÏõÂMerkur. Posuv je efektev kumulativnõÂm, prakticky se daÂ meÏrÏit po mnoha obeÏzõÂch. Pro Merkur cÏinõÂ predpoveÏzenaÂ hodnota posuvu 43, 03^{′′} za 100 let.

PrÏi pozorovaÂnõÂch bylo nutno uvazÏovat efekt zpuÊsobenyÂ precesõÂ zemskeÂ osy (∼ 5025^{′′} za 100 let) a posuv periheÂlia vyvolanyÂ vlivy ostatnõÂch planet (z newtonovskeÂ teorie: ∼ 532^{′′} za 100 let). Hodnota zbyÂvajõÂcõÂho posuvu je △φ_{obs} = (43, 11 ± 0, 45)^{′′} za 100 let - souhlasõÂ s prÏedpoveÏdõÂ OTR s prÏesnostõÂ 1%. (KonkurencÏnõÂ Brans-Dickeho teorie daÂvaÂ v podstateÏ tuteÂzÏ prÏedpoved’dle soucÏasnyÂch omezenõÂ va volnyÂ parametr teÂto teorie.) V silnyÂch polõÂch muÊzÏe byÂt posuv vyÂrazneÏjsÏõÂ. U dvojteÂho pulsaru PSR 1913+16 je azÏ 4, 2^o za rok.

5.3.2 Ohyb sveÏtelneÂho paprsku

Ohyb je urcÏen BinetovyÂm vzorcem

u^{′′} + u = 3 2 r_gu^2

Ve slabeÂm poli je cÏlen ∼ u^2 malu korekcõÂ a v 0-teÂ aproximaci je zanedbaÂvaÂn: u^{′′}_{(0)} + u_{(0)} = 0.

RÏ esÏenõÂm je u_{(0)} = u_0 cos φ resp. r_0 = cos φ; r = 1/u_{(0)} je radiaÂlnõÂ sourÏadnice (v 0-teÂ aproximaci vzdaÂlenost od centra) r_0 = 1/u_0 je nejmensÏõÂ vzdaÂlenst od centra. Pohyb sveÏtelneÂho paprsku

NewtonovskaÂ aproximace 1. aproximace OTR

M r

r_0 φ M r^0 φ

△φ 2

PrÏedpoklaÂdaÂme-li rÏesÏenõÂ ve tvaru u = u_{(0)} + u_{(1)}, pak pro maleÂ opravy u_{(1)} dostaÂvaÂme rovnici

u^{′′}_{(1)} + u_{(1)} = 3 4 r_gu^2_0 + 3 4 r_gu^2_0 cos 2φ.

Rovnici lze rÏesÏit hledaÂnõÂm rÏesÏenõÂ ve tvaru u_{(1)} = A + B cos 2φ + e sin 2φ. VyÂsledkem je rÏesÏenõÂ u_{(1)} =^3_4 r_gu^2_0 + 1 4 r_gu^2_0 cos 2φ = r_gu^2_0 −^1_2 r_gu^2_0 cos^2 (HomogenõÂ rÏesÏenõÂ je jizÏ obsazÏeno v u_{(0)}.) CelkoveÂ rÏesÏenõÂ je u = u_0 cos φ + r_gu^2_0 − 1 2 r_gu^2_0 cos^2 φ. PomocõÂ vztahu cos φ = sin

�_π 2 − φ � je lze prÏepsat do tvaru

u = u_0 sin � π 2 − φ � + r_gu^2_0 − r_gu^2_0 2 sin^2 � π 2 − φ � . (5.11)

Ohyb sveÏtelneÂho paprsku urcÏõÂme z chovaÂnõÂ (5.11) pro r → ∞ (u → 0). UÂ hel φ pak udaÂvaÂ smeÏr paprsku. PolozÏõÂle-li v (5.11) u = 0, maÂme kvadratickou rovnici pro sin

�_π 2 − φ � . Ve slabeÂm poli bude φ ∼^π_2 , takzÏe sin

�_π 2 − φ � ≪ 1 a sin^2

�_π 2 − φ � lze zanedbat, dostaÂvaÂme rovnici

0 = u_0 sin �π 2 φ � + r_gu^2_0.

ZajõÂmaÂ naÂs ovsÏem nikoliv φ, nyÂbrzÏ odchylka △φ/2 od smeÏru, v neÏmzÏ by se foton pohyboval v plocheÂm prostorocÏasu. Pro odleÂtajõÂcõÂ fotony je^π_2 − φ = −^{△φ}_2 . PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe |^{△φ}_2 | ≪ 1, takzÏe sin^{△φ}_2 .=^{△φ}_2 a platõÂ △φ 2 = r_gu_0 =^{rg}_{r0} =^{2GM}_{c2r0} . Analogickou odchylku dostaneme pro prÏileÂtajõÂcõÂ fotony. CelkovaÂ odchylka paprsku (tj. uÂhel mezi smeÏry prÏileÂtajõÂcõÂho a odleÂtajõÂcõÂho fotonu) je tedy dvojnaÂsobnaÂ

△φ = 4GM c^2r_0 . Odchylka △φ klesaÂ s rostoucõÂ vzdaÂlenostõÂ r_0 jako 1/r_0. NejvyÂrazneÏjsÏõÂ bude tedy v blõÂzskosti teÏlesa (Slunce).

A

B Z

A

B Z S

Pro paprsek prochaÂzejõÂcõÂ teÏsneÏ kolem Slunce bude △φ ∼ 1, 75^{′′}. Tato hodnota byla nameÏrÏena v souladu s prÏedpoveÏdõÂ, poprveÂ Eddingtonem v roce 1919. (PrÏesnost meÏrÏenõÂ byla asi 20%. Podle lokaÂlnõÂho principu ekvivalence by ohyb byl jen polovicÏnõÂ, dvojnaÂsobnaÂ hodnota je daÂna globaÂlnõÂm zakrÏivenõÂm prostorocÏasu - OTR je tedy potvrzena)

PrÏesneÏjsÏõÂ meÏrÏenõÂ ohybu umozÏnÏujõÂ radioastronomickaÂ meÏrÏenõÂ s rozlisÏenõÂm azÏ 0, 001^{′′}. PrÏesnost meÏrÏenõÂ ohybu v okolõÂ Slunce pak dosahuje 1%.

5.4 DalsÏõÂ testy

• ZpozÏdeÏnõÂ elektromagnetickeÂho signaÂlu v gravitacÏnõÂm poli. Tento efekt lze spocÏõÂtat z rovnic geodetiky - z cÏasoveÂ slozÏky. LokaÂlneÏ je rychlost staÂle c (vuÊcÏi LIS) - zpozÏdeÏnõÂ vznikaÂ v duÊsledku globaÂlnõÂho zakrÏivenõÂ prostorocÏasu. Pro signaÂl putujõÂcõÂ mezi ZemõÂ a Marsem kolem Slunce je △t ∼ 240μs prÏi celkoveÂ dobeÏ ∼ 20 minut. PrÏedpoveÏdi oveÏrÏeny s prÏesnostõÂ na 0, 1%.

K Z G

• Efekt gravitacÏnõÂ cÏocÏky Pozorovatel muÊzÏe videÏt võÂcenaÂsobnyÂ obraz zdroje (cÏocÏkou muÊzÏe byÂt vzdaÂlenaÂ galaxie, zdrojem jesÏteÏ vzdaÂleneÏjsÏi kvazar).

• GeofyzikaÂlnõÂ jevy - slapoveÂ efekty.

• RadiolokacÏnõÂ meÏrÏenõÂ vzdaÂlenostõÂ mezi ZemõÂ a MeÏsõÂcem. OveÏrÏuje teorie prÏedpovõÂdajõÂcõÂ, zÏe se G meÏnõÂ s cÏasem.

• MeÏrÏenõÂ G na malyÂch vzdaÂlenostech

• MeÏrÏenõÂ vlivu rotace ZemeÏ na precesi setrvacÏnõÂku (Lense-ThirringuÊv efekt). V gravitacÏnõÂm poli ZemeÏ je rychlost precese 7^{′′} za rok, Lense-ThirringuÊv efekt cÏinõÂ pouze 0, 05^{′′} za rok.

Kapitola 6

CÏ erneÂ dõÂry

6.1 GlobaÂlnõÂ vlastnosti Schwazchildova rÏesÏenõÂ, KruskaluÊv diagram

Pro r > 2M je ve SchvarzchildoveÏ metrice vsÏe v porÏaÂdku

ds^2 = − � 1 − 2M r � c^2 dt^2 + � 1 − 2M r �_{−1}

dr^2

+r^2 � dθ^2 + sin^2 θ dφ^2 � . (6.1)

NevõÂme vsÏak, jak se veÏci majõÂ, kdyzÏ je r < 2M. Metrika (6.1) maÂ v r = 2M singularitu. � r = 0 hic sunt leones r = 2M Aby se cÏaÂstice nebo sveÏtlo radiaÂlneÏ se pohybujõÂcõÂ dostalo na r = 2M z libovolneÂho r > 2M, potrÏebuje k tomu cÏas t = ∞, ale vlastnõÂ cÏas cÏaÂstice nebo sveÏtla je prÏitom konecÏnyÂ - jak ukaÂzÏeme. Tedy Schwazchildovy sourÏadnice nepokryÂvajõÂ celou varietu a jsou krom toho v r = 2M patologickeÂ. PlatõÂ

ṙ^2 = � 1 − 2M r �_2 E^2 − Γ^2 E^2 , pro radiaÂlneÏ se pohybujõÂcõÂ cÏaÂstice je Γ = � 1 − 2M/r.

PtaÂme se ted’ za jak dlouho doletõÂ cÏaÂstice z r_i > 2M na r = 2M dle vlastnõÂho cÏasu.

OznacÏõÂme τ vlastnõÂ cÏas cÏaÂstice (drÏõÂve to bylo s), takzÏe dl ds ≠ v_{(r)}; v_{(r)} =^{dl}_{dτ} kdyzÏ τ je cÏas stojõÂcõÂho pozorovatele. Budeme hledat krÏivku r = r(τ), kterou odvodõÂme z (?)

ṙ = dr dt = dr dτ dτ dt ⇒ dτ = � g_{αβ} dx^α dt dx^β dt dt = � 1 − 2M r � − � 1 − 2M r �_{−1} ṙ^2 dt ⇒ 1 2 � dr dτ �_2 − M r = 1 2 (E^2 − 1)

To je normaÂlnõÂ klasickaÂ rovnice v newtonowskeÂ mechanice (je to ovsÏem jen naÂhoda; sourÏadnice r nenõÂ identickaÂ se vzdaÂlenstõÂ!) Rovnice je shodnaÂ s newtonowskou teoriõÂ pouze formaÂlneÏ. MusõÂ vsÏak potom mõÂt i formaÂlneÏ shodneÂ rÏesÏenõÂ. U Newtona cÏaÂstice pronikne do r = 0 za konecÏnyÂ cÏas, zde tedy takeÂ pronikne do r = 0 za konecÏnyÂ cÏas τ. Z hlediska stojõÂcõÂho pozorovatele u dõÂry se k r = 2M dostane cÏaÂstice za ∞ cÏas pozorovatele τ (drÏõÂve uzÏityÂ) E = √ g_{00}E_{LS} = � 1 − 2M r 1 � 1 − v^2_{(r)} .

r_i

Na r_i pustõÂme cÏaÂstici z klidu E = � 1 −^{2M}_{ri} .

ZnaÂme tedy E, Γ a dostaneme rÏesÏenõÂ r =^1_2 r_i(1 + cos η); η ∈ (0, π)

t = 2M ln

� �_{ri} 2M �_{1/2} + tg^η_2 �_{ri} 2M �_{1/2} − tg^η_2 �

+2M � r_i 2M − 1 �_{1/2} � η + 1 4M (η + sin η) �

t → ∞ pro

�_{ri} 2M − 1

�_{1/2}

= tg^η_2 ,(r = 2M). PomocõÂ sourÏadnice t nynõÂ nalezneme vlastnõÂ cÏas τ: τ = �_t 0 dτ dt dt, budeme uvazÏovat integraci azÏ k t = ∞. Pak τ � �_{t=∞} = � r^3_i 8M �_{1/2}

cos^{−1} � 4M r_i − 1 � +r_i � 1 − 2M r_i

�_{1/2}

cozÏ je konecÏnyÂ vlastnõÂ cÏas. PrÏes horizont se tedy dostaneme v konecÏneÂm vlastnõÂm cÏase. VznõÂkaÂ ovsÏem otaÂzka, je-li plocha v r = 2M regulaÂrnõÂ. Je tam g_{00} = 0, g_{11} = ∞ - to jsou vsÏak pouze slozÏky tenzoru ktereÂ lze meÏnit transformacõÂ sourÏadnic. Je trÏeba urcÏit, jak vypadajõÂ na r = 2M invarianty. VychaÂzõÂ naprÏõÂklad g = −r^4 sin^2 Θ (skalaÂrnõÂ hustota). SkutecÏnou fyzikaÂlnõÂ velicÏinou je v obecneÂ relativiteÏ naprÏõÂklad krÏivost. HomogenõÂ gravitacÏnõÂ pole lze toizÏ odtransformovat, krÏivost (nehomogenity) ovsÏem odtransformovat nelze. VychaÂzõÂ R_{αβγδ}R^{αβγδ} =

12(2M)^2 r^6 , (tento invaritn vzdaÂleneÏ prÏipomõÂnaÂ slapoveÂ sõÂly - na kazÏdyÂ konec puÊsobõÂ sõÂla jinak). SõÂlu prÏõÂm charakterizuje geodetickaÂ deviace:

e^α_{(μ)}e^β_{(ν)}e^γ_{(κ)}e^δ_{(λ)}R_{αβγδ} = R_{(μ)(ν)(κ)(λ)},

coyÂ je projekce Riemanova tenzoru do tetraÂdy e^α_{(μ)}. FyzikaÂlnõÂ teraÂdu e^α_{(μ)} sebou nese padajõÂcõÂ pozorovatel. R_{(μ)(ν)(κ)(λ)} se vyskytujõÂ v geodetickeÂ deviaci a charakterizujõÂ jak moc to chce pozorovatele roztrhnout

R_{(μ)(ν)(κ)(λ)} ∼ 2M r^3 . VidõÂme, zÏe fyzikaÂlneÏ nenõÂ plocha r = 2M nijak singulaÂrnõÂ. Je to ale oblast cÏasoprostoru popisujõÂcõÂ historii fotonuÊ. Fotony na r = 2M by chteÏly jõÂt ven, ale braÂnõÂ jim v tom gravitacÏnõÂ pole.

r = 2M foton letõÂ ven

foton stojõÂ na mõÂsteÏ

Argumety pro toto tvrzenõÂ jsou:

• r =konst, Θ, φ =konst

ds^2 = � 1 − 2M r � dt^2; r → 2M ⇒ ds^2 → 0,

cozÏ je praÂveÏ sveÏtelnyÂ interval a plocha r = 2M je tedy sveÏtelnaÂ, neboli nulovaÂ plocha.

• UikovaÂ rychlost 1 2 mv^2 − mGM r_i

= E = 0 ⇒ v = 2GM r_i , dosahuje rychlosti sveÏtla v = c na r_i =^{2GM}_{c2} (r_i = 2M) na SchwarzchildoveÏ polomeÏru. Tento argumet je ovsÏem danyÂ naÂhodnou koincidencõÂ.

NejlepsÏõÂ bude najõÂt neÏjakeÂ sourÏadnice, ktereÂ dobrÏe popisujõÂ oblast r = 2M, a v nich vysÏetrÏit podstatu horizontu. Ve SchwarzchildoveÏ metrice netvorÏõÂ sveÏtelnyÂ kuzÏel prÏõÂmky, nyÂbrzÏ krÏivky, ktereÂ vypadajõÂ jako v naÂsledujõÂcõÂm obraÂzku: t

r r = 2M

DobreÂ nejsou ani izotropnõÂ sourÏadnice, kde to vychaÂzõÂ podobneÏ. Geodetika je sice na tomto obraÂzku nekonecÏnaÂ, maÂ vsÏak konecÏnou deÂlku, jak jsme jizÏ ukaÂzali. Varieta je geodeticky uÂplnaÂ, jestlizÏe kazÏdaÂ geodetika (prostorovaÂ, cÏasovaÂ i sveÏtelnaÂ) muÊzÏe byÂt protazÏena do nekonecÏnyÂch hodnot vlastnõÂho parametru na obeÏ strany - do minulosti i do budoucnosti (pokud nenarazõÂ na singularitu). ZuÊstaneme-li u SchwarzchildovyÂch sourÏadnic, nemaÂme nadeÏji, zÏe bychom mohli dostat uÂplnou varietu, nebot’ tyto sourÏadnice pokryÂvajõÂ pouze oblast r ≥ 2M. Geodetiky ovsÏem lze v principu protaÂhnout (azÏ na ty co narazõÂ na singularitu). SÏlo by naprÏõÂklad vzõÂt Lemaitrovy sourÏadnice (spojeneÂ s cÏaÂsticemi), ktereÂ ale nepokryÂvajõÂ celou varietu a majõÂ sÏpatnou strukturu sveÏtelnyÂch kuzÏeluÊ stejneÏ jako Schwarzchildovy sourÏadnice. My se ted’prÏedevsÏõÂm pokusõÂme zkonstruovat sourÏadnice v nichzÏ by sveÏtelneÂ kuzÏely ve vsÏech mõÂstech svõÂraly se sourÏadnyÂmi osami uÂhel 45^o. Toto splnÏujõÂ Eddington- Finkelsteinovy sourÏadnice. ZõÂskaÂme je tõÂmto zpuÊsobem: Zadeőnujeme sourÏadnice t^+, prÏicÏemzÏ (t^+, Θ, φ) =konst odpovõÂdaÂ paprsku (radiaÂlnõÂmu)

� t^+ = t + r + 2M ln

�_r 2M − 1 � , a daÂle deőnujeme t^− tak, aby (t^−, Θ, φ) =konst odpovõÂdalo vychaÂzejõÂcõÂmu paprsku

t^− = t − r − 2M ln � r 2M − 1 � ; pro r ≫ M pak je t^+ advancovanyÂ a t^− retardovanyÂ cÏas � � t r � � � � u = t − r v = t + r

V krÏiveÂm prostoru dostaÂvaÂme pro sveÏtlo (ds^2 = 0) rovnici: � 1 − 2M r � dt^2 − 1 1 −^{2M}_r dr^2 = 0

⇒ dt^2 − 1 � 1 −^{2M}_r

�_2 dr^2 = 0.

ZavaÂdõÂ se novaÂ sourÏadnice

dr^∗ = dr 1 −^{2M}_r

, r^∗ = r + 2M ln � r 2M − 1 �

Pro sveÏtelnyÂ paprsek pak platõÂ, zÏe t ± r^∗ =konst (nebot’ dt = ± dr^∗). UdeÏlaÂme-li prÏechod ze SchwarzchildovyÂch sourÏadnic (t, r, Θ, φ) k sourÏadnicõÂm (t^+, r, Θ, φ), resp. (t^−, r, Θ, φ), pak maÂme

ds^2 = � 1 − 2M r � � dt^±

�_2 ∓ 2 dr dt^± − r^2 dΩ^2.

Tyto sourÏadnice daÂvajõÂ źvõÂce varietył.

t

r

r = 2M r = 0 t^+ =konst t^− =konst cÏas prostor

Je videÏt, zÏe cÏaÂry t^− =konst (cÏerveneÂ?) nemohu protaÂhnout za r = 2M. Naopak cÏaÂry t^+ =konst jizÏ za r = 2M protaÂhnout lze. Pro r < 2M je svislyÂ smeÏr (sourÏadnice t) smeÏrem prostorovyÂm, na rozdõÂl od oblasti r > 2M, kde je svislyÂ smeÏr cÏasovyÂm. t

r one-way membrane

V teÏchto sourÏadnicõÂch je jizÏ dobrÏe videÏt, zÏe se jednaÂ o cÏernou dõÂru. Jsou zde jizÏ dobrÏe popsaÂny vychaÂzejõÂcõÂ sveÏtocÏaÂry. Tyto sourÏadnice vsÏak sÏpatneÏ popisujõÂ vychaÂzejõÂcõÂ paprsky. ZkusõÂme nynõÂ sourÏadnice (t^+, t^−, Θ, φ). Je ovsÏem trÏeba poznamenat, zÏe pro tyto sourÏadnice a ty prÏedchaÂzejõÂcõÂ rovneÏzÏ neplatõÂ Hilbertovy podmõÂnky a nelze je tedy realizovat hmotnyÂmi pozorovatli. Budeme mõÂt metriku

ds^2 = � 1 − 2M r � dt^+ dt^− − r^2 dΩ^2,

kde r = r(t^+, t^−). ProsotocÏasovyÂ diagram pak bude vypadat takto:

horizont horizont do +∞

do −∞ t^− t^+

Zde uzÏ maÂme strukturu sveÏtelnyÂch kuzÏeluÊ takovou, jakou jsme potrÏebovali, ale je zde potlacÏena oblast horizontu. Dosud jsme se zabyÂvali oblastõÂ r > 2M a tuto oblast maÂme v teÏchto sourÏadnicõÂch zobrazenu na celeÂ rovineÏ. MaÂme tedy hezkeÂ kuzÏely, ale horizont v ∞ a musõÂme proto hledat noveÂ sourÏadnice, v nichzÏ by byl horizot stlacÏen zpaÂtky do konecÏneÂ vzdaÂlenosti. Toto provedme zavedenõÂm kruskalovyÂch sourÏadnic. DrÏõÂve zavedeneÂ sourÏadnice t^+, t^− jsou sveÏtelneÂ. My si nejprve zavedeme ~u, ~v, ktereÂ budou teÂzÏ sveÏtelneÂ a pak zavedeme teprve Kruskalovy sourÏadnice takoveÂ, zÏe jedna bude cÏasovaÂ a druhaÂ prostorovaÂ. NejdrÏõÂve tedy posuneme horizonty zÏpeÏt do konecÏna:

~u = −e^{−αt−} ~v = e^{αt+} ,

(znameÂnko − je zde proto, aby obeÏ t^− a ~u sÏly soucÏasneÏ - rostly).

dt^+ dt^− = d~u d~v e^{α(t−−t+)}

α^2

= 16M^2e^{− r2M} 2M r 1 −^{2M}_r d~u d~v

CozÏ se dostane vezmeme-li α =^1_{4M} dosadõÂme-li za

t^+ = t + r + ln � r 2M − 1 � t^− = t − r − ln � r 2M − 1 �

V puÊvodnõÂ metrice bylo � 1 −^{2M}_r � dt^+ dt^−, takzÏe u tohoto cÏlenu vyjde hezkyÂ koeőcient:

ds^2 = −

32M^3 r e^{−r/2M} d~u d~v − r^2 dΩ^2.

PlatõÂ

−~u~v = e^{r/2M} � r 2M − 1 � ⇒ r = r(~u, ~v) (6.2) − ~v ~u = e^{t/2M} (~u, ~v ↔ r, t) (6.3)

Toto vsÏe je pro r > 2M. MaÂme ted’ ale sourÏadnice ~u, ~v, kde je metrika dokonale analytickaÂ a nenõÂ v nich zÏaÂdnaÂ singularita pro r = 2M. PlatõÂ, zÏe r je analytickou funkcõÂ ~u, ~v. Pro r > 2M musõÂ byÂt ~u~v < 0. Tedy oblast SchwarzchildovyÂch sourÏadnic r > 2M, t ∈ (−∞, ∞) je oborem ~u~v < 0. PrÏedpoklaÂdaÂme ovsÏem, zÏe metrika s ~u, ~v bude platit vsÏude, i kdyzÏ odvozenõÂ platõÂ jen pro r > 2M. MetrickeÂ koeőcienty lze rozsÏõÂrÏit na vsÏechna ~u, ~v (je to analytickeÂ) a ds^2 bude rÏesÏenõÂm EinsteinovyÂch rovnic pro vsÏechna ~u, ~v, protozÏe Einsteinovy rovnice jsou analytickeÂ a jejich rÏesÏenõÂ lze analyticky spojovat. Kruskalovy sourÏadnice dostaneme transformacõÂ

~u = v − u, ~v = v + u.

Kruskalovy sourÏadnice jsou vyÂhodneÂ pro interpretaci, bohuzÏel se v nich sÏpatneÏ pocÏõÂtaÂ.

I II III

IV

~v ~u (B)

(A) (C)

(D)

r < 2M r > 2M r < 2M

r > 2M

~u~v = 1 ⇔ r = 0

~u~v = 1 ⇔ r = 0 u v

(S)

PuÊvodneÏ jsme pracovali s oblastõÂ (A)(S)(B) - tj. I., kde je ~u~v < 0. V oblasti III. (C)(S)(B) je ovsÏem takeÂ ~u~v < 0, a maÂme ji tedy ve varieteÏ jesÏteÏ jednou. V oblasti II. a IV. ovsÏem naplatõÂ (6.3) nyÂbrzÏ rovnice

e^{t/2M} = ~v ~u (6.4)

V oblasti r < 2M je prÏechod k sourÏadnicõÂm (~u, ~v) pomocõÂ (6.2),(6.4), pro r > 2M pomocõÂ (6.2),(6.3). Z (6.2) dostanu pro (A)(S)(B) vsÏechny hodnoty r > 2M a z (6.2) vsÏechny hodnoty t ∈ (−∞, ∞). CelaÂ oblast r ∈ (2M, ∞) × t ∈ (−∞, ∞) se zobrazõÂ na I. Horizonty udaÂlostõÂ jsou sourÏadnicoveÂ osy. (Ze dvou sÏpatnyÂch map jsme dostali jednu dobrou.) SourÏadnice r ∈ (0, ∞) × t ∈ (−∞, ∞) nepokryÂvajõÂ celou varietu, ale pouze kvadranty I, II. Kruskalovy sourÏadnice jsou: u = � r 2M − 1 �_{1/2}

e^{r/4M} ch t 4M , v = � r 2M − 1 �_{1/2}

e^{r/4M} sh t 4M , pro r > 2M u = � 1 − r 2M �_{1/2}

e^{r/4M} sh t 4M , v = � 1 − r 2M �_{1/2}

e^{r/4M} ch t 4M , pro r < 2M

u v

r =konst r =konst

r = 2M, t = ∞ r = 2M, t = −∞

u v = th t 4M , v^2 − u^2 = konst ⇔ r = konst

Pro t → ∞ je u = v. PrÏõÂmky jdoucõÂ pocÏaÂtkem odpovõÂdajõÂ t =konst (v I,II). KrÏivky r =konst jsou v (u, v) sourÏadnicõÂch hyperbolami. SveÏtelneÂ kuzÏely jsou prÏesneÏ pod uÂhlem 45^o, jak je patrno z odvozenõÂ. Hyperbola r =konst je v oblasti I. cÏasovaÂ, v oblasti II. prostorovaÂ (ve II. je r cÏasovaÂ sourÏadnice, a proto r =konst je prostorovaÂ krÏivka). Ve SchwarzchildovyÂch sourÏadnicõÂch by meÏlo byÂt r = 2M, t = ∞ dvojdimenziaÂlnõÂ. Ale zde je r = 2M, t = ∞ trojdimenzionaÂlnõÂ.

6.2 CÏ erneÂ dõÂry

V KruskalovyÂch sourÏadnicõÂch je metrika nestacionaÂrnõÂ, nebot’r = r(u, v) a zaÂvisõÂ tedy na cÏasoveÂ sourÏadnici v. PlatõÂ

ds^2 = −

32M^3 r e^{−r/2M} � dv^2 − du^2 � − r^2 dΩ^2,

praÂveÏ r daÂvaÂ nestaticÏnost. DaÂle je v KruskalovyÂch sourÏadnicõÂch velmi dobrÏe videÏt uÂlohu horizontu jako jednocestneÂ membraÂny.

Je videÏt, zÏe kazÏdyÂ sveÏtelnyÂ paprsek nebo cÏaÂstice v oblasti II. musõÂ nutneÏ skoncÏit v singulariteÏ r = 0, ostaÂvaÂme se tak k pojmu cÏernaÂ dõÂra. Tento termõÂn zavedl roku 1960 Wheeler. CÏernaÂ dõÂra je jeden z nejednoduzÏsÏõÂch objektuÊ ve vesmõÂru leze ji zvneÏjsÏku kompletneÏ popsat trÏemi parametry: hmotnostõÂ M, naÂbojem Q a momentem hybnosti J. Toto jest źno hairł teoreÂm - cÏernaÂ dõÂra nemaÂ vlasy.

CÏerneÂ dõÂry vznikajõÂ gravitacÏnõÂm kolapsem, muÊzÏe se jednat naprÏõÂklad o konecÏneÂ staÂdium velmi hmotneÂ hveÏzdy. DaÂle se uvazÏujõÂ takzvaneÂ primordiaÂlnõÂ (prvotnõÂ) cÏerneÂ dõÂry.

CÏerneÂ dõÂry jsou velmi duÊlezÏiteÂ astrofyzikaÂlnõÂ objekty nachaÂzõÂme je v centrech aktivnõÂch galaxiõÂ (kde jsou źmotoremł akrece), ve strÏedu nasÏõÂ MleÂcÏneÂ draÂhy je takeÂ supermasivnõÂ cÏernaÂ dõÂra.

Hawkingovo zaÂrÏenõÂ, gravitacÏnõÂ kolaps, őnaÂlnõÂ stadia hveÏzd, akrecÏnõÂ proces ?

Kapitola 7

SlabeÂ gravitacÏnõÂ vlny

OTR prÏedpovõÂdaÂ na rozdõÂl od Newtonovy teorie gravitace existenci gravitacÏnõÂch vln. GravitacÏnõÂ vlny budeme zde uvazÏovat pouze velmi slabeÂ, takzÏe budeme vychaÂzet z linearizovanyÂch EinsteinovyÂch rovnic. Ani v prÏõÂpadeÏ slabyÂch gravitacÏnõÂch nelze pouzÏõÂt Newtonovu teorii gravitace, nebot’nenõÂ teoriõÂ dynamickou (cÏas v nõÂ neexistuje explicitneÏ). GravitacÏnõÂ sõÂla v nõÂ puÊsobõÂ źprÏõÂmo na daÂlkuł; rychlost sÏõÂrÏenõÂ gravitacÏnõÂ interakce je nekonecÏnaÂ. ZduÊrazneÏme, zÏe energii (a iformace) lze prÏenaÂsÏet pomocõÂ gravitacÏnõÂho pole i podle newtonovskeÂ analyÂzy:

x A B r A

B x F_1 > F_2

⃗F_{gr1}

⃗F_{gr2} △r 1 2 ⃗F_{s1}

⃗F_{s2}

RozdõÂl slapovyÂch sil F_{s1} − F_{s2} = 9GMm^{△rx2}_{r5} . NataÂcÏenõÂm soustavy boduÊ lze prÏenaÂsÏet signaÂly pomocõÂ gravitacÏnõÂho pole. DochaÂzõÂ prÏitom i k prÏenost energie - natazÏenõÂ a smrsÏteÏnõÂ pruzÏiny muÊzÏe konat praÂci. Dle Newtonovy teorie ovsÏem dochaÂzõÂ k okamzÏiteÂmu prÏenosu, cozÏ je zaÂsadnõÂ spor s principem kauzality. Newonovu teorii lze aplikovat pro r ≪ cT (kde T je doba pootocÏenõÂ źzdrojeł z polohy 1. do 2.). Pro r ≥ cT je nutno pouzÏõÂt OTR i v prÏipadeÏ velmi slabyÂch gravitanõÂch polõÂ, nebot’signaÂly se k detektoru musõÂ sÏõÂrÏit rychlostõÂ mensÏõÂ, nezÏ je rychlost sveÏtla. (PovsÏimneÏme si prosõÂm, zÏe pole slapovyÂch sil vymizõÂ jako 1/r^5 - na rozdõÂl od zaÂrÏiveÂho pole, jenzÏ mizõÂ jako 1/r.)

7.1 LinearizovaneÂ Einsteinovy rovnice

VychaÂzõÂme z prÏedpokladu existence sourÏadnicoveÂho systeÂmu, v neÏmzÏ je metrika blõÂzkaÂ k MinkovskeÂho metrice STR:

g_{μν} = η_{μν} + h_{μν} ; |h_{μν} | ≪ 1.

PodobneÏ prÏedpoklaÂdaÂme i |h_{μν,ρ}| ≪ 1. h_{μν} je tenzorem vuÊcÏi LorentzovyÂm sourÏadnicõÂm x^{′μ} = Λ^μ_ν x^ν . PlatõÂ g^′_{αβ} = η_{αβ} + h^′_{αβ} ,

g^′_{αβ} =

∂x^ρ ∂x^{′α}

∂x^σ ∂x^{′β} g_{ρσ} = Λ_λ^ρΛ_β^σ (η_{ρσ} + h_{ρσ} )

= η_{αβ} + Λ_α^ρΛ_β^σh_{ρσ}

a h^′_{αβ} = Λ_α^ρΛ_β^σh_{ρσ} . V dalsÏõÂmm budeme ve vsÏech vyÂrazech zachovaÂvat jen cÏleny ∼ h_{μν} , ostatnõÂ budeme zanedbaÂvat, takzÏe z nelineaÂrnõÂch EinsteinovyÂch rovnic G_{μν} = 8πG c^4 Tμν dostaneme linearizovaneÂ rovnice. Zavedeme ozna-

cÏenõÂ h_μ^ν = η^{να}h_{μα}; h^{μν} = η^{μβ} η^{να}h_{βα}; g^{μν} = η^{μν} −h^{μν} , s prÏenostõÂ do 1. rÏaÂdu v h (plyne z g^{αβ}g_{βγ} = δ^α_γ ). LinearizovaneÂ slozÏky aőnnõÂ konexe:

Γ^μ_{βγ} = 1 2 g^{μα} (−g_{βγ,α} + g_{αβ,γ} + g_{γα,β})

.= 1 2 η^{μα} (−h_{βγ,α} + h_{αβ,γ} + h_{γα,β}) .

LinearizovanyÂ Ricciho tenzor:

R_{μν} = R^α_{μαν} = Γ^α_{μν,α} − Γ^α_{μα,ν} + Γ^α_{σν} Γ^σ_{μν} − Γ^α_{σν} Γ^σ_{μα} .= 1 2 η^{ασ} (−h_{μν,σα} + h_{νσ,μα} + h_{να,σν} − h_{ασ,μν} ) = 1 2 (−h_{μν,α}^α + h_ν^α_{,να} + h^α_{α,μν} ) .

PlatõÂ

h_{μν,α}^α = η^{αβ} h_{μν,αβ} = η^{αβ}

∂h_{μν} ∂x^α∂x^β

≡ �h_{μν}

SkalaÂrnõÂ krÏivost: R = R_μ^μ .= h^{μα}_{,μα} − h_μ^μ_{,α}^α a EinsteinuÊv tenzor:

G_{μν} = R_{μν} − 1 2 g_{μν} R .= R_{μν} − 1 2 η_{μν} R

.= 1 2 � − h_{μν,α}α + h_μ^α_{,μα} + h_{μα,ν}^α − h_α^α_{,μν}

−η_{μν} � h^{αβ}_{,αβ} − h_α^α_{,β}^β � � . Je vyÂhodneÂ zaveÂst novou velicÏinu^1 h_{μν} = h_{μν} −^1_2 η_{μν} h_α^α; daÂle platõÂ h_{μν} = h_{μν} −^1_2 η_{μν} h_α^α. Pak linearizovaneÂ Einsteinovy rovnice majõÂ tvar

−h_{μν,α}^α − η_{μν} h^{αβ}_{,αβ} + h_μ^α_{,να} + h_ν^α_{,μα} =

16πG c^4

T_{μν} .

1Co je nejhezcÏõÂ? h̄_{μν} h̄_{μν} h_{μν} h_{μν}

Aplikujeme-li na levou stranu operaÂtor η^{ρν}

�_∂

∂x^ρ � , dostaneme nulovyÂ vyÂsledek . Proto pravaÂ strana musõÂ splnÏovat rovnici η^{ρν} T_{μν,ρ} = T_μ^ρ_{,ρ} = 0.

7.2 Lorentzova transformace

LinerizovaneÂ Einsteinovy rovnice se vyÂraznyÂm zpuÊsobem zjednodusÏõÂ, budeme-li pozÏadovat splneÏnõÂ Lorentzovy kalibracÏnõÂ podmõÂnky (aanlogickeÂ elektrodynamickeÂ LorentzoveÏ podmõÂnce) h_μ^ν_{,ν} = 0.

VysÏetrÏeme nynõÂ kalibracÏnõÂ transformace, jimizÏ budeme moci zajistit splneÏnõÂ Lorentzovy kalibrace. Budeme pochopitelneÏ pozÏadovat, aby se i v novyÂch sourÏadnicõÂch metrika maÂlo lisÏila od MinkovskeÂho prostorocÏasu. UvazÏujme iőnitezimaÂlnõÂ transformaci sourÏadnic x^{′μ} = x^μ + ξ^μ(x), kde ξ^μ(x) je libovolneÂ inőnitezimaÂlnõÂ pole (ξ^μ, ∂ξ^μ/∂x^ρ ∼ h_{μν} ; |ξ_{μ,να}ξ^α| ≪ h). VyjdeÏme z obecneÂho vztahu

g^′_{αβ} (x^{′μ}) =

∂x^ρ ∂x^{′α}

∂x^σ ∂x^{′β} g_{ρσ}(x^ν ).

PouzÏijeme inverznõÂ kalibracÏnõÂ transformaci x^μ = x^{′μ} − ξ^μ(x^′) (dõÂky inőnitezimaÂlnosti ξ^μ lze x → x^′ ). Pak (ξ_α = η_{αβ} ξ^β )

η_{μν} + h^′_{αβ} (x^{′μ}) = = [δ^ρ_α − ξ^ρ_{,α}] [δ^σ_β − ξ^σ_{,β} ][η_{ρσ} + h_{ρσ} (x^ν )] = η_{αβ} − ξ_{α,β} − ξ_{β,α} + h_{α,β} + h_{αβ} (x^ν )

a dostaÂvaÂme kalibracÏnõÂ transformaci odchylek od MinkovskeÂho metriky: h^′_{μν} (x^′) = h_{μν} (x) − ξ_{μ,ν} (x) − ξ_{ν,μ}(x). NynõÂ lze vyuzÏõÂt kalibracÏnõÂ transformaci pro splneÏnõÂ Lorentzovy podmõÂnky. Pro h_{μν} dostaÂvaÂme kalibracÏnõÂ podmõÂnku

h^′_{μν} = h_{μν} − ξ_{μ,ν} − ξ_{ν,μ} + η_{μν} ξ^α_{,α}.

Bude-li v sourÏadnicoveÂ soustaveÏ x^α h_μ^ν_{,ν} ≠ 0, lze prÏejõÂt k x^{′α} a pozÏadovat, aby v teÂto soustaveÏ bylo h_μ^ν_{,ν} = 0. MusõÂ byÂt

0 = h_μ^ν_{,ν} − ξ_{μ,ν}^ν − ξ^ν_{,μν} + ξ^α_{,μα} = h_μ^ν_{,ν} − ξ_{μ,ν}^ν

KalibracÏnõÂ transformace vedoucõÂ k LorentzoveÏ transformaci je pak daÂna podmõÂnkou (D’Alambertova)

�ξ_μ = h_μ^ν_{,ν} .

Z elektrodynamiky je znaÂmo, zÏe tato rovnice maÂ vzÏdy rÏesÏenõÂ, takzÏe Lorentzovu kalibracÏnõÂ podmõÂnku lze vzÏdy splnit. Soustava sourÏadnic ovsÏem nenõÂ D’Alambertovou rovnicõÂ plneÏ urcÏena: kalibracÏnõÂ transformacõÂ splnÏujõÂcõÂ podmõÂnku �ξ̃_μ = 0 lze prÏejõÂt k noveÂ soustaveÏ sourÏadnic bez narusÏenõÂ Lorentzovy kalibrace. V LorentzoveÏ kalibraci nabyÂvajõÂ linearizovaneÂ rovnice gravitacÏnõÂho pole tvar

�h_{μν} = −

16πG

c^4

T_{μν} ,

h_μ^ν_{,ν} = 0. (7.1)

7.3 SlabaÂ rovinnaÂ gravitacÏnõÂ vlna

LinearizovaneÂ Einsteinovy rovnice ve vakuu (T_{μν} ) se zjednodusÏõÂ na (s Lorentzovou kalibracõÂ)

�~h_{μν} = 0; ~h_μ^ν_{,ν} = 0.

2 VakuoveÂ linearizovaneÂ Einsteinovy rovnice evidentneÏ majõÂ rÏesÏenõÂ (analogicky s elektrodynamikou) popisujõÂcõÂ monochromatickou rovinnou gravitacÏnõÂ vlnu:

h_{μν} = Re � A_{μν} e^{ikσ xσ} � , kde A_{μν} je (obecneÏ komplexnõÂ) konstantõÂ tenzor a k^σ reaÂlnyÂ konstantnõÂ vektor - vlnovyÂ vektor. Re znamenaÂ, zÏe pouze reaÂlnaÂ cÏaÂst maÂ fyzikaÂlnõÂ vyÂznam. Einsteinovy rovnice pak daÂvajõÂ �h_{μν} = −A_{μν} k_αk_β η^{αβ} e^{ikσ xσ} = 0, takzÏe k_σk^σ = 0 a vlnovyÂ vektor je nulovyÂ vektor. UÂ hlovaÂ frekvence ω = c · |⃗k| ≡ c(k^2_x + k^2_y + k^2_z )^{1/2}, faÂze vlny maÂ tvar (k^0 = ω/c) k_σ x^σ = −k^0ct+⃗k·⃗r = −ωt+⃗k·⃗r = −ω (t − ⃗u · ⃗r). MaÂme gravitacÏnõÂ rovinnou harmonickou vlnu, jezÏ se sÏõÂrÏõÂ rychlostõÂ sveÏtla ve smeÏru ⃗n =^{⃗k}_ω =^1_c^{⃗k}_{|⃗k|} . Lorentzova kalibrace daÂvaÂ:

h_{μν,α} = iA_{μν} k_αe^{ikσ xσ} , η^{αν} h_{μν,α} = iA_{μν} k_αk^ν e^{ikσ xσ} .

DostaÂvaÂme tedy ortogonalitu amplitudy a vlnoveÂho vektoru

A_{μν} k^ν = 0.

Lorentzovou kalibracõÂ nenõÂ systeÂm urcÏen jednoznacÏneÏ. KalibracÏnõÂ transformace splnÏujõÂcõÂ vlnovou rovnici �ξ^μ ≡ ξ^μ_{,σ}^σ = 0 vede ke zmeÏneÏ metrickeÂho tenzoru: h^′_{μν} = h_{μν} − ξ_{μ,ν} − ξ_{ν,μ} + η_{μν} ξ^σ_{,σ} , jenzÏ staÂle splnÏuje Lorentzovu kalibraci (h^′_μ^ν_{,ν} = 0). KalibracÏnõÂmi transformacemi lze tedy daÂle daÂle omezit volnost ve vazbeÏ amplitudy tenzoru h_{μν} . Vlna obsahuje nejen skutecÏneÂ (fyzikaÂlnõÂ) stupneÏ volnosti, nyÂbrzÏ i sourÏadnicoveÂ vlny, jenzÏ lze vhodnou volbou sourÏadnic odtransformovat. ZvolõÂme-li rÏesÏenõÂ �ξ^μ ve tvaru ξ^μ = −iB^μe^{iksigma xσ} , kde B^μ je libovolnyÂ konstantnõÂ vektor. Z transformace h^′_{μν} dostaÂvaÂme:

A_{μν} → A^′_{μν} = A_{μν} − B_μk_ν − B_ν k_μ + η_{μν} B_σ k^σ

CÏtyrÏi konstanty je mozÏno volit vzÏdy tak, aby

A^′_{0μ} = 0, A^′_σ^σ = 0.

PrvnõÂ podmõÂnka reprezentuje 3 nezaÂvisleÂ podmõÂnky (A^′_{μν} k^μ = 0, takzÏe A^′_{00} = 0, pokud A^′_{0m} = 0). DruhaÂ podmõÂnka maÂ kovariantnõÂ tvar; prvnõÂ muÊzÏeme rovneÏzÏ zapsat nezaÂvisle na sourÏadnicoveÂm systeÂmu. Vybereme konstantõÂ vektoroveÂ pole U^μ =konst. Pak pozÏadujeme mõÂsto A^′_{0μ} = 0, aby A^′_{νμ}U^ν = 0.

Volba U^μ odpovõÂdaÂ volbeÏ urcÏiteÂho inerciaÂlnõÂho referencÏnõÂho systeÂmu z hlediska plocheÂho pozadõÂ. V LorentzoveÏ

2Lze ovsÏem ukaÂzat, zÏe je pak mozÏno psaÂt �h_{μν} = 0; h_{μ,ν} = 1 2 h_α^α_{,μ}.

systeÂmu (U^ν = (1, 0, 0, 0)) dostaÂvaÂme puÊvodnõÂ podmõÂnku A^′_{0μ} = 0. Lorenzova kalibrace a kalibracÏnõÂ transformace daÂvajõÂ 8 nezaÂvislyÂch vazeb na slozÏky tenzoru amplitudy, jezÏ lze splnit vhodnou volbou kalibrace (tj. pomocõÂ inőnitezimaÂlnõÂch kalibracÏnõÂch transformacõÂ):

A_{μσ} k^σ = A_σ^σ = A_{μν} U^σ = 0.

TeÏchto 8 podmõÂnek urcÏuje kalibraci jednoznacÏneÏ. SymetrickyÂ tenzor A_{μν} maÂ proto pouze 2^3 volnyÂch, nezaÂvislyÂch slozÏek s fyzikaÂlnõÂm vyÂznamem. RovinnaÂ gravitacÏnõÂ vlna maÂ tedy 2 stupneÏ volnosti. Vzhledem ke kalibracÏnõÂ podmõÂnce h_σ^σ = 0 je jasneÂ, zÏe h_{μν} je prÏõÂmo rovo odchylkaÂm od minkovskeÂho metriky:

h_{μν} = h_{μν} ,

a pro h_{μν} platõÂ kalibracÏnõÂ relace h_μ^ν_{,ν} = h_σ^σ = h_{μν} U^ν = 0. Libovolnou rovinnou gravitacÏnõÂ vlnu (slabou) lze reprezentovat jako vlnovyÂ balõÂk sestrojenyÂ z monochromatickyÂch vln pomocõÂ Fourierova integraÂlu:

h_{μν} (x^ρ) = 1 (2π)^2 � dω � d^{(3)}kh_{μν} (ω, ⃗k)e^{ikρ xρ} .

Pro tuto vlnu platõÂ tyteÂzÏ kalibracÏnõÂ vztahy jako pro monochromatickou vlnu (duÊsledek linearity).

Z prÏedchozõÂho postupu plyne, zÏe lze vzÏdy volit kalibraci, v nõÂzÏ vsÏechny rovinneÂ vlny, jezÏ superpozicõÂ vytvaÂrÏejõÂ uvazÏovanou vlnu, budou splnÏovat kalibracÏnõÂ podmõÂnky. SpeciaÂlneÏ v LorentzoveÏ systeÂmu (U^μ = δ^μ_0 ), dostaÂvaÂme

h_{0μ} = h_{ij,j} = h_{kk} = 0.

Zde se scÏõÂtaÂ prÏes dolnõÂ indexy; h_{μν} s cÏasovyÂm indexem nuloveÂ, takzÏe prÏi zvysÏovaÂnõÂ a snizÏovaÂnõÂ indexuÊ se nemeÏnõÂ znameÂnko. Tenzor splnÏujõÂcõÂ tyto relace je transverzaÂlnõÂ a bezstopyÂ źtransverse-tracelessł - jednaÂ se o TT-kalibraci, oznacÏujeme h_{μν} = h^{TT}_{μν} . Transverzalita znamenaÂ jen vymizenõÂ vsÏech cÏasovyÂch slozÏek (transverzalita vuÊcÏi cÏasoveÂmu smeÏru daneÂm U^μ), tak kolmost ⃗k na prostorovyÂ tenzor h_{ij} , h_{ij} k_j = 0. V teÂto kalibraci si vyjaÂdrÏõÂme explicitneÏ vlnu sÏõÂrÏõÂcõÂ se ve smeÏru osy z:

h_{μν} = A_{μν} e^{i ωc} (^{−x0+x3}) = A_{μν} e^{iω}(^{t− zc} )

= � � � � 0 0 0 0 0 h_{xx} h_{xy} = h_{yx} 0 0 h_{yx} h_{yy} = −h_{xx} 0 0 0 0 0

� � � � .

Vlna je popsaÂna dveÏma nezaÂvislyÂmi slozÏkami odpovõÂdajõÂcõÂmi dveÏma stupnÏuÊm volnosti - dveÏma nezaÂvislyÂm stavuÊm polarizace. OznacÏme dveÏ nezaÂvisleÂ konstantnõÂ amplitudy A_{xx} = −A_{yy} = A_+ a A_{xy} = A_{yx} = A_×. TenzoroveÂ pole h_{μν} muÊzÏeme rozlozÏit ve tvaru

h_{μν} = h_{+μν} + h_{×μν} ;

32 = 10 − 8

h_{+μν} maÂ nenuloveÂ jen slozÏky h_{xx} = −h_{yy}, h_{×μν} maÂ nenuloveÂ slozÏky h_{xy} = h_{yx}. MaÂme tak rozklad gravitacÏnõÂ vlny do dvou nezaÂvislyÂch lineaÂrneÏ polarizovanyÂch vln.^4 Zavedeme-li ⃗e_1, ⃗e_2 jako dva jednotliveÂ navzaÂjem kolmeÂ vektory, kolmeÂ ke smeÏru sÏõÂrÏenõÂ vlny, pak

e_{+ij} = ( ⃗e_1)_i ( ⃗e_1)_j − ( ⃗e_2)_j ( ⃗e_2)_i , e_{×ij} = ( ⃗e_1)_i ( ⃗e_2)_j − ( ⃗e_1)_j ( ⃗e_2)_i

a dveÏ nazaÂvisleÂ lineaÂrneÏ polarizovaneÂ lze psaÂt ve tvaru

h_{+ij} = A_+e^{−iω}(^{t− ⃗n⃗rc} )e_{+ij} ,

h_{×ij} = A_×e^{−iω}(^{t−⃗n ⃗n⃗rc} )e_{×ij} .

Z teÂto obecneÂ formulace dostaneme speciaÂlnõÂ tvar h_{xx}, h_{xy} pro ⃗e_1 = (1, 0, 0), ⃗e_2 = (0, 1, 0), ⃗n = (0, 0, 1). Pro kruhovou polarizaci gravitacÏnõÂ vlny jsou jednotkoveÂ tenzory daÂny vztahy^5

e_{Pij} = 1 √ 2 (e_{+ij} + ie_{×ij} ) , e_{Lij} = 1 √ 2 (e_{+ij} − ie_{×ij} )

7.4 Interakce s testovacõÂmi cÏaÂsticemi a prÏenos energie

FyzikaÂlnõÂ podstatu gravitacÏnõÂch vln nejjasneÏji osveÏtlõÂme, prozkoumaÂme-li jejich vliv na testovacõÂ cÏaÂstice. Pohyb jedneÂ cÏaÂstice nemaÂ fyzikaÂlnõÂ vyÂznam, musõÂme tedy zkoumat relativnõÂ (vzaÂjemnyÂ) pohyb dvou cÏaÂstic. VolneÂ cÏaÂstice se pohybujõÂ po geodetikaÂch:

d^2 x^μ dτ^2

+ Γ^μ_{αβ} dx^α dτ dx^β dτ = 0.

V nasÏem prÏõÂpadeÏ je^{dxμ}_{dτ} = cδ^μ_0 = (c, 0, 0, 0), nebot’ Γ^μ_{00} =^1_2 η^{μα} (−h_{00,α} + h_{0α,0} + h_{α0,0}) = 0, nebot’ ve zvoleneÂ kalibraci h_{0α} = 0. MusõÂ byÂt tedy x^i =konst. CÏaÂstice ve zvoleneÂm systeÂmu zuÊstaÂvajõÂ v klidu. GravitacÏnõÂ vlna ovsÏem meÏnõÂ vzdaÂlenosti, takzÏe dojde ke vzaÂjemneÂmu pohybu cÏaÂstic. VzdaÂlenost je daÂna vyÂrazem

(△s)^2 = g_{αβ}n^αn^β = (η_{αβ} + h_{αβ} ) n^αn^β, n^α = x^α_{(A)} − x^α_{(A)}.

Je jasneÂ, zÏe pokud je spojnice cÏaÂstic A, B rovnobeÏzÏnaÂ se smeÏrem sÏõÂrÏenõÂ vlny, vzdaÂlenost se nemeÏnõÂ: n^α = (0, 0, 0, l) = l · δ^α_3 ; h_{αβ} = A_{αβ} e^{iω}(^{−t+ zc} ); A_{xx}, A_{xy}, A_{yy} ≠ 0.

PrÏejdeÏmeÏ k rovnici geodetickeÂ deviace. UvazÏujme lokaÂlneÏ inerciaÂlnõÂ systeÂm ~x^α, spojenyÂ s volnou źpadaõÂcõÂł cÏaÂsticõÂ A, jezÏ je v klidu vuÊcÏi x^1, x^2, x^3 . PocÏaÂtek LIS spojõÂme

4Pro elektromagnetickeÂ pole platõÂ: ⃗E = (E_x, E_y, 0); ⃗E = ⃗E_1 + ⃗E_2 - lineaÂrneÏ polarizovaneÂ vlny ⃗E_1 = (E_x, 0, 0), ⃗E_2 = (0, E_y, 0); ⃗E_1 = A_1e^{−iω}(^{t− zc} ) ⃗e_1, ⃗E_2 = A_2e^{−iω}(^{t− zc} ) ⃗e_2

5KruhovaÂ polarizace pro elektromagnetickeÂ pole: ⃗e_P = 1√ 2 ( ⃗e_1 + i ⃗e_2), ⃗e_L =^1√_2 ( ⃗e_1 − i ⃗e_2).

s cÏaÂsticõÂ A. V pocÏaÂtku LIS bude ~g_{μν} (~x^0, 0, 0, 0) = η_{μν} , ~Γ^α_{βγ} (~x^0, 0, 0, 0s) = 0. TransformacÏnõÂ vztah mezi sourÏadnicemi x^α a x^{′α} je prÏi vhodneÂ orientaci os^{∂xμ}_{∂x′}α = δ^μ_α + O(h_{jδ???} ). SourÏadnice cÏaÂstice B oznacÏõÂme ~x^i_{(B)}; ~x^i_{(A)} = 0. Vektor ~n^α spojujõÂcõÂ obeÏ cÏaÂstice je v libovolneÂm cÏase ~x (~x^0_{(A)} = ~x^0_{(B)}):

~n^i = ~x^i_{(B)}, ~n^0 = 0.

ZavedenyÂ LIS je nejprÏirozeneÏjsÏõÂ soustavou sourÏadnic pozorovatele A; cÏas meÏrÏõÂ vlastnõÂmi hodinami, prostoroveÂ vzdaÂlenosti tycÏemi. PrÏed prÏõÂchodem vlny byla cÏaÂstice B v klidu, gravitacÏnõÂ vlna zpuÊsobõÂ, zÏe se B zacÏne vuÊcÏi A pohybovat. Pro vektor ~n^α platõÂ rovnice geodetickeÂ deviace

D^2~n^α dτ^2

= − ~R^α_{βγδ} ~U^β_{(A)} ~η^γ ~U^γ_{(B)},

~U α_{(A)} = cδα_0 , ~U α_{(B)} = cδα_0 + O(h) - cÏaÂstice B stojõÂ vuÊcÏi

x^1, x^2, x^3. S prÏesnostõÂ do prvnõÂho rÏaÂdu v h je^{D2 euα}_{dτ 2} .= − ~R^α_{0γ0}c^2 ~u^γ . JelikozÏ aőnnõÂ konexe vymizõÂ v pocÏaÂtku, lze absolutnõÂ derivaci nahradit obycÏejnou; vyuzÏitõÂm symetriõÂ pak daÂle bude

d^2 ~u^i dτ^2

.= c_2 ~R_{i0j0} ~u_j = −c_2 ~R_{i0j0} ~η_j .

Rovnice platõÂ s prÏesnostõÂ do 1. rÏaÂdu v h, zajõÂmaÂme se jen o prostoroveÂ slozÏky ~u^α, nebot’~u^0 = 0 dõÂky ~u^α ~U_{(A)α} = 0. SlozÏky R_{αβγδ} jsou 1. rÏaÂdu v h; zanedbaÂme-li cÏleny nejvyzÏsÏõÂho rÏaÂdu, je ~R_{i0j0} ∼ R_{i0j0} (slozÏky v sourÏadnicõÂch x^μ). Potom je d^2 ~x^i_{(B)} dτ^2

= c^2R_{i0j0} ~x^j_{(B)}.

NynõÂ vyjaÂdrÏõÂme RiemanuÊv tenzor pomocõÂ h_{μν} . V TTkalibraci bude R_{α0γ0} = −^1_2 h_{αγ,00} a rovnice geodetickeÂ derivace daÂvaÂ

d^2 ~x^i_{(B)}

d~t^2 = 1 2 ∂^2h_{ij} ∂~t^2

~x^j_{(B)}, � h_{ij,00} =

∂^2h_{ij} ∂~t^2 c^2; τ = ~t, ~x^0 = c~t � . Na pocÏaÂtku je ~x^i_{(B)} = ~x^i_{(B0)},^{∂exi(B)}_{∂et} � � et=0 = 0 cÏleny vysÏõÂho

rÏaÂdu v h zanedbaÂvaÂme. Pak lze snadno inegrovat:

~x^i_{(B)}(~t) = � δ^i_j + 1 2 h_{ij} (~t, 0, 0, 0) � ~x^j_{(B0)}.

UÂ cÏinek gravitacÏnõÂ vlny vede k tomu, zÏe B vuÊcÏi A kmitaÂ s frekvencõÂ danou frekvencõÂ vlny. OznacÏõÂme-li v LIS sourÏadnice ~x, ~y, ~z a vezmeme-li vlnu sÏõÂrÏõÂcõÂ se ve smeÏru osy ~z s lineaÂrnõÂ polarizacõÂ h_{+ij} , dostaÂvaÂme pro polohu blõÂzkyÂch cÏaÂstic v cÏase ~t:

△~x(~t) = � 1 + 1 2 h_{xx}(~t) � △~x_0,

△~y(~t) = � 1 − 1 2 h_{xx}(~t) � △~y_0, kde △~x_0 = a cos φ, △~y_0 = a sin φ jsou sourÏadnice v cÏase τ = 0. Z cos^2 φ + sin^2 φ = 1 dostaÂvaÂme � △~x(~t) a � 1 +^1_2 h_{xx}(~t) � �_2 + � △~y(~t) a � 1 +^1_2 h_{xx}(~t) � �_2

= 1,

tj. rovnici elipsy o poloosaÂch a � 1 ±^1_2 h_{xx}(~t) � . TakeÂ v sourÏadnicõÂch TT-kalibrace je x = y = z = 0 pro pocÏaÂtek LIS a t = ~t + O(h). Je tedy h_{xx}(t) = Re � A_+e^{−iωt} � = (ReA_+) cos ωt − (ImA_+) sin ωt. PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe ReA_+ = 0; −ImA_+ ≡ A. V t = 0 je tedy h_{xx} = 0 a cÏaÂstice lezÏõÂ na kruzÏnici o polomeÏru a. Poloosy elipsy zaÂvisõÂ na cÏase jako a [1 ± A sin ωt]. PodobneÂ je to prÏi polarizaci h_{×ij} - elipsa je prÏi sveÂ oscilaci pootocÏena vuÊcÏi osaÂm x, y o uÂhel 45^o.

~t = 0 ~y

~x φ a

~t =^π_{2ω}

~t =^π_ω

~t =^{3π}_{2ω}

~t =^{2π}_ω

V prÏõÂpadeÏ kruhoveÏ polarizovanyÂch vln se testovacõÂ cÏaÂstice nachaÂzejõÂ na elipsaÂch, ktereÂ se otaÂcÏejõÂ doprava dle smyslu polarizace.

Helicita gravitacÏnõÂch vln je ±2. ObecneÏ je helicita h v prÏõÂpadeÏ rovi rovinyÂch vln pole ϕ s nulovou hmotnostõÂ deőnovaÂna tak, zÏe prÏi prostorovyÂch rotacõÂch o uÂhel θ v rovineÏ kolmeÂ ke smeÏru sÏõÂrÏenõÂ vlny se pole transformuje pdle vztahu ϕ^′ = e^{ihθ}ϕ. VidõÂme, zÏe se nic nemeÏnõÂ s vlnou prÏi rotaci o ±π. Je tedy h = ±2.

GravitacÏnõÂ vlna prÏenaÂsÏõÂ enegii. Tuto energii ovsÏem nelze lokalizovat - evidentneÏ maÂ nelokaÂlnõÂ chrakter. Energii a hybnost charakterizujeme souborem velicÏin t_{μν} , jezÏ ovsÏem netvorÏõÂ tenzor (hovorÏõÂme o pseudotenzoru energie a hybnosti gravitacÏnõÂho pole); t_{μν} zaÂvisõÂ na volbeÏ sourÏadnic. V daneÂm bodeÏ lze hustotu energie i hybnosti gravitacÏnõÂho pole vynulovat - celkovaÂ energie a hybnost jako integraÂly na volbeÏ sourÏadnic nezaÂvisõÂ - asymptoticky ovsÏem musõÂ byÂt sourÏadnice MinkovskeÂho (g_{μν} → η_{μν} ). V prÏõÂpadeÏ slabeÂ gravitacÏnõÂ vlny lze pouzÏõÂt źteÂmeÏrÏ inerciaÂlnõÂł systeÂm sourÏadnic x^α, jenzÏ jsem zavedli vyÂsÏe. Pak lze energii cÏaÂstecÏneÏ lokalizovat - ato v rozmeÏrech veÏtsÏõÂch nezÏ vlnovaÂ deÂlka λ = 2πc/ω. PrÏi strÏedovaÂnõÂ prÏes oblast s rozmeÏry neÏkolika vlnovyÂch deÂlek zõÂskaÂme efektivnõÂ (strÏedovanyÂ) tenzor energie a hybnosti gravitacÏnõÂ vlny ⟨t_{μν} ⟩. Ten je invariantnõÂ vuÊcÏi LorentzovyÂm transformacõÂm x^′ = Λ^α_β x^β a kalibracÏnõÂm transformacõÂm. (Je mozÏno pouzÏõÂt i Landau-LifsÏicuÊv pseudotenzor.) SpeciaÂlneÏ v TT-kalibrai platõÂ � t^{(gr)}_{μν} � = c^4 32πG � h^{TT}_{jk,μ}h^{TT}_{jk,ν} � ;

< > oznacÏuje strÏedovaÂnõÂ prÏes neÏkolik vlnovyÂch deÂlek - vpravo se scÏõÂtaÂ pro j, k = 1, 2, 3. Je-li h_{jk} = ReA_{jk} e^{ikρxρ} , pak � t^{(gr)}_{μν} � = c^4 64πG k_μk_ν 3� j=1 3� k=1 |A_{jk} |^2 .

(PrÏi strÏedovaÂnõÂ vypadnou oscilujõÂcõÂ cÏleny cos k_αx^α, sin k_αx^α.) Vezmeme-li vyÂsÏe uvedenou vlnu sÏõÂrÏõÂcõÂ se ve smeÏru osy z (v TT-kalibraci), pak jednieÂ nenuloveÂ slozÏky jsou

t^{(gr)}_{00} = t^{(gr)}_{zz} = t^{(gr)}_{zz} = −t^{gr}_{0z} = c^4 32πG ω^2 � |A_+|^2 + |A_×|^2 � . 7.5 Generace gravitacÏnõÂch vln v linearizovaneÂ teorii

OmezõÂme-li se na prÏõÂpad slabyÂch gravitacÏnõÂch polõÂ, je mozÏno probleÂm generace gravitacÏnõÂch vln rÏesÏit v uÂzkeÂ analogii s elektrodynamikou a vyjõÂt z retardovanyÂch potenciaÂluÊ. RetardovaneÂ rÏesÏenõÂ zdrojoveÂ rovnice �h_{μν} = 16πT_{μν} je:

h^{μν} (t, x^j ) = 4 G c^4 � V T^{μν} � t −^{|⃗x−⃗x′|}_c , ⃗x^′ � |⃗x − ⃗x^′| d^3x^′,

kde |⃗x − ⃗x^′|^2 =

�_3 j=1(x^j − x^{′j} )^2 a T^{μν} je tenzor enrgiehybnosti zdroje vlneÏnõÂ. V prÏõÂpadeÏ źostrovnõÂhoł systeÂmu, v neÏmzÏ se zdroje pohybujõÂ pomalu ve srovnaÂnõÂ s rychlostõÂ sveÏtla dostaÂvaÂme pro cÏaÂst metriky reprezentujõÂcõÂ gravitacÏnõÂ zaÂrÏenõÂ ve velkyÂch vzdaÂlenostech od zdroje, zÏe zaÂrÏenõÂ je popsaÂno velicÏinami h_{μν} :

h_{0μ} = 0, h_{ij} (t, x^ρ) = 2G 3c^4r

D̈_{ij} � t − r c � , kde D_{ij} = � A m_A � 3x_{(A)i}x_{(A)j} − δ_{ij} r^2_{(A)} � je kvadrupoÂpovyÂ moment a˙oznacÏuje cÏasovou derivaci. CelkovyÂ vyÂkon kvadrupoÂloveÂho gravitacÏnõÂho zaÂrÏenõÂ je L = G 45c^5 � D̈_{jk}D̈_{jk} � , kde se scÏõÂtaÂ prÏes j, k a < > oznacÏuje strÏedovaÂnõÂ prÏes neÏkolik period. BipoÂloveÂ gravitacÏnõÂ zaÂrÏenõÂ neexistuje!^6 NynõÂ provedeme neÏkolik odhaduÊ na prÏõÂpadech jednoduchyÂch zdrojuÊ gravitacÏnõÂch vln. Jsou-li rychlosti zdroje maleÂ jsou vyzÏsÏõÂ multipoÂloveÂ prÏõÂspeÏvky ze zaÂrÏenõÂ zanedbatelneÂ oproti kvadrupoÂlovyÂm.

7.5.1 BinaÂrnõÂ systeÂm

UvazÏujme zdroj gravitacÏnõÂho zaÂrÏenõÂ tvorÏenyÂ soustavou dvou cÏaÂstic (hveÏzd) o teÂzÏe hmotnosti m, obõÂhajõÂcõÂch kolem spolecÏneÂho hmotneÂho strÏedu ve vzdaÂlenosti a/2 ObõÂhajõÂ-li hveÏzdy

6ProtozÏe ⃗d_{grav} = P i m_i⃗r_i; ˙⃗d_{grav} = P i m_i ˙⃗r_i = P i m⃗v_i = ⃗P ; ⃗P je celkovaÂ hybnost systeÂmu. VõÂme, zÏe platõÂ ⃗P =konst. Je tedy ¨⃗g_{grav} = ˙⃗P = 0 a podle OTR dipoÂloveÂ zaÂrÏenõÂ neexistuje.

v rovineÏ (x, y) s uÂhlovou rychlostõÂ ω, pak

x_1 = 1 2 a cos ωt, x_2 = −x_1; y_1 = 1 2 a sin ωt, y_2 = −y_1.

Moment hybnosti I_{ik} = � T_{00}x^{′i}x^{′k}d^3x^′ bude mõÂt nenuloveÂ slozÏky

I_{xx} = 1 h ma^2 cos 2ωt = −I_{yy}, I_{xy} = 1 h ma^2 ∼ 2ωt

a tenzor kvadrupoÂloveÂho momentu D_{ik} = 3I_{ik} −δ_{ik}I_ρ^ρ maÂ nenuloveÂ slozÏky

D_{xx} = −D_{yy} = 3 4 ma^2 cos 2ωt, D_{xy} = 3 4 ma^2 sin 2ωt.

VyÂpocÏtem, kteryÂ nebudeme uvaÂdeÏt, dostaÂvaÂme, zÏe zaÂrÏenõÂ ve smeÏru osy z je

h^{TT}_{xx} = −h^{TT}_{yy} = −2ma^2ω^2e^{−2iω(t−r)} G c^4r ; h^{TT}_{xy} = −2ima^2ω^2e^{−2iω(t−r)} G c^4r ; zatõÂmco ve smeÏru osy x je

h^{TT}_{yy} = −h^{TT}_{zz} = 1 2 ma^2ω^2e^{−2iω(t−r)} G c^4r .

x y

a/2

a/2 m

m

A

B

Frekvence gravitacÏnõÂho zaÂrÏenõÂ je dvojnaÂsobkem orbitaÂlnõÂ frekvence. Ve smeÏru kolmeÂm na orbitaÂlnõÂ rovinu binaÂrnõÂho systeÂmu je gravitacÏnõÂ vlna kruhoveÏ polarizovanaÂ, zatõÂmco ve smeÏru teÂto roviny je polarizovanaÂ lineaÂrneÏ. Po zpruÊmeÏrovaÂnõÂ, prÏes T =^{2π}_ω dostaÂvaÂme celkovyÂ zaÂrÏivyÂ vyÂkon L = 8G 5c^5 m^2a^4ω^6.

Pohyb hveÏzd je urcÏovaÂn gravitacõÂ - newtonovskeÂ orbity jsou urcÏeny rovnicõÂ^{Gm2}_{a2} = mω^{2 a}_2 , takzÏe ω =

�_{2Gm}

a^3

�_{1/2}

; a =

�_{2GM}

ω^2

�_{1/3}

. Poznamenejme, zÏelinearizovanaÂ teorie neumozÏnÏuje zjistit korekce na tvar orbity vlivem gravitacÏnõÂ brzdneÂ sõÂly. Pro zaÂrÏivyÂ vyÂkon pak dostaÂvaÂme L = 64G^4m^5 5c^5a^5 = 8 · 2^{4/3}

5c^5

G^{7/3}(mω)^{10/3}

.= 4.84 × 10_{21} � m M_⊙

� 10_3 � 1den T � 10_3 W .= 3.33 × 10_{54} � m M_⊙

� 10_3 � 1km d �_5 W UvzÏujeme-li rotujõÂcõÂ źcÏinkuł s m = 10^3kg, a = 10m, spojenou ocelovyÂm lanem umozÏnÏujõÂcõÂm ω .= 50s^{−1}, pak

L ∼ 10^{−32}W. Pro dvojhveÏzdu ι Bootes cÏi pulsar PSR 1913+16 je je T ∼ 8 hodin, m ∼ M_⊙ a L ∼ 10^{23}W. (Pro zkracovaÂnõÂ periody v duÊsledku vyzarÏovaÂnõÂ gravitacÏnõÂch vln platõÂ jednoduchyÂ vztah. JelikozÏ Ė = −L a T ∼ (−E)^{−3/2}, dostaÂvaÂme po derivaci dle cÏasu:^Ṫ = −^3_2^L_{|E|} .)

7.6 Detekce gravitacÏnõÂch vln

LaboratornõÂ generace pozorovatelnyÂch vln je evidentneÏ vyloucÏena (L ∼ 10^{−32}W). Pro astrofyzikaÂlnõÂ zdroje je nutno odhadnout hustotu toku energie na Zemi. Pro tuto hustotu pro zdroje ve vzdaÂlenosti l platõÂ I = L (4πl^2)

.= 4 × 10_{−19} � m M_⊙

� 10_3 � 1den T � 10_3 � 1kpc l �_2 Wm^{−2}.

HornõÂ hranici, danou dvojhveÏzdou ι Bootes (l = 10pc), dostaÂvaÂme I = 2 × 10^{−13}Wm^{−2}. Mnohem vyÂkoneÏjsÏõÂmi zdroji vsÏak mohou byÂt katastroőckeÂ procesy ve vesmõÂru - sraÂzÏky pulsaruÊ a cÏernyÂch deÏr, vyÂbuchy supernov. GravitacÏnõÂ vlny pak budou kraÂtkeÂ pulsy (10^{−4} − 10^{−2}s), prÏicÏemzÏ vyzaÂrÏeno bude 10^{−3} a 10^{−1} celkoveÂ klidoveÂ hmotnosti zdroje. Energie prÏenesenaÂ jednõÂm pulsem bude 10^{−3} − 10Jm^{−2}.

PrÏõÂchod gravitacÏnõÂ vlny je mozÏno zaregistrovat neÏkolika zpuÊsoby. NejznaÂmeÏjsÏõÂ jsou dva - rezonancÏnõÂ a interferometrickyÂ. Laserovou interferometriõÂ se meÏrÏõÂ zmeÏny vzdaÂlenosti volnyÂch cÏaÂstic zpuÊsobovaneÂ pruÊchodem gravitacÏnõÂ vlny. źDnesł je prÏipravovaÂn v hUSA projekt LIGO, jenzÏ maÂ byÂt schopen meÏrÏit vzdaÂlenost s prÏesnostõÂ 10^{−21}. Pak bude mozÏno meÏrÏit i pruÊchod vlny s h ∼ 10^{−21}. LIGO by meÏlo byÂt schopno registrovat vlny prÏichaÂzejõÂcõÂ z extreÂmeÏ silnyÂch zdrojuÊ - sraÂzÏky pulsaruÊ a cÏernyÂch deÏr a podobneÏ. RezonancÏnõÂho principu vyuzÏõÂvajõÂ gravitacÏnõÂ anteÂny Weberova typu. Na testovacõÂ teÏleso vaÂlec puÊsobõÂ slapoveÂ sõÂly^m_2^{∂2 hij}_{∂t2} ~x^j , jezÏ se meÏnõÂ (periodicky).

∼10 J/Hz m^2

V duÊsledku teÏchto sil se teÏleso rozkmitaÂ. Pokud se frakvence dopadajõÂcõÂ gravitacÏnõÂ vlny shoduje s frekvencõÂ vlastnõÂch kmituÊ teÏlesa, pak prÏi rezonanci muÊzÏe amplituda kmituÊ teÏlesa vyÂrazneÏ prÏevysÏovat hodnoty platneÂ pro volneÂ cÏaÂstice. Weberovy dva vaÂlce byly naladeÏny na 1660Hz a m2ly citlivost ∼ 10Wm^{−2}.

Kapitola 8

StandardnõÂ relativistickaÂ kosmologie

Evoluci vyvyÂjejõÂcõÂho se vesmõÂru urcÏujõÂ Einsteinovy gravitacÏnõÂ rovnice, źostatnõÂ fyzikał naÂm daÂva stavovou rovnici hmoty ve vesmõÂru. Od kosmickeÂho cÏasu T = 10^{−3}s (∼ 100GeV) je to fyzika oveÏrÏitelnaÂ v pozemskyÂch laboratorÏõÂch. Od T ∼ 10^{−2}s doluÊ se źlaboratorÏõÂł staÂvaÂ samotnyÂ big bang.

T_1 = k

T_3 = k

a(T ) r_1 r_2

T =konst 3-dim sfeÂry uzavrÏenyÂ vesmõÂr k = +1

gravitacÏneÏ vaÂzanyÂ systeÂm

nadplochy homogenity

prostory hyperboloidni

T =konst T =konst plocheÂ prostory k = −1 k = 0

Jak plyne z pozorovaÂnõÂ, vesmõÂr je na velkyÂch sÏkaÂlaÂch (>100 Mpc) homogenõÂ a izotropnõÂ. Na zaÂkladeÏ kosmologickeÂho principu, jenzÏ pravõÂ, zÏe vsÏechna mõÂsta ve vesmõÂru jsou rovnocenaÂ, prÏedpoklaÂdaÂme, zÏe se takto jevõÂ vsÏem typickyÂm (souputujõÂcõÂm) pozorovateluÊm. Tito pozorovateleÂ jsou v daneÂm mõÂsteÏ v klidu vuÊcÏi prostorocÏasu. SfeÂricky symetrickyÂ (izotropnõÂ) a zaÂrovenÏ homogenõÂ prostorocÏas popisujeme znaÂmou FriedmanovouśRobertsonovouśWalkerovou (FRW) metrikou. V souputujõÂcõÂch sourÏadnicõÂch (T, r, θ, φ) maÂ prÏõÂslusÏnyÂ deÂlkovyÂ element tvar

ds^2 = − dT^2 + a^2(T )

� dr2

1 − kr^2

+ r^2(dθ^2 + sin^2 θ dφ) � , kde skalaÂrnõÂ krÏivost k nabyÂvaÂ hodnot: k = 1 pro uzavrÏenyÂ vesmõÂr, k = 0 pro plochyÂ vesmõÂr a k = −1 pro otevrÏenyÂ vesmõÂr. KosmickyÂ cÏas T je synchronizovanyÂ vlastnõÂ cÏas souputujõÂcõÂch pozorovateluÊ. SÏkaÂlovyÂ faktor a(T ) popisuje cÏasovyÂ vyÂvoj celeÂho vesmõÂru. Jeho chovaÂnõÂ v zaÂvislosti na kosmickeÂm cÏase T urcÏõÂme z EinsteinovyÂch rovnic

G^μ_ν = 8πT^μ_ν , (8.1)

kde T^μ_ν je tenzor energie-hybnosti celkoveÂ vyÂplneÏ vesmõÂru a G^μ_ν je EinsteinuÊv tenzor zõÂskanyÂ z FRW metriky.

NenuloveÂ slozÏky Einsteinova tenzoru, spocÏteneÂ z FRW metriky, jsou

G^0_0 = −3 � ȧ a �2 + k a^2 � , G^1_1 = G^2_2 = G^3_3 = − � 2 ä a + � ȧ a �2 + k a^2 � . Tenzor dokonaleÂ kapaliny popisujõÂcõÂ rozlozÏenõÂ hmoty ve vesmõÂru maÂ v klidoveÂm systeÂmu souputujõÂcõÂch pozorovateluÊ diagonaÂlnõÂ tvar

T^μ_ν = (p + ρ)U^μU_ν + p g^μ_ν ,

kde ρ je vlastnõÂ hustota hmoty (energie), p je tlak a U^μ je 4- rychlost kosmickeÂ tekutiny, pro souputujõÂcõÂho pozorovatele U^μ = (1, 0, 0, 0). PlatõÂ tedy

T^μ_ν = diag(ρ, −p, −p, −p),

tlak se sÏõÂrÏõÂ vsÏemi smeÏry stejneÏ. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe ideaÂlnõÂ tekutina splnÏuje barytropicku stavovou rovnici

p = wρ.

Z EinsteinovyÂch rovnic (8.1) pro slozÏky ź0-0ł a ź1-1ł plynou takzvaneÂ Friedmanovy rovnice 3 ȧ^2 + k

a^2

= 8πρ, (8.2) −2 ä a^2 − ȧ^2 + k

a^2

= 8πp. (8.3)

VlozÏõÂme-li (8.2) do (8.3) dostaÂvaÂme ä a = − 4π 3 (ρ + 3p).

EfektivnõÂ gravitacÏnõÂ energie je tedy ρ+3p, tlak takeÂ prÏispõÂvaÂ ke gravitaci. DaÂle je z teÂto rovnice zrÏejmeÂ, zÏe pro ρ+3p < 0 dochaÂzõÂ k urychlovaÂnõÂ expanze vesmõÂru. Nic nebraÂnõÂ tomu, abychom nastavili hodnoty sÏkaÂloveÂho faktoru jako a(0) = 0 na pocÏaÂtku vesmõÂru a a(T_0) = 1 dnes.

a(T )

T k = −1 k = 0

k = 1

T_0 H^{−1}_0 0

a(T )

T T_0 H^{−1}_0 0

Λ > 0

PlatõÂ-li zaÂkon zachovaÂnõÂ T^{μν}_{;ν} = 0 pro ideaÂlnõÂ kapalinu, muÊzÏeme jej v prÏõÂpadeÏ FRW metriky napsat jako

ρ̇ + 3(ρ + p) ȧ a = 0.

Pro ruÊzneÂ stavoveÂ rovnice (8) dostaÂvaÂme z (8) ruÊzneÂ zaÂvislosti hustoty na sÏkaÂloveÂm faktoru a(T ).

naÂzev stavovaÂ rovnice zaÂvislost na a(T ) vliv na a(T ) zaÂrÏenõÂ p_r = 1/3ρ_r ρ_r ∼ a^{−4} a ∼ T^{1/2} prach p_m = 0 ρ_m ∼ a^{−3} a ∼ T^{2/3} źkrÏivostł p_k = −1/3ρ_k ρ_k ∼ a^{−2} a ∼ T vakuum p_Λ = −ρ_Λ ρ_Λ = konst. a ∼ exp (T )

RuÊzneÂ typy dokonaleÂ kapaliny jako vyÂplneÏ vesmõÂru a jejich charakteristiky.

Ve vesmõÂru muÊzÏeme uvazÏovat võÂce ruÊznyÂch komponent spolecÏneÏ, kazÏdou s prÏõÂslusÏnou stavovou rovnicõÂ. Podle pozorovaÂnõÂ^1 je dnes vesmõÂr tvorÏen temnou energiõÂ źDEł a temnou hmotou źDMł. Pak platõÂ

T^μ_ν = T^μ_{ν(DE)} + T^μ_{ν(DM)},

konkreÂtneÏ ρ = ρ_{DE} + ρ_{DM} a p = p_{DE} + p_{DM}.

1dynamika galaxiõÂ a kup galaxiõÂ, supernovy typu Ia, ŕuktuace teploty reliktnõÂho zaÂrÏenõÂ

TemnaÂ energie ∼ 73%

BaryonovaÂ hmota

∼ 4%

TemnaÂ hmota

∼ 23%

Je zajõÂmaveÂ, zÏe veÏci o nichzÏ toho mnoho nevõÂme, tvorÏõÂ veÏtsÏinu vesmõÂru.

Pro rychlost vzdalovaÂnõÂ kosmickyÂch objektuÊ, v duÊsledku expanze vesmõÂru, platõÂ HubbleuÊv zaÂkon v = H_0d, kde H_0 je dnesÏnõÂ hodnota Hubblova parametru deőnovaneÂho jako H = ȧ a . Rychlost vzdalovaÂnõÂ galaxiõÂ je tedy v = H_0 · l a H_0 = 100hkms^{−1}Mpc^{−1}, kde 0.4 < h < 1.0 (daÂno observacÏnõÂmi omezenõÂmi). HubbluÊv cÏas H^{−1}_0 = 9.78h^{−1} × 10^9 let charakterizuje veÏk vesmõÂru.

Pokud tedy vesmõÂr expanduje, vlnovaÂ deÂlka zaÂrÏenõÂ vzdalujicõÂch se objektuÊ λ_e bude vlivem Dopplerova jevu posunuta smeÏrem k rudeÂmu konci spektra. Tento jev naÂm umozÏnuje deőnovat rudyÂ posuv z vztahem z = λ_o − λ_e λ_e = a(T_o) a(T_e)

− 1,

kde λ_o je naÂmi pozorovanaÂ vlnovaÂ deÂlka zaÂrÏenõÂ.

PrÏõÂloha A

Dodatky

A.1 Killingovy vektory

PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe v daneÂ geomrtrii existuje vektoroveÂ pole ξ^μ takoveÂ, zÏe pokud je libovolnaÂ mnozÏina boduÊ prÏemõÂsteÏna o ξ^μ dλ (kde dλ je maleÂ cÏõÂslo), pak vsÏechny vzdaÂlenosti zuÊstaÂvajõÂ nezmeÏneÏneÂ. Pak ξ^μ je polem Killingova vektoru dan0 geometrie. Toto pole vyjadrÏuje symetrii geometrie a splnÏuje tzv. Killingovu rovnici

ξ_{(α;β)} ≡ 1 2 (ξ_{α;β} + ξ_{β;α}) = 0.

A.2 PohyboveÂ konstanty daneÂ Killingovy vektory

Je-li ξ^μ(x^α) pole Killingova vektoru a u^μ je tecÏnyÂ vektor ke geodetice, pak ξ^μu_μ je konstantõÂ podeÂl daeÂ geodetiky, tj. je to pohybovaÂ konstanta. ZmeÏna ξ^μu_μ podeÂl geodetiky je:

∇_u(u · ξ) = (∇_uu) · ξ + u · (∇_uξ),

u =≡^d_{dλ} ; u^α =^{dxα}_{dλ} . PlatõÂ ∇_uu = 0 jelikozÏ jde o geodetiku; ∇_uu ≡ u^β u_{α;β}

A.3 Rovnice geodetickeÂ deviace

Literatura

[1] C. W. Misner, K. S. Thorne, J. A. Wheeler. Gravitation.

Freeman, San Francisco, 1973.

[2] éyvind Grùn, Sigbjùrn Hervik. S Einstein’s Theory of Relativity

[3] B. W. Carroll, D. A. Ostlie. An Introduction to Modern Astrophysics. Addison-Wesley, Ogden, 1996.