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3.2 Paralelnı́ přenos a derivace tenzorů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 Afinnı́ konexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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5.2 Gravitačnı́ rudý posuv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

5.2.1 Observace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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6 Černé dı́ry 23
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A.2 Pohybové konstanty dané Killingovy vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Kapitola 1

STR

Výchozı́ principy:
- Existuje inerciálnı́ systém.
- Všechny inerciálnı́ systémy jsou rovnocené (speciálnı́
princip relativity).
- Světlo se šı́řı́ ve všech inerciálnı́ch systémech stejnou
rychlostı́ (princip konstantı́ rychlosti světla).

Zákony jsou invariantı́ vůči Lorentzově transformaci.
Prostoročas:

ds2 = −c2 dt2 + dx2 + dy2 + dz2

ds′
2
= −c2 dt′

2
+ dx′2 + dy′2 + dz′

2

Prostoročasový interval invariantnı́ vůči Lorentzově trans-
formaci:

ds2 = ds′
2

x0 = ct; x1 = x; x2 = y; x3 = z.

ds2 = ηαβ dx
αxβ ; ηαβ =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




Lorentzova transformace

x′ =
x − vt√
1− v2

c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t − v

c2x√
1− v2

c2

x′µ = Λµ
νxν ; Λ00 = Λ

1
1 =

1√
1− v2

c2

Λ01 = Λ
1
0 =

− v
c2√
1− v2

c2

; Λ22 = Λ
3
3 = 1,Λ

α
β = 0(1.1)

dx′µ = Λµ
ν dx

ν ; (1.2)

ds′
2
= ηµν dx

′µ dx′ν = ηµνΛ
µ

αΛ
ν

β dx
α dxβ

ds′
2
= ds2; ηµνΛ

µ
αΛ

ν
β = ηαβ

dx′µ =
∂x′µ

∂xα
dxα;

∂x′µ

∂xα
≡ Λµ

α

dxβ =
∂xβ

∂x′ν dx
′ν ;

∂x′µ

∂xα

∂xβ

∂x′µ = δβ
α

4-vektory A′µ = ∂x′µ

∂xα Aα kovariantnı́, Skalár = invariant
Lorentzovy transformace Ā · B̄ = ηαβAαBβ - skalárnı́
součin.

a- skalár; a,α =
∂a

∂xα
; a′,µ =

∂a′

∂x′µ =
∂a

∂x′µ

a,′µ =
∂a

∂x′µ =
∂a

∂xα

∂xα

∂x′µ =
∂xα

∂x′µ a,α

kovariantnı́ A′
µ =

∂xα

∂x′µ Aα.
4-tenzory

T ′µν
ρ =

∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ

∂xγ

∂x′ρ T αβ
γ

Kontravariantnı́ Minkovského tenzor ηαβηβγ = δα
γ

ds2 = −c2 dt2+dl2; dl2 = v2 dt2 < c2t2 => ds2 < 0

Vlastnı́ čas dτ = 1
c

√
− ds2 = 1

c

√
−ηαβ dxα dxβ

dτ = 1
c

√
c2 dt2 − dl2 = 1

c

√
c2 dt2 − v2 dt2 =√

1− v2

c2 dt dilatace času 4-rychlost Uµ =
dxµ

dτ ; UµUµ = −c2

Uµ =
1√
1− v2

c2

dxµ

dt
=> U i =

vi

√
1− v2

c2

, U0 =
c√
1− v2

c2

4-zrychlenı́ Aµ = dUµ

dτ ; Uµ
dUµ

dτ = 0
4-hybnost Pµ = m0
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Kapitola 2

OTR - Základnı́ principy

2.1 Princip ekvivalence

Vliv gravitace (pád v gravitačnı́m poli), podle Aristotelea:
Těžšı́ tělesa padajı́ rychleji, než lehčı́.

A

?

B
? A

B

?
?

Těžšı́ těleso A padá rychleji, než lehčı́ B. Pokud A spojı́me
s B, pak B bude brzdit A, ovšem spojená tělesa A a B
jsou těžšı́ než jednotlivé komponetny a padajı́ rychleji, což
je logický spor. Podle G.Galileo padajı́ všechna tělesa se
stejným zrychlenı́m.

Z klasické mechaniky známe jak 2. Newtonůw zákon sı́ly
m~a = ~F , tak i Newtonův gravitačnı́ zákon ~F = −GmM

r2
~r
r ,

kde m je hmotnost telesa a M hmotnost Země. Z těchto dvou
rovnic plyne, že zrychlenı́ padajı́cı́ho tělesa je nezávislé na
jeho hmotnosti

~a = −G
M

r2
~r

r
.

Setrvačná hmotnost ms~a = ~F gravitačı́ hmotnost (náboj)
~F = −G

mgM
r2

~r
r

Pasivnı́, aktivnı́ gravitačnı́ hmotnost

~Fm = −G
mg−pasMg−ak

r2
~r

r

~FM = −G
Mg−pasmg−ak

r2
~r

r

Zákon akce a reakce: ~Fm = − ~Fm a tedy

mg−pas

mg−ak
=

Mg−pas

Mg−ak

Jednotky lze zvolit tak, aby mg−pas = mg−ak a tedy

~a = −G
M

r2
~r

r
· mg

ms

Ovšm z teorie vůbec neplyne, že mg = ms,
proto je tato shoda podivuhodná. Poměr ms

mg
je

nutno určit měřenı́m. Newton - kyvadlo: T =

2π
√

l
g

√
ms

mg
; ms = mg na 10−3 Bessel na 2 · 10−5

b

b

~F01

~F02

Statické expe-
rimenty Eotvos
(r.1889); torznı́
váhy Vzdálenost
obou tělěs od osy
otáčenı́ Země stejná
(rameno vah - V-Z)
F1 > F2 Těleso
1 vychýlı́ k Jihu.

Otáčenı́ vůči přı́storoji - změna při otočenı́ o 180oC

ms

mg
= 1± 5 · 10−8(3 · 10−9)

Odstředivá sı́la oběhu Země kolem Slunce (srovnej s gravi-
tčnı́ silou Slunce!) r. 1964 Hicho, Krothov, Roll. Přı́stroj
nenı́ nutno otáčet (otáčenı́ Země s 24 hodinovou perio-
dou). Citlivost na lokálnı́ nehomogenity omezena použitı́m
3-rozměrného vahadla a třı́ tělšs mı́sto dvou. Pozorovaná
výchylka - přiblı́ženı́ pozorováno na vzdálenost několika
metrů, rosa na trávě v nedalekém parku, rozdı́ly v teplotě
< 10−4K, Hlinı́k + zlato ms

mg
= 1± 10−11, Hlinı́k + platina

ms

mg
= 1± 10−12.

Důsledky: Platı́ nejen pro hlinı́k a zlato, nýbrž i pro pro-
tony a neutrony nn/np = 1.08 u hlinı́ku a nn/np = 1.5
u zlata. Gravitačı́ hmotnost rovna relativistické (nikoliv kli-
dové) s přesnostı́ 10−5Ke gravitačnı́ i vazebná elstat energie
(5 · 10−9) Jaderná vazebná energie (10−7), gravitačnı́ va-
zebná energie (1% )

2.1.1 Slabý princip ekvivalence

- Gravitačnı́ hmotnost libovolného tělesa se rovná hmotnosti
setrvačné.
- V daném gravitačnı́m poli padajı́ všechna tělesa se stejným
zrychlenı́m. Nejde lokálně zjistit, zda jde o gravitačnı́ pole,
nebo setrvačné sı́ly ve zrychleném systému.

5



~g

? ?

~F = m~g

systém statický ~F = m~g

~g

?

6
?

~F = m~g

padajı́cı́ výtah ~F = 0

Všechny fyzikálnı́ procesy probı́hajı́ stejně v gravitačnı́m
poli a ve zrychleném výtahu. Pokud je gravitačnı́ pole
homogenı́ −~a = ~g.

~g

?
?

~F = m~g

grav. pole ~F = m~g

~g

?

6~a

?
~F = m~g

zrychlujı́cı́ výtah,

setrvačná sı́la ~F = m(−~a)

Reálné gravitačnı́ pole je nehomogenı́. V padajı́cı́ zdviži lze
lokálně zrušit gravitačnı́ pole a vyvolat beztı́žný stav.

gravitačnı́ pole

R 	

zrzchlená soustava

? ?

2.2 Princip ekvivalence

Gravitačnı́ pole je lokálně ekvivalentı́ zrychlenému pohybu
systému (poli setrvačných sil). V padajı́cı́m systému je
gravitačnı́ pole zrušeno a fyzikálnı́ procesy probı́hajı́ dle
zákonů STR. V každém bodě prostoročasu existuje lo-
kálně inerciálnı́ systém (LIS), v němž platı́ fyzikálnı́ zá-
kony jako v STR. Důsledkem principu ekvivalence je na-
přı́klad rudý posuv zářenı́ a ohyb světla. Rudý posuv:
Uvažujme situaci, kdy body 1 a 2 jsou v klidu vůči gra-
vitačnı́mu poli a vzdálenost mezi nimi △l je velmi malá.

~g

b

b

2

1

△l

LIS

Fregvenčı́ posuv světla vyslaného z bodu
1 do bodu 2 určı́me v LIS. LIS v klidu v
okamžiku vyslánı́ signálu, v LIS se body
1 a 2 pohybujı́ se zrychlenı́m −~g nahoru.
Platı́ △t21 =

△l
c . Rychlost bodu 2 je v =

g△t = g△l
c Docházı́ k Dopplerově efektu,

fregvence bude nižšı́, platı́

△ν

ν
=

v

c
=

g△l

c2
.

Rozdı́l gravitačnı́ho potenciálu je (Φ1−Φ2) = △Φ = g△l.

△ν

ν
=

△Φ
c2

Ztrátu energie fotonu spočteme pomocı́ E = hν; m =

hν/c2; odtud △E = m△Φ = hν
c2△Φ

△ν =
△E

h
⇒ △ν = ν

△Φ
c2

Ohyb světla: V LIS se světlo šı́řı́ přı́močaře v gravitačnı́m
poli se tedy ohýbá, nebot’LIS se pohybujı́ se zrychlenı́m ~g.

2.3 Princip obecné kovariance

~g

LIS
Potı́že s definicı́ inerciálnı́ho sys-
tému - nelze odstı́nit (globálnı́)
gravitačnı́ pole; nelze realizovat
volné hmotné body. Dle principu
ekvivalence existujı́ lokálnı́ iner-

ciálnı́ systémy (LIS), dohromady však netvořı́ globálnı́ iner-
ciálnı́ systém. Gravitačnı́ pole způsobuje i potı́že při syn-
chronizaci hodin. Princip obecné kovariance: Fyzikálnı́
zákony majı́ týž tvar ve všech souřadných systémech (inva-
riantnı́ co se formy týče).
Princip Obecné relativity: Žádný souřadný systém nesmı́
být preferován. V STR jsou výrazně preferovány inerciálnı́
systémy. I při jiných souřadnicı́ch se objevı́ členy určujı́cı́
vztah k IS (např. zrychlenı́ systému). OTR definitivě opouštı́
představu privilegovaných souřadnic („křivočará“ bude i ča-
sová souřadnice)

Kartézské souřadnice x1(= x), x2(= y), x3(= z); a vál-
cové souřadnice R, ϕ, z, jsou svázány vztahy

x = R cos(ϕ), y = R sin(ϕ), z = z.

Odtud spočteme jednotlivé diferenciály, napřı́klad dx =
dR cos(ϕ) − R sin(ϕ) dϕ. 4-interval (invariant) v různých
souřadnicı́ch

ds2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2,
ds2 = −(dx0)2 + dR2 +R2 dϕ2 + dz2,′

kde (dx0)2 = c2 dt2. Chceme-li popsat poměry na
rotujı́cı́m disku zavedem souřadnice t′, R′, ϕ′, z′ takto:

S

b

ϕ = 0

ω t′ = t, R′ = R, z′ = z,

ϕ′ = ϕ − ωt;

dϕ = ϕ′ + ω dt.

4-interval je v tomto přı́padě

ds2 = − c2

(
1− ω2R′2

c2

)
dt′
2

+ dR′2 +R′2 dϕ′2 + dz′
2
+ 2ωR′2 dϕ′ dt′.

Obecný zápis prostoročasového intervalu:

ds2 = gαβ dx
α dxβ , gαβ = gαβ(x

0, x1, x2, x3),

6



kde metrika gαβ charakterizuje použitý souřadný systém
i výsledky časových měřenı́. Hodiny spojené s kolotočem
(R′ = ϕ′ = z′ =konst.). Chod hodin je dán časem

dτ =
1

c

√
− ds2 =

√

1− ω2R′2

c2
dt′.

Rychlost nesmı́ být nadsvětelná a proto ω′2R′2/c2 > 1 a
tedy R′ < c

|ω| . Označı́me-li ωR′ = v (dt′ = dt), pak platı́

dτ =

√
1− v2

c2
,

což je známý vztah pro dilataci času. Hodiny na rotujı́cı́m
disku (R′ 6= 0) jdou pomaleji než v IS. Vidı́me, že infor-
mace o chodu hodin je obsažena v gαβ . Podobně délková
měřenı́ jsou obsažena v gαβ . Rotačnı́ soustava S′ je ne-
inerciálnı́ - vyskytujı́ se v nı́ setrvačné sı́ly (odstředivá a
Coriolisova). Tyto sı́ly jsou určeny koeficienty gαβ , ty tedy
určujı́ pole setrvačných sil. Dle principu ekvivalence jsou
pole setrvačných sil a pole gravitačnı́ lokálně ekvivalentı́.
Pole setrvačných sil je určeno koeficienty gαβ ve výrazu
pro 4-interval. Předpokládejme, že gαβ by mohly popiso-
vat i gravitačnı́ pole. Probereme napřed, jak zapsat fyzikálnı́
zákony v obecných souřadných systémech.

Požadavky na souřadne systémy. Souřadnice jednoznačně
určujı́ body prostoročasu, blı́zkým bodům odpovı́dajı́ blı́z-
ské souřadnice. Při pohybu se souřadnice musı́ měnit spo-
jitě. 1 „Hladkost“2 soustavy souřadnic.Tyto podmı́nky lze
realizovat je-li prostoročas tzv. diferencovatelnou varietou.

2.3.1 Zápis fyzikálnı́ch zákonů

Použijeme analogie ze STR. Veličiny mohou být skaláry,
vektory, nebo tenzory3. Tenzorový chrakter rovnic značı́, že
budou mı́t týž tvar ve všech souřadných systémech. Mějme
dva souřadné systémy, systém S se souřadnicemi x, a systém
S′, x′. Transformaci S → S′ zapı́šeme obecně jako

x′µ = x′µ(xν),

jsou to funkce spojité a dostatečně diferencovatelné
(„hladké“). Jelikož souřadnice určujı́ body jednoznačně,
musı́ existovat inverznı́ transformace

xβ = xβ(x′α).

Skalár je veličina jenž se při transformaci neměnı́ - (napřı́-
klad 4-interval, vlastnı́ čas, klidová hustota klidové hmot-
nosti). Pozici bodu určuje funkce 4-proměnách x′µ =
x′µ (x0, x1, x2, x3

)
. Můžeme definovat 4-rychlost (kontra-

variantı́ 4-vektor) jako

Uµ =
dxµ

dτ
1Existujı́ „singulárnı́ “ vyjı́mky odstranitelné přechodem k jinému sou-

řadnému systému.
2= diferencovatelnost až do mrtě.
3Skaláry jsou tenzory nultého řádu, vektory jsou tenzory řádu prvnı́ho.

4-rychlost se při přechodu S → S′ transformuje jako kon-
travariantı́ 4-vektor

U ′µ =
∂x′µ

∂xα
Uα

Diferenciály souřadnic se transformujı́ jako kontravariantı́
4-vektory

dx′µ =
∂x′µ

∂xα
dxα.

Jak se transformuje kovariantı́ 4-vektor ukážeme na přı́kladu
4-rozměrný gradient skaláru

A′
µ = a′

,µ ≡ ∂a′

∂x′µ =
∂xα

∂x′µ
∂a

∂xα
=

∂xα

∂x′µ a,α =
∂xα

∂x′µ Aα.

Obecně tedy platı́

T ′µν
ρ =

∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ

∂xγ

∂x′ρ T αβ
γ .

Vı́dı́me formálnı́ podobnost s transformacemi rovnic v STR,
ovšem zde ∂x′µ

∂xα , ∂xγ

∂x′ρ nejsou konstanty. Parciálnı́ derivace
obecných funkcı́ 4 proměných jsou rovněž funkcemi sou-
řadnic. To umožňuje postihnout nové efekty, předevšı́m to
umožňuje popisovat gravitačnı́ pole.

2.3.2 Pohyb volné částice

Na pohyb volné částice působı́ jen gravitačnı́ sı́ly. V LIS
(souřadnice ξα) platı́ pro pohyb (světočáru ξα = ξα(τ))
rovnice

d2 ξα

dτ
= 0.

V LIS se částice dle principu ekvivalence pohybuje rov-
noměrně přı́močaře. Souřadnice v LIS vyjádřı́me pomocı́
obecných souřadnic xµ:

ξα = ξα(xµ); dξα =
∂ξα

∂xµ
dxµ.

Prostoročasový 4-interval jest

ds2 = ηαβ dξ
α dξβ = ηαβ

∂ξα

∂xµ

∂ξβ

∂xν
dxµ dxν = gµν dx

µ dxν .

Složky metrického tenzoru (kovariantnı́ tenzor 2. řádu)

gµν = ηαβ
∂ξα

∂xµ

∂ξβ

∂xν

obsahujı́ informace o gravitačnı́m poli. Na tento tenzor mů-
žeme pohlı́žet jako na matici 4×4. Existuje i inverznı́ matice
(kontravariantı́ tenzor 2. řádu) gµν a platı́

gµνgνκ = δµ
κ .

Pohybouvou rovnici částice upravı́me následujı́cı́m způso-
bem:

d

dτ

(
dξα

dτ

)
=

d

dτ

(
∂ξα

∂xµ

dxµ

dτ

)
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=
d

dτ

(
∂ξα

∂xµ

)
dxµ

dτ
+

∂ξα

∂xµ

d

dτ

(
dxµ

dτ

)

=
∂

∂xν

(
∂ξα

∂xµ

)
dxν

dτ

dxµ

dτ

+
∂ξα

∂xµ

d

dτ

(
dxµ

dτ

)

= 0
/

· ∂xρ

∂ξα
(2.1)

Vı́me, že platı́

∂xρ

∂ξα

∂ξα

∂xµ
=

∂xρ

∂xµ
= δρ

µ,

pak (2.1) je

d

dτ

(
dxρ

dτ

)
+

∂xρ

∂ξα

∂2ξα

∂xµ∂xν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 (2.2)

Známe 4-rychlost jako Uρ = dxρ

dτ přepı́šeme (2.2) pak za-
vedeme označenı́ Christofelovy symboly:

d

dτ
(Uρ) + Γρ

µνUµUν = 0; Γρ
µν ≡ ∂xρ

∂ξα

∂2ξα

∂xµ∂xν

Vyjádřı́me Γρ
µν pomocı́ metrického tenzoru

∂gµν

∂xρ
≡ gµν,ρ = ηαβ

∂2ξα

∂xµ∂xρ

∂ξβ

∂xν
+ ηαβ

∂ξα

∂xµ

∂2ξβ

∂xν∂xρ
.

Je zřemé, že ∂2ξα

∂xµ∂xν = Γ
ρ

µν
∂ξα

∂xρ , pak platı́:

(gσµ,ν + gνσ,µ − gµν,σ) = 2ηαβ
∂2ξα

∂xµ∂xν

∂ξβ

∂xσ

= 2Γǫ
µνgǫσ

∣∣∣ · gρσ

Γρ
µν =

1

2
gρσ (−gµν,σ + gσµ,ν + gνσ,µ)

2.3.3 Pohybová rovnice v Newtonovském při-
blı́ženı́

Gravitačnı́ pole statické a slabé, blı́zké vlastnostem inerciál-
nı́ch systémů ve STR. Metrický tenzor pak můžeme rozepsat
jako

gµν = ηµν + hµν ,

kde hµν je malé ve sovnánı́ s ηµν . Platı́ hµν = ηµαηνβhαβ

pak
gµν = ηµν − hµν .

Pohyb částic v tomto přiblı́ženı́ je pomalý U i = ui (~u je
3-rychlost) U0 = c. Pohybová rovnice (pro ρ = i) pak
dává:

d

dτ
U i + Γi

00

(
U0
)2
= 0.

Pro malé rychlosti je d
dτ

.
= d
dt , takže

dui

dt
+ c2Γi

00 = 0

Christofelův symbol ( ∂
∂tgµν = 0, statické pole) je

Γi
00 =

1

2
giσ (−g00,σ + g0σ,0 + gσ0,0) =

1

2
giσ (−h00,σ)

= −1
2
ηijh00,j

Tedy dui

dt =
1
2η

ijc2h00,j . Jelikož ηij je nelulová a rovná
jedné jen pro i = j = 1, 2, 3 platı́ ve vektorovém zápisu

d~u

dt
= grad

(
1

2
c2h00

)
.

Dle Newtonovské mechaniky to je pohybová rovnice částice
v gravitačnı́m poli daném potenciálem

Φ = −1
2
c2h00.

Pro slabé statické gravitačnı́ pole je proto složka g00 met-
rického tenzoru dána potenciálem gravitačnı́ho pole:

g00 = −
(
1 +
2Φ

c2

)
,

g00 určuje rychlost chodu stojı́cı́ch hodin (xi =konst.)

−c2 dτ2 = ds2 = g00(c dt)
2.
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Kapitola 3

Zakřivené prostory

Souvislosti gravitace a geometrických vlastnostı́ prosto-
ročasu. V délkovém elementu

ds2 = gαβ dx
α dxβ

gαβ určuje geometrii prostotočasu a xα, xβ jsou obecné
souřadnice. Tento formalismus lze použı́t v plochém pro-
storočasu, ale i v zakřivených prostoročasech. Gravitačnı́
pole odpovı́dá zakřiveným prostoročasům. Vlastnosti pro-
storočasu v tomto přı́padě nejsou stejné jako v STR. Pro
názornost použijeme 2-dim. analogie

dl2 =

2∑

α=1

2∑

β=1

gαβ dx
α dxβ

V rovině lze zavést křivočaré souřadnice (polárnı́), geome-
trické vlastnosti roviny se tı́m neměnı́. Výraz pro element
intervalu leze užı́t i pro měřenı́ vzdálenostı́ na povrchu koule
dl2 = r2 dθ + r2 sin2 θ dϕ.

b

b
b

b

b

bA
B

Θ

△ϕ

△Θ

ϕ

b

STR použı́va Minkovského (plochý) prostoročas
- lze zavést kartézské souřadnice a globálnı́ inerci-
álnı́ systém. Ideálnı́ hodiny jdou všude stejně a platı́
O = 2πr, α + β + γ = 180o. Ovšem v gravitač-
nı́m poli globálnı́ IS neexistuje, hodiny jdou různou
rychlostı́ a geometrie prostoročasu nenı́ Minkovského.
Měřenı́? Tuhá tělěsa (absolutně) neexistujı́ (ani v STR)

b

b

b

b

součet úhlů > 180o obvod kružnice < 2πr

Konstrukce trojůhelnı́ků pomocı́ světelných paprsků Ge-
ometrie zakřiveného prostoročasu popisujeme pomocı́ gµν

Metrický tenzor popisuje i gravitačnı́ pole (to je tedy ekvi-
valentnı́ zakřivenı́ prostoročasu). Kličem je univerzálnost
(princip ekvivalence) gravitačnı́ho působenı́. Gravitačnı́
pole působı́ na všechno stejně, pohyb je řı́zen zakřivenou
geometriı́ prostoročasu. Lokálně lze zakřivenı́ zanedbat -
plocha splývá s rovinou - lokálně lze zavést kartézské sou-
řadnice.

α

γ

β α β

γ

STR-plochý prostoročas OTR-gravitačnı́ pole

α+ β + γ = 180o α+ β + γ > 180o

V gravitačnı́m poli existuje v každém bodě LIS - lze
užı́t kartézské souřadnice a zakřivenı́ prostoročasu zanedbat.
Globálně kartézské souřadnice nelze zavést, analogicky nee-
xistuje globálnı́ STR. V OTR se pro popis gravitačnı́ho pole
použı́vá formálnı́ aparát popisujı́cı́ geometrii zakřivených
ploch. Tento aparát budeme aplikovat názorně na přı́kladu
2-dim. zakřivených ploch. Zajı́má nás vnitřnı́ geometrie.
Nezajı́má nás „vnějšı́“ (globálnı́) geometrie - nezajı́má nás
vnořenı́ této zakřivené plochy do prostoru s vyžšı́ dimenzı́.
Napřı́klad vnitřnı́ geometrie válce je ekvivalentı́ rovině - lze
na něm zavést sı́t’kartézských souřadnic. Lı́šı́ se ovšem od
roviny globálnı́mi topologickými vlastnostmi. Globálnı́mi
topologickými vlastnostmi se zde nebudeme zabývat.

Skutečně (vnitřně) zakřivenou plochou je napřı́klad ku-
lová plocha. Stı́nové bytosti, žijı́cı́ jen na 2-dim ploše, vnı́-
majı́ jen vnitřnı́ geometrii. Z představy 2-dim kulové plochy
neplyne, že by tato plocha musela být vnořena do 3-dim
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prostoru; může existovat sama o sobě.1 V OTR představa
zakřiveného prostoročasu neimplikuje existenci „vı́ceroz-
měrného vesmı́ru“.

3.1 Metrika

Zavedené označenı́ je pro prostoročas µ = 1, 2, 3, 4 a pro
2-dim plochu α = 1, 2. Diferenciálnı́ geometrie - lokálnı́
geometrické vlastnosti. Vzdálenost dvou blı́zkých bodů je
určena

ds2 = gµν dx
µ dxν ,

kde gµν = gµν(x
σ) tenzor 2. řádu je funkcı́ souřadnic xσ .

Vzhledem k symetrii

gµν = gνµ

existuje jen 10 nezávislých složek metrického tenzoru. V
každém bodě prostoročasu existuje jeden směr dxα kdy
ds2 < 0 a tři směry dxα kdy ds2 > 0. Časová souřadnice
je x0 a xi(i = 1, 2, 3) jsou souřadnice prostorové. Pak pro

dxα = δα
0 dx

0 = (dx0, 0, 0, 0) je ds2 < 0

(0, dx1, 0, 0), (0, 0, dx2, 0), (0, 0, 0, dx3)je ds2 > 0. (3.1)

Při transformaci do LIS je metrický tenzor přetransformován
na Minkovského tenzor ηµν . Metriký tenzor se při změně
souřadného systému transformuje jako každý jiný tenzor 2.
řádu, to jest

g′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ.

Metrický tenzor se v našich lesı́ch vyskytuje jako gµν kova-
riantnı́ a gµν kontravariantnı́. Platı́ vztah

gµνgνσ = δµ
σ

Pomocı́ metrického tenzoru zvedáme a snižujeme indexy u
vektorů a tenzorů

Aµ = gµσAσ; a Aβ = gβαAα

Smı́šenými složkami metrického tenzoru jsou δµ
σ , nebot’

gµνgνσ = δµ
σ . Při transformaci souřadnic x′µ = x′µ(xα)

platı́ transformačnı́ relace pro skalár

a = a′,

pro kontravariantnı́ a kovariantnı́ vektor

A′µ =
∂x′µ

∂xα
Aα a A′

µ =
∂xσ

∂x′µ Aσ,

a pro obecný tenzor

T ′µν...
ρσ... =

∂x′µ

xα

∂x′ν

∂xβ
. . .

∂xγ

∂x′ρ
∂xδ

∂x′σ . . . T αβ...
γδ....

1A o možnostech vloženı́ se dozvı́te vı́ce v předmětu Geometrie - Na-
shova věta o vloženı́

V OTR jsou skaláry, vektory a tenzory funkcemi sou-
řadnic, tj. funkcemi polohy. Jde tedy o pole ska-
lárnı́, vektorové a tenzorové. Také transformačnı́ ma-
tice ∂x′µ

∂xα jsou obecně funkce polohy, takže v růz-
ných mı́stech prostoročasu se vektory a tenzory trans-
formujı́ různě. (Vyjı́mkou jsou skaláry.) Proto nelze se-
čı́st dva 4-vektory v různých bodech, ale skaláry ano.

dx
µ

A
µ (x

µ (1)) dx µ

A µ
(x µ
(2))

b

b

Jak je zřejmé z ob-
rázku, jedná se zde o
dvě různé tečné roviny
- nemá smysl sčı́tat
vektory dvou různých
rovin.

dx′ν =
∂x′ν

∂xα
dxα

Tenzory lze sčı́tat, stejného typu i násobit a úžit. Napřı́klad
gαβ = AαBβ = AαBβ je skalárnı́ součin dvou vektorů.

3.2 Paralelnı́ přenos a derivace ten-
zorů

Mějme dánu křivku (světočáru) v parametrickém vyjádřenı́
xµ = xµ(λ), kde λ je parametr podél světočáry (napřı́klad
vlastnı́ čas). Podél této křivky vektorové pole Aµ(xα(λ)).
Chceme zjistit, jak se Aµ měnı́ podél křivky, určit rychlost
této změny. (Tj. derivaci Aµ podél λ.) Obyčejná definice
derivace

dAµ

dλ

∣∣∣∣
λ0

= lim
△λ→0

Aµ (xα(λ0 +△λ))− Aµ (xα(λ0))

△λ

je zde nevhodná. Vektory v různých bodech nemůžeme ode-
čı́tat. Obyčejná derivace 4-vektoru nenı́ 4-vektorem - nemá
invariantı́ geometrický význam (závisı́ na souřadnicı́ch).
Definici je nutno stanovit tak, aby derivace byla 4-vektorem.
Vektory je nutno odečı́tat v témže bodě.

zakřivený prostor

(1)(0)

Aµ(xµ(λ0))

xµ(λ0) xµ(λ0 +△λ)

Aµ
|| Aµ(xµ(λ0 +△λ))

(1)(0)
~A

~A(~r(λ0))

~r(λ0) ~r(λ0 +△λ)

~A|| ~A(~r(λ0 +△λ))

3 dim. euklidovský prostor
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Inspiracı́ nám bude paralelnı́ přenos v rovině vyjádřený v
křivočarých souřadnicı́ch. V bodě (1) ~A = (Ar , 0) v bodě
(2) (△θ velmi malé):

~A|| =

(
Ar cos△θ;

1

r
Ar sin△θ

)
.
=

(
Ar;
1

r
Ar△θ

)

.
= ~A+

(
Ar;
1

r
Ar△θ

)

~A

~A||
(1) (2)

~A|| Θ

△Θ

r

(2)

Ar
||rAΘ||

Definujeme paralernı́ přenos kontravariantnı́ho vektoru
Aµ (xµ → xµ +△xµ)

Aµ
||(x

α+△xα) = Aµ(xα)−Γµ
ρσAρ(xα)△xσ (△xσ → 0),

kde Γµ
ρσ jsou koeficienty afinı́ konexe (obecně funkce sou-

řadnic). Definujeme absolutnı́ derivaci DAµ

dλ v bodě xµ(λ0):

DAµ

dλ
= lim

△λ→0

Aµ
||(λ0 +△λ)− Aµ(λ0)

△λ
.

Takto definovaná absolutnı́ derivace je opět 4-vektor.
Použijeme-li definici paralelnı́ho přenosu a △xσ =
−dxσ

dλ △λ (minus, nebot’Aµ posunujeme zpět)

DAµ

dλ

∣∣∣∣
λ0

= lim
△λ→0

Aµ (xα(λ0 +△λ)) − Aµ (xα(λ0))

△λ

+ lim
xλ→xα(λ0)

Γµ
ρσ(x

α)Aρ(xα)
dxσ

dλ

∣∣∣∣
xα

=
dAµ

dλ

∣∣∣∣
λ0

+ Γµ
ρσ (x

α(λ0))A
ρ (xα(λ0))

dxσ

dλ

∣∣∣∣
λ0

.

Zkráceně

DAµ

dλ
=
dAµ

dλ
+ Γµ

αβAαdx
β

dλ
.

Je-li vektor Aµ sám paralelně přenášen

DAµ

dλ
= 0.

Je-li vektor Aµ definován v celém prostoru (nebo okolı́
xα(λ)) pak

dAµ

dλ
=

∂Aµ

∂xβ

dxβ

dλ
≡ Aµ

,β
dxβ

dλ

DAα

dλ
= (Aµ

,β + Γ
µ

αβAα)
dxβ

dλ
. (3.2)

Aby toho nebylo málo, zavedeme ještě kovariantı́ derivaci

Aµ
;β ≡ Aµ

,β + Γ
µ

αβAα.

Platı́ pravidlo, že serivace součtu je souřet derivacı́. Pro
derivaci součinu máme

D

dλ

(
AαBβ

)
=
DAα

dλ
Bβ + AαDBβ

dλ
.

Platı́, definujeme-li absolutnı́ derivace kontravariantnı́ho
tenzoru 2. řádu

DT αβ

dλ
=
dT αβ

dλ
+ Γα

µρT
µβ dx

ρ

dλ
+ Γβ

µρT
αµdx

ρ

dλ
.

3.3 Afinnı́ konexe

Máme dva požadavky na vlastnosti afinı́ konexe Γµ
ρσ(x

α)

• 1. Měla by umožňovat kontrakci nekonečně malých
rovnoběžnı́ků.

A B

C
D

△xµ
(2)

△xµ
(1)

△xµ
(2) − Γµ

ρσ△xρ
(2)△xσ

(1)

△xµ
(1) − Γµ

ρσ△xρ
(1)△xσ

(2)

Paralelně přwnwsené vertory △x(1),△x(2) se musejı́
„setkat“ v bodě C Má tedy platit

△xµ
(1) +△xµ

(2) − Γµ
ρσ△xρ

(2)△xσ
(1)

= △xµ
(2) +△xµ

(2) +△xµ
(1) − Γµ

ρσ△xρ
(1)△xσ

(2)

Proto

(Γµ
ρσ − Γµ

σρ)△xρ
(1)△xσ

(2) = 0 => Γµ
ρσ = Γ

µ
σρ.

Afinı́ konexe je symetrická. (Nebyla-li by symetrická.
dostáváme prostoročas s torzı́.)

• 2. Měla by zachovávat skalárnı́ součin dvou vektorů
Aµ, Bµ paralelně přenášených. Zachovánı́ velikostı́
vektorů a ůhlu mezi nimi. Vı́me, že pro absolutnı́ a
kovariantnı́ derivaci skaláru platı́

Da

dλ
=
da

dλ
; a;α = a,α.

Jsou-li Aα
|| , B||α paraleleně přenesené vektory Aα, Bα

z bodu (0) do (1) podéle xα(λ), pak

Aα
||B||α = AαBβ , B||α = Bα +△Bα

Aα
||B||α =

(
Aα − Γα

µρA
µ dx

ρ

dλ
△λ

)
(Bα +△Bα)

.
= AαBβ − Γα

µρBα
dxρ

dλ
△λAµ +△BµAµ.
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Proto je △Bµ = Γ
α

µρBα△xρ. Potom je

DBµ

dλ
=
dBµ

dλ
− Γα

µρB
α dx

ρ

dλ
,

Bµ;ν = Bµ,ν − Γα
µνBα.

Obecně pro tenzory platı́

DT αβ...
µν...

dλ
= T αβ...

µν...;ρ
dxρ

dλ

T αβ...
µν...;ρ = T αβ...

µν...,ρ

+ Γα
κρT

κβ...
µν... + Γ

β
κρT

ακ...
µν...

+ . . .

− Γι
µρT

αβ...
ιν... − Γι

νρT
αβ...

µν...

− . . .

Přenášı́me-li Aα, Bβ podél xα(λ) paralelně(
DAα

dλ = 0,
DBβ

dλ = 0
)

skalárnı́ součin gαβAαBβ

musı́ být podél křivky konstantı́. Tedy

0 =
d

dλ
(gαβAαBβ) =

D

dλ
gαβAαBβ)

=
Dgαβ

dα
AαBβ + gαβ

DAα

dλ
Bβ + gαβAαDBβ

dλ

= gαβ;ρ
dxρ

dλ
AαBβ .

Platı́ pro libovolná Aα, Bβ a libovolnou křivku, musı́
tedy být

gαβ;ρ = 0, resp.gαβ
;ρ = 0,

lze tedy zvyšovat a snižovat indexy i u tenzoru, které
jsou zderivovány. Určujeme tı́m ovšem i vztah mezi
metrickým tenzorem a afinı́ konexı́. Je totiž

gαβ,ρ = Γ
κ

αρgκβ + Γ
κ

βρgακ.

Využijeme symetrie afinı́ konexe

−gαβ,ρ + gρα,β + gβρ,α = 2Γ
κ

αβgκρ

∣∣∣ · gµρ

Γµ
αβ =

1

2
gµρ(−gαβ,ρ + gρα,β + gβρ,α) (3.3)

Christofelovy symboly 2. druhu
{

µ
αβ

}
. Platı́

Γρ
αρ =

1√
|g|

∂

∂xα

(√
|g|
)

, g = det(gαβ)

Dále je

Aµ
;µ =

1√
|g|

∂

∂xµ

(√
|g|Aµ

)

Z transformačnı́ch vlastnostı́ pro Christofelovy sym-
boly

Γ′
ρ

ικ =
∂x′ρ

∂xµ

∂xα

∂x′ι
∂xβ

∂x′κΓ
µ

αβ +
∂x′ρ

∂xǫ

∂2xǫ

∂x′ι∂x′κ

je zřejmé, že Γµ
αβ nenı́ tenzor. Fyzikálnı́ význam:

složky Γµ
αβ mohou být v některé souřadné soustavě

nulové, v jiné nekteré nenulové. Γµ
αβ charakterizujı́

gravitačnı́ sı́ly; tj. intenzitu gravitačnı́ho pole. Vı́me,
že intenzita gravitačnı́ho pole v LIS vymizı́.

3.4 Geodetiky jako „nejpřı́mějšı́
čáry“

Definice: Geodetika je křivka xµ = xµ(λ), jejı́ž tečný vek-
tor dx

µ

dλ je podél nı́ přenášen paralelně (analogie s přı́mkou
v euklidovském prostoru). Platı́ tedy

D

dλ

(
dxµ

dλ

)
= 0.

Po dosazenı́

d2 xµ

dλ
+ Γµ

αβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0.

Vidı́me, že z geometických představ o „nejpřı́mějšı́ křivce“
jsme dospěli ke stejné rovnici jako pro pohyb volného hmot-
ného bodu.

rovina

zakřivená plocha

Pro částici s m 6= 0 je afinı́ parametr ztotožnitelný s
vlastnı́m časem τ . Pro fotony (m = 0) nikoliv, τ nemá
smysl. Geodetika je též extermálnı́ spojnicı́ mezi dvěma
body A, B. (Nejde vždy o nejkratšı́ spojnici, může být i
nejdelšı́.)

3.5 Křivost

Paralelnı́ přenos lze definovat jen podél křivky. Rozšı́čit
paralelismus na celý prostor nenı́ možné. Vyjdeme-li z
daného bodu (0), v němž je dán vektor Aµ0 a budeme
jej do bodu (1) přenášet podél různých křivek, dosta-
neme různé výsledky. Nelze řı́ct, který z těchto vektorů
Aµ

|| je ten správný. Podobně, přeneseme-li vektor Aµ

podél uzavřené křivky do výchozı́ho bodu, dostaneme
obecě jiný vektor Aµ

||. Uvedená vlastnost paralelnı́ho pře-
nosu umožňuje definovat zakřivenı́ prostoročasu (prostoru).

~A = ~A|| ~A = ~A||

Euklidovské geometrie: svinutı́ plochy do válce nevadı́,
přenos paralelně dává stále stejné výsledky.
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~A 6= ~A||Kulová plocha: v za-
křiveném prostoru nelze
zavést globálnı́ kartézské
souřadnice. Paralelnı́ pře-
nos (po uzavřené křivce)
umožňuje kvalitativě vyjá-
dřit mı́ru a charakter za-
křivenı́. Uvažujme křivky
(0)(1)(3) a (0)(2)(3) tvo-
řı́cı́ 4-úhelnı́k. Strany 4-
úhelnı́ku jsou malé vek-
tory (vystihujeme lokálnı́
vlastnosti geometrie). Zanedbáme-li veličiny vyžšı́ch řádů.
Vektory jsou úměrny veličině ǫ, zanedbáváme veličiny řádu
ǫ2 a výše. Paralelnı́ přenos vektoru Aµ

(0) z (0) do (1) dává:

Aµ
||(1) = Aµ

(0) − Γµ
ρσ(x

α
(1))A

ρ
(0)△xσ

(1).

Dále přenesem tento vektor do bodu (3):

Aµ
||(013) = Aµ

||(1) − Γµ
ικ(x

α
(0)△xα

(1))A
ι
||(1) ·

·
(
△xκ

(2) − Γκ
βγ(x

α
(0))△xβ

(2)△
γ
(1)

)
.

(0) (1)

(3)
(2)

Aµ
(0)

Aµ
||(1)

Aµ
(013)

△xα
(2) △xα

(2) − Γα
βγ△xβ

(2)△xγ
(1)

△xα
(1)

Je

Γµ
ικ(x

α
(0) +△xα

(1)) = Γ
µ

ικ(x
α
(0)) + Γ

µ
ικ,α△xα

(1).

Po dosazenı́ a zanedbánı́ členů vyžšı́ch řádů bude

Aµ
||(013) = Aµ − Γµ

ρσAρ△xσ
(1) − Γµ

ικAι△xκ
(2)

−Γµ
ικ,δA

ι△xκ
(2)△xδ

(1)

+Γµ
ικΓ

ι
ρσAρ△xσ

(1)△xκ
(2)

+Γµ
ικΓ

κ
βγAι△xβ

(2)△xγ
(1).

Hodnoty Aµ,Γµ
ικ bereme v bodě (0). Paralelnı́m přenosem

Aµ
(0) do bodu (2) a poté do (3) dostaneme

Aµ
||(023) = Aµ

||(013)(△xα
(1) ↔ △xα

(2)).

Křivost prostoru vystihuje rozdı́l vektorů, jenž byly přená-
šeny po různých stranách 4-úhelnı́ku

Aµ
||(023) − Aµ

||(013) =
[
Γµ

βδ,γ − Γµ
βγ,δ + Γ

ρ
βδΓ

µ
ργ

−Γρ
βγΓ

µ
ρδ

]
Aβ△xγ

(1)△xγ
(2).

Rozdı́l přenesených vektorů závisı́ na zvoleném vektoru Aβ

a ne na vektorech △xγ
(1),△xγ

(2). Vliv křivosti prostoru cha-
rakterizuje výraz v hranaté závorce :

Rα
βγδ = Γ

µ
βδ,γ − Γµ

βγ,δ + Γ
ρ

βδΓ
µ

ργ − Γρ
βγΓ

µ
ρδ,

takzvaný Riemanův tenzor (tenzor 4.řádu). Pak

Aα
||(023) − Aα

||(013) = Rα
βγδA

β△xγ
(1)△xδ

(2).

Platı́-li

d

dλ
=

∂

∂xγ

dxγ

dλ
a
D

∂v
=

∂

∂xρ

∂xρ

∂v
,

pak definice kovariantnı́ch derivacı́ 4-vektorů (tenzorů) lze
odvodit, že

D

dλ

[
D

∂v
Aα

]
− D

∂v

[
D

dλ
Aα

]
= −Rα

µβγAµdx
γ

dλ

dxδ

dv

Aα
;βγ − Aα

;γβ = −Rα
µβγAµ

Z poslednı́ rovnice je zřejmé, že Rα
µβγ je tenzorem 4.

řádu. Riemanův tenzor invariantnı́m způsobem charakte-
rizuje křivost zakřivených prostorů. V plochém prostoru (v
němž lze zavést kartézský systém souřadnic) je v každém
bodě Rα

βγδ = 0. V karézských souřadnicı́ch jsou gµν kon-
stanty (gµν = ηµν), takže Γα

βγ = 0 a z definice tenzoru
křivosti pak plyne Rα

βγδ = 0. Rovnoběžnost vektorů pak
lze definovat v celém prostoru nezávisle na zvolené křivce
- hovořı́me o inegrabilitě paralelnı́ho přenosu.
Symetrie Riemanova tenzoru Vypı́šeme je pro kovariantı́
složky Riemanova tenzoru

Rαβγδ = −Rβαγδ = −Rαβδγ = Rγδαβ (3.4)

Rα(βγδ)cykl = Rαβγδ +Rαγδβ = 0. (3.5)

Úženı́ Riemanova tenzoru:

Ricciho skalár: Rµν = Rρ
µρν

Skalár křivosti: R = Rα
α

Einsteinův tenzor: Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν

Platı́ důležité vztahy

Rαβ = Rβα, Gαβ = Gβα a Gµν
;ν = 0.

Bianchiho identity:

Rαδβγ;ν +Rαδνβ;γ +Rαδγν;β = 0.
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Kapitola 4

Gravitace a geometrie zakřivného
prostoročasu

Gravitačnı́ pole je v OTR popisováno zakřiveným prosto-
ročasem. Souvislost mezi veličinami charakterizujı́cı́mi gra-
vitačnı́ pole a zakřivený prostoročas je následujı́cı́. Metrický
tenzor gµν - potenciály gravitačnı́ho pole (gµν = gνµ ⇒ 10
nezávislých složek, potenciálů). Afinı́ konexeΓµ

αβ (kombi-
nace pariciálnı́ch derivacı́ gµν) - intenzita gravitačnı́ho pole
(40 nezávislých složek). Riemanův tenzor Rαβγδ - rozdı́ly
intenzity v blı́zkých bodech - slapové sı́ly gravitačnı́ho pole.

4.1 Fyzikálnı́ zákony v zakřiveném
prostoročasu

Nejpřirozenějšı́mi pozorovateli v OTR jsou ti, kteřı́ lokálně
nepocit’ujı́ účinky gravitačnı́ho pole - volně padajı́cı́ pozoro-
vatelé. Fyzikálnı́ procesy popisuje takový pozorovatel v LIS
se souřadnicemi ξα. Zajı́majı́ nás měřenı́ (měřicı́mi tyčemi
a ideálnı́mi hodinami) v okamžiku, kdy stojı́ vůči globálnı́
souřadné soustavě xµ. Čas měřeny ideálnı́mi hodinami v
počátečnı́m LIS označı́me τ .

ds2 = −(dξ0)2 + (dξ1)2 + (dξ2)2 + (dξ3)2 = −c2 dτ2

Pro stojı́cı́ hodiny je dξ1 = dξ2 = dξ3 = 0. 4-interval je
invariant, stejný ve všech souřadných systémech:

ds2 = gµν dx
µ dxν .

( Jelikož počátek LIS stojı́, dá se předpokládat ds2 =
g00(dx

0)2.) Tedy

dτ =
1

c

√−g00 dx
0

- rychlost chodu hodin vzhledem k souřadnicı́m času x0.

x0 = ct ⇒ dτ = √−g00 dt

Tı́mto je dán fyzikálnı́ význam g00 - určuje chod hodin v
gravitačnı́m poli.

4.2 Prostorové intervaly

dl2 = (dξ1)2 + (dξ2)2 + (dξ3)2

Při vyjádřenı́ dl2 pomocı́ xµ je sitace obecně kompliko-
vaná tı́m, že v transformačnı́ch vztazı́ch vystupuje i x0;
co je současné vůči LIS, nemusı́ být současné z hlediska
x0. Obecně nelze položit dx0 = 0; člen nemusı́m brát
v úvahu v přı́padě, kdy g0i = 0. Je-li g0i = 0, pak z
dξ0 = 0⇒ dx0 = 0⇒ ds2 = dl2 takže

dl2 = gij dx
i dxj

- určuje ovlivněnı́ měřenı́ délky v daných souřadnicı́ch, ná-
vod na určenı́ gij . (Délky lze měřit pomocı́ hodin a svě-
telných signálů △l = c△τ ) Geometrické vleličiny musı́
vystupovat ve fyzikálnı́ch zákonech, ovlivňuje všechny fy-
zikálnı́ procesy. Princip obecné kovarince vyžaduje, aby
fyzikálnı́ zákony měly stejný tvar ve všech souřadnicových
soustavách. Splňujı́ zákony „tenzor = tenzor“. Tenzory vůči
obecným transformacı́m souřadnic; v zákonech tedy musı́
vystupovat veličiny tenzorového charakteru - tj, derivace
absolutnı́ a kovariantnı́.

Vyjdeme z principu ekvivalence, takže základem bude
tvar v LIS. LIS má systém souřadnic ξα pokrývajı́cı́ jisté
okolı́ zvoleného bodu v prostoročasu (počátku LIS), v němž

gαβ (ξ
µ = 0) = ηαβ

- metrika STR. Christofelovy symboly jsou v tomto přı́padě
nulové:

Γα
βγ (ξ

µ = 0) = 0

- gravitačnı́ sı́ly nulové. LIS neı́ určeno jednoznačně (např.
jsou možné Lorentzovy transformace). V počátku LIS se
absolutnı́ derivace rovná obyčejné a kovariantı́ derivace se
rovná parciálnı́. Dle principu ekvivalence platı́ v LIS zákony
STR (v počátku LIS). Ty se ale nezměnı́ nahradı́me-li oby-
čejné derivace absolutnı́mi, parciálnı́ kovariantnı́mi. Tı́m
zákony v souladu s principem obecné kovariance automa-
ticky zı́skávajı́ obecně kovariantı́ tvar. Přechod od STR k
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OTR je formálně přechodem „od čárek ke střednı́kům“,

d

dτ
→ D

dτ
, ηµν → gµν

Toto jednoducé pravidlo platı́ jen když zákony obsahujı́ de-
rivace 1. řádu! Kovariantnı́ derivace 2. řádu se neredukujı́ v
počátku LIS na parciálnı́ derivace, nebot’obsahujı́ Γµ

αβ,γ ,
jež jsou v zakřiveném prostoru obecně nenulové. Záležı́ na
pořadı́ derivovánı́ a nenı́ jasné, jaké pořadı́ při přechodu od
STR volit. Ve fyzikálnı́ch zákonech se obecně mohou ob-
jevit členy obsahujı́cı́ Riemanův tenzor (v STR nenı́). Na-
přı́klad, když docházı́ k interakci vnitřnı́ struktury částice se
slapovými silami.

4.3 Základnı́ fyzikálnı́ zákony v OTR

4-rychlost částice je definovaná analogicky STR:

Uµ =
dxµ

dτ
; τ =

1

c

√
− ds2 = 1

c

√
−gµν dxµ dxν .

Pohyb volné částice

DUµ

dτ
= 0.

Podobně jako v STR je UµUµ = −c2. Pro částici s klidovou
hmotnostı́ m0 definujeme 4-rychlost

Pµ = m0U
µ, takže PµPµ = −m20c

2.

Pro částici s nulovou klidovou hmotnostı́ (m0 = 0) je

PµPµ = 0.

Rovnice pro pohyb volné částice D
dτ

(
dxµ

dτ

)
= 0 lze psát ve

tvaru
d2 xµ

dτ2
+ Γµ

αβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0,

(pro m0 = 0 platı́ táž rovnice, ale τ nenı́ vlastnı́ čas, ný-
brž afinı́ parametr; pro fotony je ds2 = 0). Volné částice se
tedy pohybujı́ po geodetikách, tj. nejpřı́mějšı́ch křivkách v
prostoročsu; trajektorie v 3-dimenzionálnı́m prostoru ovšem
mohou být výrazně zakřivené (např. kruhové orbity v cent-
rálnı́m poli). Máli částice hmotnost m0 a náboj q, jejı́ pohy-
bová rovnice v elektromagnetickém poli je

D(m0U
µ)

dτ
= qFµ

νUν ;

Fµ
ν je tenzor elektromagnetického pole. Chovánı́ elektro-

magnetického pole je dáno Maxwellovými rovnicemi:

Fµν
;ν = µ0j

µ; F[αβ;γ]cykl = 0,

jµ je hustota 4-proudu a Fµν = Aν;µ − Aµ;ν .

−Aα;µ
µ +Aµ

;µ
α = µ0j

α

−Aα;µ
µ +Aµ;α

µ = µ0j
α

−Aα,µ
µ +Aµ

;µ
α +Rα

µAµ = µ0j
α

Lorentzova podmı́nka Aα;µ
µ = 0, 2Aα = 0.

Tenzor energie-hybnosti:

T µν = ρUµUν − nekoherentı́ prach

T µν =
(
ρ+

p

c2

)
UµUν + pgµν − dokonalá kapalina

(4.1)

ρ - hustota hmotnosti (měřená v LIS, který vůči prachu,
respektive kapalině, je v daném okamžiku v klidu), p - tlak
(měřený stejným způsobem).

T µν
elmag =

1

µ0

[
Fµ

ρF
νρ − 1

4
gµν (FρσF ρσ )

]

Platı́ důležitý zákon zachovánı́:

T µν
;ν = 0

neboli
T µν

ν = −Γµ
ρνT ρν − Γν

ρνT µρ. (4.2)

Energie a hybnosti látek a polı́ se v OTR nezachovávajı́!
(Kdyby se zachovávaly, musel by být v rovnici (4.2) člen na
pravé straně nulový.) Napřı́klad pro µ = 0 plyne

∂ǫ

∂t
= div ~S 6= 0,

kde ǫ je hustota energie, ~S hustota toku energie. Po integro-
vánı́ přes konečnou oblast - přı́rustek energie v dané oblasti
se obecně nerovná množstvı́ energie, jež do nı́ vproudilo.
Tento výsledek je dán skutečnostı́, že T µν nezahrnuje ener-
gii a hybnost gravitačnı́ho pole. Přitom napřı́klad systém
částic roste na úkor energie gravitačnı́.

4.4 Einsteinův gravitačnı́ zákon

Geometrie prostoročasu ovlivňuje chovánı́ hmoty. Hmota
naopak určuje chovánı́ prostoročasu , jeho zakřivenı́. Vliv
hmoty na geometrii je dán gravitačnı́m zákonem. Při „od-
vozenı́ “ gravitačnı́ho zákona v OTR nelze použı́t princip
ekvivalence a vyjı́t z LIS - v STR gravitačnı́ zákon neexis-
tuje. Spı́še než o odvozenı́ půjde o postulovánı́; uhádnutı́
gravitačnı́ho zákona na základě teoretických úvah. V kla-
sické mechanice platı́ Newtonův gravitačnı́ zákon, který je
pro slabá a pomalu se měnı́cı́ pole v dobrém souladu s po-
zorovánı́m . Hledejme v něm proto inspiraci. Newtonův
gravitčnı́ zákon pro potenciál Φ má tvar

△Φ = 4πGρ. (4.3)

Na levé straně jsou druhé derivace potenciálu, na pravé je
střednı́ hustota hmotnosti. V OTR je gravitačnı́ pole popsáno
hned deseti potenciály gµν . Pro slabé stacionárnı́ pole, kdy
je g00

.
= −

(
1 + 2Φc2

)
musı́ OTR splývat s newtonovskou

teoriı́. Je tedy přirozené předpokládat, že na levé straně
gravitačnı́ho zákona budou derivace potenciálů gµν . Dle
principu obecné kovariance musı́ mı́t gravitačnı́ zákon týž
tvar ve všech souřadných soustavách, tj. musı́ mı́t tenzorový
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tvar. Použijeme princip jednoduchosti: druhé derivace gµν

by měly vystupovat jen lineárně. Tedy levá strana gravi-
tačnı́ho zákona musı́ obsahovat Rα

βγδ, gµν a jejich kom-
binace, tj. Rαβ , R, Rgµν . Nikoliv R2, RRαβ , nebot’pak již
obsahuje druhé derivace gαβ kvadraticky. Na pravé straně
Newtonova zákona je hustota hmotnosti (energie). V OTR
by měla pravá strana být tenzorem a obsahovat hustotu ener-
gie. Ta je ovšem složkou tenzoru energie-hybnosti. Prot je
vhodné hledat gravitačnı́ zákon ve tvaru

(tenzor obsahujı́cı́Rα
βγδ, gµν)µν = k · Tµν .

Levá strana - tenzor 2. řádu ⇒ může obsahovat
Rµν , gµν , Rgµν . Vzhledem k tomu, že pro tenzor energie-
hybnosti platı́ „zákon zachovánı́ “T µν

;ν = 0, musı́ také levá
strana gravitačnı́ho zákona splňovat analogickou podmı́nku:

(levá strana)µν
;ν = 0.

Kombinace Rαβ , R, gαβ splňujı́cı́ tuto podmı́nku je Einstei-
nův tenzor:

Gµν
;ν = 0.

Gravitačnı́ zákon by tedy měl mı́t tvar

Gµν = k · Tµν .

Tento zákon svazuje geometrii prostoročasu (levá strana) s
rozloženı́m hmoty (zdrojový člen na pravé straně). Einstei-
nův gravitačnı́ zákon lze upravit následujı́cı́m způsobem:

Rµν − 1
2
gµνR = kTµν

∣∣gµν

R − 1
2
R · 4 = kT α

α; T
α = T − stopa

R = −kT.

Tedy

Rµν = k

(
Tµν − 1

2
Tgµν

)
.

Konstantu k určı́me z principu korenspondence (pro slabá
stacionárnı́ pole). Einsteinův gravitačnı́ zákon přecházı́ na
Newtonův gravitačnı́ zákon. Máme gµν = ηµν + hµν ; kde
hµν ∼ ǫ, |ǫ| << 1; členy ∼ ǫ2,∼ ǫ3 zanedbáváme. Jelikož
hµν ∼ ǫ pak i Γα

βγ ∼ ǫ a v Rα
βγδ zanedbáváme členy ΓΓ.

Z tohoto plyne

Rµν
.
= Γρ

µν,ρ − Γρ
µρ,ν .

Vyšetřeme složku R00; za předpokladu stacionarity (deri-
vace dle x0 rovny nule) bude

R00
.
= Γρ

00,ρ = Γ
i
00,i =

∂

∂xi

[
−gij 1

2
g00,ij

]
.

Jelikož g00 = −
(
1 + 2Φc2

)
, bude

R00 =
1

c2
ηijΦij =

1

c2
△Φ.

Pravá strana pro nekoherentı́ prach Tµν = ρUµUν , což dáva
T = −ρc2 vede ve stacionárnı́m přı́padě s U0

.
= −c, T00

.
=

c2ρ k výrazu

T00 −
1

2
g00T

.
= T00 −

1

2
η00T

.
=
1

2
c2ρ.

Dostáváme tedy △Φ = k
2 c
4ρ; srovnánı́m s Newtonovým

gravitačnı́m zákonem (4.3) vycházı́ k = 8π G
c4 , takže Ein-

steinův gravitačnı́ zákon má tvar

Rµν − 1
2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν .

Připojı́me-li takzavaný kosmologický člen Λgµν (Λ je kos-
mologická konstanta), má Einsteinův gravitačnı́ zákon tvar

Rµν − 1
2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν .

Jelikož gµν
;ν = 0, platı́ stále (levá strana)µν

ν = 0. Pro
slabé stacionárnı́ pole však dostáváme

△Φ + 2ΛΦ = 4πGρ − Λc2

(Newtonův g.z. dostáváme jen když Λ = 0). Pro velmi
malá Λ by však odchylky od Newtonova zákona v rámci
slunečnı́ soustavy mohly být pod hranicı́ dnešnı́ch pozoro-
vacı́ch chyb. Odchylky se ovšem budou vždy projevovat
na velkých vzdálenostech. Napřı́klad v prázdném prostoru
(ρ = 0) je řešenı́m Newtonova g.z. při Λ = 0 potenciál
Φ ∼ 1

r , zatı́mco při Λ 6= 0 je to Φ ∼ 1
r e−

√
2Λr. Odtud

název kosmologická konstanta. Einstein Λgµν zavedl, aby
zajistil statičnost jistého kosmologického řešenı́. Tento ar-
gument poměrně rychle padl. Λ lze chápat jako pole, jež
působı́ na vše (prostřednictvı́m zakřivenı́ prostoročasu) a na
něž samotné nepůsobı́ nic. Neexistujı́ experimentálnı́ dů-
kazy Λ 6= 0. Nicméně lze ukázat, že kosmologická kon-
stanta odpovı́dá hustotě energie vakua a hraje klı́čovou roli
v dnešnı́ch kosmologických modelech.

Einsteinovy rovnice jsou nelineárnı́! To komplikuje ře-
šenı́ Einsteinových rovnic. (Přı́činou jsou součiny Christo-
ffelových symbolů v Riemanově tenzoru.) Neplatı́ princip
superpozice. Gravitačnı́ pole dvou těles nenı́ dáno souč-
tem (superpozicı́) pole jednotlivých těles. Gravitačnı́ pole je
rovno rozloženı́ energie (a hybnosti). Samo však má energii,
zpětně se ovlivňuje „budı́ samo sebe“. Celkové gravitačnı́
pole dvou těles je slabšı́ než součet polı́ samostatných těles.
Docházı́ ke gravitačnı́mu úbytku hmotnosti danému gravi-
tačnı́ vazebnou energiı́ (která je záporná).

4.5 Sféricky symetrické gravitačnı́
pole

Důsledky OTR lze ověřovat na základě srovnánı́ předpovědı́
teorie s pozorovánı́m. Proto ovšem musı́me hledat řešenı́
Einsteinových rovnic. Pro testovánı́ OTR v rámci slunečnı́
soustavy tedy musı́me napřed určit gravitačnı́ pole buzené
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sluncem, tj. řešit Einsteinovy rovnice, když zdrojový člen je
dán rozloženı́m ...??? (a jeho okolı́). Vliv meziplanetárnı́ho
prostředı́, detaily stavby Slunce a jeho rotaci lze zanedbat -
v dalšich přiblı́ženı́ch je lze charakterizovat pomocı́ malých
perturbacı́. Musı́me tedy hledat gravitačnı́ pole buzené sfé-
ricky symetrickým tělesem ve vakuu. Takové pole zjevně
bude také sféricky symetrické. Při řešnı́ problému je vý-
hodné použı́t sférické souřadnice r, θ, ϕ. Souřadnice θ, ϕ
majı́ stejný význam jako v eukleidovském prostoru. Poža-
davek sférické symetrie výrazně omezuje tvar metrického
tenzoru. Přitom hodně daleko od tělesa bude prostoročas
plochý a metrika bude mı́t v souřadnicı́ch t, r, θ, ϕ tvar

ds2 = −c2 dt2 + dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
.

Obecná metrika má tvar (v uvedených souřadnicı́ch)

ds2 = g00 dt
2 + rrr dr

2 + gθθ dθ
2 + gϕϕ dϕ

2

+2g0r dt dr + 2g0θ dt dθ + 2g0ϕ dt dϕ

+2grθ dr dθ + 2grϕ dr dϕ+ 2gθϕ dθ dϕ.

Geometrie sféricky symetrická se nesmı́ měnit při záměně
dϕ → − dϕ, dθ → − dθ při libovolných dt, dr. Odtud
ihned plyne g0θ = g0ϕ = grθ = grϕ = 0. Geometrie na
povrchu sféry r =konst (t =konst) je stejná ve všech bodech
sféry (metrika se neměnı́ při otočenı́ os x, y, z (kartézských)
kolem počátku r = 0.) To je splněno pro metriku na povrchu
koule v plochém prostoru a lze dokázat, že geometrie na
povrchu sféry musı́ být ve sféricky symetrickém přı́padě
totožná s geometriı́ sféry v plochém prostoročasu. Lze tedy
psát

gθθ dθ
2+2gθϕ dθ dϕ+gϕϕ dϕ

2 = R2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
,

kde obecně je R = R(r, t). 2πR je obvod libovolné hlavnı́
kružnice na sféře. Metrika musı́ tedy mı́t tvar

ds2 = g00 dt
2+2g0r dt dr+grr dr

2+R2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
,

kde g00, g0r, grr, R jsou funkce r, t (a nemohou být vzhle-
dem k e sférické symetrii funkcemi θ, ϑ). Přejděme nynı́ k
souřadnicı́m t, r̃ = R(r, t). Radiálnı́ souřadnice tedy je ob-
vod hlavnı́ kružnice sféry r =konst, t =konst, dělený 2π.
Metrika má pak tvar

ds2 = g̃00 dt
2+2g̃0r dt dr̃+g̃rr dr̃

2+r̃2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
,

Tuto metriku lze diagonalizat, tj. nalézt souřadnici t̃ =
t̃(r̃, t) takovou, že platı́

g̃00 dt
2 + 2g̃0t dt dr̃ + g̃rr dr̃

2 = −c2e2Φ dt̃2 + e2Λ dr̃2,

stačı́ volit e2Λ = g̃rr − fg0r
2

fg00
; ceΦ dt̃ =

√
−g̃00 dt −

fg0r√
− fg00

dr̃. Sféricky symetrická metrika má konečný tvar

(t̃, r̃ → t, r):

ds2 = −e2Φc2 dt2 + e2Λ dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
.

Nové funkce Φ = Φ(r, t),Λ = Λ(r, t) nemajı́ nic společ-
ného s Newtonovským potenciálem ani s kosmologickou
konstantou. Standardnı́m výpočtem Christoffelových sym-
bolů a Riemanova tenzoru křivosti dojdeme k Einsteinovu
tenzoru a k levé straně Einsteinových rovnic. Budeme hle-
dat vakuové řešenı́ (vně tělesa), tj. Tµν = 0. Einsteinovy
rovnice dávajı́ Gµν ; dosazenı́m za jednotlivé složky Gµν

dostáváme soustavu rovnic ( ˙≡ ∂
∂t ;

′ ≡ ∂
∂r ):

e−2Λ (1− 2rΛ′)− 1 = 0(4.4)

e−2Λ (1− 2rΦ′)− 1 = 0(4.5)

−r2

c2
e−2Φ

[
Λ̈ + Λ̇2 − Λ̇Φ̇

]
+

r2e−2Λ
[
Φ′′ +Φ′2 − Φ′Λ′ +

1

r
(Φ′ − Λ′)

]
= 0(4.6)

Λ̇ = 0(4.7)

Na proměných θ, ϕ složky Gµν nezávisı́ v důsledku sférické
symetrie; vyjı́mkou je G33 = sin

2G22 - což je ovšem dáno
sférickou symetriı́. Einsteinových rovnic je obecně 10 - zbý-
vajı́cı́ch 6 je splněno triviálně nebo závisı́ na rovnicı́ch (4.4)
- (4.7). Můžeme přistoupit k řešenı́ Einsteinových rovnic
(4.4) - (4.7). Z (4.7) plyne

Λ = Λ(r).

Λ nezávisı́ na t. Odečtenı́m (4.4) a (4.5) dostáváme

Λ′ +Φ′ = 0.

Tedy (Λ+Φ)′ = 0 a odtudΛ+Φ = f(t), f(t) je libovolná
funkce. Je tedy

Φ(r, t) = f(t)− Λ(r). (4.8)

Rovnici (4.4) lze upravit na tvar

−2Λ′e−2Λ =
1

r
(1− e−2Λ)

a zavedenı́m substituce g(r) = e−2Λ(r) dostáváme

g′ =
1

r
(1 − g).

Tuto rovnici lze řešit separacı́ proměných. Řešenı́ je g =
1− K

r , kde K je libovolná konstanta. Proto je

e2Λ =
1

1− K
r

. (4.9)

Z rovnice (4.8) dále plyne

e2Φ = e2f(t) − e−2Λ = e2f(t)
(
1− K

r

)
(4.10)

Řešenı́ (4.9), (4.10) vyhovujı́ rovnicı́m (4.4), (4.5),(4.7).
Uvažujem ještě rovnici (4.6). Při Λ̇ = 0 je prvnı́ člen iden-
ticky roven nule. Druhý člen:

1

2
re−2Λe−2Φ

[
e2Φ(1 + 2rΦ′)− 1

]′
=

1

2
re−(2Λ+2Φ)

[
e2f(t)e−2Λ(1 + 2rΦ′)− 1

]′
=

r

2
e−(2Λ+2Φ)

[
e2f(t) − 1

]
= 0,
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kde bylo využito (4.10) a (4.5). Rovnice (4.6) je tedy spl-
něna identicky. Výraz (4.10) určujı́cı́ g00 lze zjednodušit
volbou časové souřadnice t̃ = t̃(t), dt̃ = ef(t) dt. Pak
je g̃00 = e−2f(t)g00 a koeficient e2f(t) tı́m z (4.10) vy-
padne. Označenı́˜opět vynecháme (budeme prostě přepo-
kládat f(r) = 0). Sféricky symetrické řešenı́ Einsteinových
rovnic lze tedy psát ve tvaru

ds2 = −
(
1− K

r

)
c2 dt2 +

dr2(
1− K

r

)

+r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
. (4.11)

Každé dalšı́ sféricky symetrické řešenı́ Einsteinových rovnic
ve vakuu lze dostat z (4.11) transformacı́ souřadnic. Z fyzi-
kálnı́ho hlediska jde o totéž řešenı́ - popisujı́ tutéž geometrii
prostoročasu, pouze užı́vajı́ jiné souřadnice.

Metrika (4.11) nazávisı́ na čase (gµν,0 = 0). Proto ani
geometrie prostoročasu nezávisı́ na časové souřadnici t, tj.
gravitačnı́ pole (geometrie) je statické.
Birkhoffův teorém: Sféricky symetrické gravitačnı́ pole ve
vakuu je nutně statické. (Použijeme-li časovou souřadnici
t, odpovı́dajı́cı́ Minkowského prostoročasu v nekonečnu.)
„Nevhodnou“ volbou souřadnic by bylo možno docı́lit, že
gµν budou na čase záviset - to platı́, vezmeme-li souřadný
systém, jenž se nám s časem měnı́, rozpı́ná, pulzuje, hroutı́,
apod. Statičnost gravitačnı́ho pole je dána tı́m, že můžeme
nalézt soustavu souřadnic v nı́ž gµν na čase nezávisı́. V
obecné gravitačnı́m poli takovou souřadnou soustavu na-
lézt nelze. Metrika (4.11) závisı́ na jediné konstantě K . Je
zřejmé, že tato konstanta závisı́ na hmotnosti M sféricky sy-
metrického tělesa. Při znalosti Tµν bychom mohli řešit Ein-
steinovy rovnice i uvnitř tělesa a z napojenı́ na vnějšı́ řešenı́
určit K . To lze provést jednodušeji srovnánı́m s Newtonov-
skou teoriı́ daleko od tělesa, kde je pole slabé. Newtonův
potenciálΦN buzený sféricky symetrickým tělesem o hmot-
nosti M je ΦN = −GM

r . Ve sférickém stacionárnı́m poli
platı́ g00 = −

(
1 + 2ΦN

c2

)
, takže

g00 = −
(
1− 2GM

c2r

)
.

Zavedeme-li souřadnici x0 = ct, vidı́m, že

K =
2GM

c2
= rg.

Dostáváme tedy vakuovou Schwarzchildovu metriku

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
c2 dt2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1
dr2

+r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
.

Gravitačnı́ poloměr tělesa je rg =
2GM

c2 .
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Kapitola 5

Experimentálnı́ prověrky OTR

5.1 Alternativnı́ teorie gravitace

Před vznikem OTR existovala napřiklad Nordströmova teo-
rie gravitace. Po vzniku OTR bylo vytvořeno mnoho dalšı́ch
teoriı́. Převážně většina z nich respektuje princip ekviva-
lence a pracuje s metrikou prostoročasu. Jde o metrické
teorie, k nimž jsou dodávána přı́davná pole charakterizu-
jı́cı́ gravitaci (skalárnı́, vektorová, tenzorová). Jedinou teo-
riı́ obecnějšı́ho typu je Caranova, pracujı́cı́ s nesymetrickou
afinı́ konexı́ tj. s prostoročasem s torzı́.

Uvažujme sféricky symetrické pole, o němž předpo-
kládáme, že je slabé (napřı́klad ve slunečnı́ soustavě), tj.(
2GM
c2r

)
<< 1. Pak je přibližně

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
c2 dt2 +

(
1− 2GM

c2r

)
dr2

+r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
;

tato metrika popisuje slabé pole v OTR. Jiné teorie gra-
vitace dajı́ jinou metriku, s jinými koeficienty před členy
2GM
c2r , respektive jejich odmocninami. Tyto metrické členy

se projevı́ v rovnicı́ch popisujı́cı́ch fyzikálnı́ děje a různé
teorie pak předpovı́dajı́ různé výsledky experimentů. Na-
měřené hodnoty pak umožňujı́ vyloučit nekorektnı́ teorie.
Dosavadnı́ výsledky experimentů jsou v souladu s OTR,
ovšem i s některými dalšı́mi metrickými teoriemi. V OTR
však vystupuje jediná univerzálnı́ konstanta, Newtonowa
gravitačnı́ konstanta G. Ostatnı́ teorie obsahujı́ navı́c je-
den či vı́ce volných parametrů, jejichž hodnota se určuje
až z experimetů. Princip jednoduchosti (minimum parame-
trů v teorii) jednoznačně hovořı́ ve prospěch OTR. Vı́me,
že vskutku fundamentálnı́ teorie obsahujı́ minimálnı́ počet
konstant (STR, elmag Maxwellova teorie, kvantová mecha-
nika).

Ve slunečnı́ sloustavě je gravitačnı́ pole velmi slabé a
měřitelných efektů je poměrně málo, s rozvojem modernı́ch
technologiı́ se škála rozšiřuje. Relativistická astrofyzika a
kosmologie poskytujı́ množstvı́ testů v silných polı́ch. O
tom ovšem později.

5.2 Gravitačnı́ rudý posuv

Připomeňme, že vztah pro gravitačnı́ rudý posuv v homoge-
nı́m gravitačnı́m poli byl již dřı́ve odvozen z principu ekvi-
valence. Obecně dτ = 1

C

√−g00 dx
0. Pro Schwarzchildovu

metriku dostáváme pro chod hodin stojı́cı́ch v daném mı́stě
prostoru (r, θ, ϕ konstantnı́)

△τ =

√
1− 2GM

c2r
△t;

△τ je přı́rustek času na hodinách odpo-
vı́dajı́cı́ přı́rustku souřadnicového čsu △t.

b

b

b

b

b

p

v

τp

τv

△τv =
√
1− 2GM

c2rv
△t a

△τp =
√
1− 2GM

c2rp
△t Je

proto

△τv
△τp

=

√
1− 2GM

c2rv√
1− 2GM

c2rp

Vidı́me, že v gravitačnı́m poli
docházı́ ke zpomalovánı́ chodu hodin (touku času). Uva-
žujme vysı́lač V, vysı́lajı́cı́ zářenı́ o fragvenci νv (mě-
řeně mı́stnı́mi hodinami) na rv. Necht’ △τv je perioda
vysı́laného zářenı́: △τv =

1
νv

. Pak △tv je časový in-
terval odpovı́dajı́cı́ periodě (interval mezi dvěma hřebeny

vln) △τv =
√
1− 2GM

c2rv
△tv. Zářenı́ je přı́jmáno přı́ma-

čem na rp a pro periodu měřenou mı́stnı́mi hodinami je

△τp =
√
1− 2GM

c2rp
△tp. Perioda △tp v souřadnicovém

čase se neměnı́ - čas šı́řenı́ mezi vyslánı́m a přijetı́m daný
„metrikou“ je stále stejný, nebot’ pole je statické. Je tedy
△tp = △tv. Jelikož νp =

1
△τp

, dostáváme

νp
νv
=

√
1− 2GM

c2rv√
1− 2GM

c2rp

Pro rp > rv (zářenı́ stoupá v gravitačnı́m poli) je νp < νv
- dostáváme gravitačnı́ rudý posuv. Při rp < rv - gravi-
tačnı́ modrý posuv. Pro slabé pole

(
2GM
c2r ≪ 1

)
lze psát(√

1 + ǫ
.
= 1 + ǫ

2

)

νp
νv

.
= 1 +

GM

c2rp
− GM

c2rv
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Pro slabá gravitačnı́ pole tedy dostáváme vztah odvozený
z principu ekvivalence a Newtonova gravitačnı́ho zákona.
Jeho ověřovánı́ je tedy nezávislým testovánı́m principu
ekvivalence.

5.2.1 Observace

• Gravitačnı́ posuv spektrálnı́ch čar hvězd △ν
ν ∼ GM

c2r ;
pro Slunce: △ν

ν = 2, 12 × 10−6 Pozorované hodnoty
mohou být ovlivněny Hopplerovým (?) posuvem způ-
sobeným konvektivnı́mi proudy ve slunečnı́ atmosféře.
(Přı́čná rychlost ∼ 600ms−1) Přesnost měřenı́ až 5%
(1902). U bı́lých trpaslı́ků △ν

ν = 10
−4.

1965 - Mössbauerův jev u posuvu γ zářenı́ - spekt-
rálnı́ čára 14???Fe (velmi úzké čáry) rozdı́l ??? △ν

ν =
1
c2 gh · 2, 5× 10−15. Přesnost 1%.

• Přı́mé měřenı́ zpožd’ovánı́ chodu hodin △h =10km -
za 15 hodin rozdı́l chodu dvou hodin∼ 50 nanosekund.
Atomové hodiny umožňujı́ měřenı́ s přesnostı́ 2% (Le-
tadno; speciálně relativistický efekt dilatace času dává
5 nanosekund) r.1976 raketa ve výšce 160km - přesnost
0,04%.

5.3 Pohyb ve sféricky symetrickém
gravitačnı́m poli

Tento pohyb je dán geodetikami (časovými či nulovými)
Schwarzchildovy geometrie. Rovnice geodetiky DUµ

dτ = 0
zapı́šeme ve tvaru

dUµ

dτ
= Γα

µβUαUβ =
1

2
gαβ,µUαUβ. (5.1)

Je vidět, že nezávisı́-li gαβ na souřadnici xµ, ∂gαβ

∂xµ = 0

(pro všechna α, beta a dané µ), pak dUµ

dτ = 0, Uµ =konst.
Kovariantnı́ složka 4-hybnosti se zachovává. Ve Schwarz-
schildově geometrii je gαβ,0 = 0, gαβ,3 = 0 (t, ϕ). Tedy

U0 = −Ẽ, (5.2)

U3 = L̃. (5.3)

Konstanty Ẽ, L̃ představujı́ energii a moment hybnosti (dě-
lené klidovou hmotnostı́) částice měřené vzdáleným pozo-
rovatelem . Rovnice (5.1) představuje 4 rovnice, z nichž dvě
(µ = 0, 3) jsou řešeny rovnicemi (5.2) a (5.3). Dalšı́ kom-
poneta (µ = 2) bude spočtena, budeme-li uvažovat pohyb
v ekvatoriálnı́ rovině θ = π

2 =konst (U2 = 0 ⇒ U2 = 0
- lze se přesvědčit, že platı́). Tı́m ??? nečitelne ???, aby to
byla rovina ekvitoriálnı́. Mı́sto poslednı́ rovnice DUr

dτ = 0
využijeme normalizačnı́ podmı́nky

gαβUαUβ = −c2 (m0 6= 0) (5.4)

(Dı́ky (5.4) je poslednı́ rovnice z (5.1) závislá na třech před-
chozı́ch , dU1dτ = 0 je splněno automaticky.) Dosadı́me-li

U2 = 0, U0 = −Ẽ, U3 = ˜L, gαβ dostáváme

(
dr

dτ

)2
= Ẽ2 −

(
c2 +

L̃2

r2

)(
1− rg

r

)
, (5.5)

kde U1 = dr
dτ . Z rovnice (5.3) plyne gβα

dxα

dτ = L̃, takže

r2 dϕdτ = L̃. Dělı́me-li (5.5) výrazem
(
dϕ
dτ

)
2 a využijeme

(
dr
dτ

) (
dϕ
dτ

)−1
= dr
dϕ , dostáváme

(
dr

dϕ

)
=

r4

L̃2

[
Ẽ2 −

(
1− rg

r

)(
c2 +

L̃2

r2

)]
, (5.6)

což je rovnice trajektorie v Schwarzchildově geometrii. Za-
vedeme novou souřadnici ρ = 1

r , takže (5.6)

(
dρ

dϕ

)2
=

Ẽ2

L̃2
− (1 − rgρ)

c2

L̃2
− (1− rgρ)ρ

2 (5.7)

Derivujeme dle ρ a zkrátı́me dρdϕ , dostáváme 1

ρ′′ + ρ =
c2rg

2L̃2
+
3

2
rgρ

2, (5.8)

což je Binetův vzorec v OTR. Pro částice s m0 = 0 (fotony)
bude ρ′′ + ρ = 3

2rgρ
2. Binetův vzorec

(
u ≡ ρ ≡ 1

r

)

u′′ + u =
c2rg

2L̃2
+
3

2
rgu

2. (5.9)

Pro slabé pole je rg
r ≪ 1, a 32rgu

2 = 3
2u

rg
r má v Binetově

formuli význam malé korekce. Člen c2rg

2L̃2
malou korekcı́

nenı́; L̃ . rv a pro částice vázané v daném gravitačnı́m poli

je v2

c2 ≈ rg
r , takže c2rg

2L̃2
≈ c2rg
2v2r2 ≈ 1

2u.

5.3.1 Posuv perihélia

Řešme pohyb testovacı́ho tělesa s m 6= 0 ve slabém gravi-
tačnı́m poli. Binetova formule (5.9) dává v nulté aproximaci

(bez členu 3/2rgu2) partikulárnı́ řešenı́ u0 =
c2rg

2L̃2
a řešenı́

homogenı́ u′′ + u = 0 lze psát ve tvaru u = A cosϕ (před-
pokládáme ϕ0 = 0); A je konstanta. Celkové řešenı́ je (v
nulté aproximaci u(0)):

u(0) = A cosϕ+ u0, r(0) =
1

GM
L̃2
+A cosϕ

,

což je rovnice kuželosečky v polárnı́ch souřadnicich2, jde
tedy o Newtonovskou aproximaci. Omezı́me se na přı́pad
|A| < GM

L̃2
, kdy je trajektoriı́ elipsa. Obecně relativistická

korekce bude dána členem 3
2rgu

2. Předpokládáme-li tuto
OTR korekci malou pak u = u(0) + u(1) kde u(1) ≪ u(0).

1kde ′ = d
dϕ

, m0 6= 0.
2Kdo v tom hned nepoznal rovnici kuželosečky, at’nezoufá, já to v tom

taky nevidı́m :-) .
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Do členu 32rgu
2 dosadı́me pouze u(0) (to bude 1. řádu). Z

Binetova vzorce pak pro „poruchu“ v 1. aproximaci platı́:

u′′
(1)+u(1) =

3

2
rgu

2
(0) =

3

2
(u20+2u0A cosϕ+A2 cos2 ϕ).

(5.10)
Pro dráhy s malou excentricitou (dráhy planet) je |A| ≪ u0,
takže A2 cos2 ϕ lze zanedbat. Diferenciálnı́ rovnici (5.10)
(lineárnı́ rovnice 2. řádu s konstantnı́mi koeficienty) lze řešit
standartnı́m způsobem a nalézt řešenı́

u(1) =
3

2
rgu

2
0 +
3

2
rgu0Aϕ sinϕ

Jelikož rgu0 ≪ 1, je 3
2rgu0ϕ

.
= sin

(
3
2rgu0ϕ

)
, 1

.
=

cos
(
3
2rgu0ϕ

)
, takže

u
.
= u0 +

3

2
rgu

2
0

+A

[
cos

(
3

2
rgu0ϕ

)
cosϕ+ sin

(
3

2
rgu0ϕ

)
sinϕ

]

= u0 +
3

2
rgu

2
0 +A cos

(
ϕ − 3
2
rgu0ϕ

)

Změna z u0 na u0 +
3
2rgu0 je prakticky nepozorovatelná,

člen − 32rgu0ϕ v A cos
(
ϕ − 3

2rgu0ϕ
)

způsobı́, že do ma-
xima u (minima r, tj. perihélia) se částice vrátı́ nikoliv po
oběhu o úhel 2π, nýbrž 2π + 3

2rgu02π (člen řádu (rgu0)2

zanedbáváme). Perihélium se posouvá ve směru oběho o
úhel

△ϕ = 3πrgu0 =
3πrg
r0
=
6πGM

c2r0

Posuv perihélia ve směru posuvu po vaziperiodické orbitě.

b

2a

△ϕ

Je třeba určit význam ve-
ličiny r0 = 1/u0. V new-
tonovské aproximaci je (r
představuje vzdálenost od
centra; g11 = 1): r =

1
u0+A cosϕ . Pro minimálnı́ a
maximálnı́ vzdálenost platı́

rmin =
1

u0 +A
,

rmax =
1

u0 − A
.

Hlavnı́ poloosa je dána
součtem: 2a = rmin +
rmax. Zavedeme numeric-
kou excentricitu dráhy e

vztahem r = r0
1−(r0A) cosϕ = r0

1−e cosϕ . Proto 2a =
2u0

u20−A2
= 2r0
1−(r0A)2 =

2r0
1−e2 . Pro posuv perihélia tedy platı́

△ϕ =
6πGM

c2a(1− e2)

Posuv roste s klesajı́cı́ hlavnı́ poloosou (a rostoucı́ excentri-
citou). Z planet je pro ověřenı́ nejvhodnějšı́ Merkur. Posuv je

efektev kumulativnı́m, prakticky se dá měřit po mnoha obě-
zı́ch. Pro Merkur činı́ predpovězená hodnota posuvu 43, 03′′

za 100 let.
Při pozorovánı́ch bylo nutno uvažovat efekt způsobený

precesı́ zemské osy (∼ 5025′′ za 100 let) a posuv peri-
hélia vyvolaný vlivy ostatnı́ch planet (z newtonovské te-
orie: ∼ 532′′ za 100 let). Hodnota zbývajı́cı́ho posuvu je
△ϕobs = (43, 11 ± 0, 45)′′ za 100 let - souhlası́ s před-
povědı́ OTR s přesnostı́ 1%. (Konkurenčnı́ Brans-Dickeho
teorie dává v podstatě tutéž předpoved’dle současných ome-
zenı́ va volný parametr této teorie.) V silných polı́ch může
být posuv výraznějšı́. U dvojtého pulsaru PSR 1913+16 je
až 4, 2o za rok.

5.3.2 Ohyb světelného paprsku

Ohyb je určen Binetovým vzorcem

u′′ + u =
3

2
rgu

2

Ve slabém poli je člen∼ u2malu korekcı́ a v 0-té aproximaci
je zanedbáván:

u′′
(0) + u(0) = 0.

Řešenı́m je u(0) = u0 cosϕ resp. r0 = cosϕ; r = 1/u(0) je
radiálnı́ souřadnice (v 0-té aproximaci vzdálenost od centra)
r0 = 1/u0 je nejmenšı́ vzdálenst od centra. Pohyb světel-
ného paprsku

Newtonovská aproximace 1. aproximace OTR

b
b

M

r

r0

ϕ
b

M
r0

ϕ

△ϕ
2

Předpokládáme-li řešenı́ ve tvaru u = u(0) + u(1), pak
pro malé opravy u(1) dostáváme rovnici

u′′
(1) + u(1) =

3

4
rgu

2
0 +
3

4
rgu

2
0 cos 2ϕ.

Rovnici lze řešit hledánı́m řešenı́ ve tvaru u(1) = A +

B cos 2ϕ+ e sin 2ϕ. Výsledkem je řešenı́ u(1) =
3
4rgu

2
0 +

1
4rgu

2
0 cos 2ϕ = rgu

2
0− 1

2rgu
2
0 cos

2 (Homogenı́ řešenı́ je již
obsaženo v u(0).) Celkové řešenı́ je u = u0 cosϕ+ rgu

2
0 −

1
2rgu

2
0 cos

2 ϕ. Pomocı́ vztahu cosϕ = sin
(

π
2 − ϕ

)
je lze

přepsat do tvaru

u = u0 sin
(π

2
− ϕ

)
+ rgu

2
0 −

rgu
2
0

2
sin2

(π

2
− ϕ

)
.

(5.11)
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Ohyb světelného paprsku určı́me z chovánı́ (5.11) pro r →
∞ (u → 0). Úhel ϕ pak udává směr paprsku. Položı́le-li v
(5.11) u = 0, máme kvadratickou rovnici pro sin

(
π
2 − ϕ

)
.

Ve slabém poli bude ϕ ∼ π
2 , takže sin

(
π
2 − ϕ

)
≪ 1 a

sin2
(

π
2 − ϕ

)
lze zanedbat, dostáváme rovnici

0 = u0 sin
(π

2
ϕ
)
+ rgu

2
0.

Zajı́má nás ovšem nikoliv ϕ, nýbrž odchylka △ϕ/2 od
směru, v němž by se foton pohyboval v plochém prosto-
ročasu. Pro odlétajı́cı́ fotony je π

2 − ϕ = −△ϕ
2 . Před-

pokládáme, že |△ϕ
2 | ≪ 1, takže sin △ϕ

2

.
= △ϕ

2 a platı́
△ϕ
2 = rgu0 =

rg
r0
= 2GM

c2r0
. Analogickou odchylku dosta-

neme pro přilétajı́cı́ fotony. Celková odchylka paprsku (tj.
úhel mezi směry přilétajı́cı́ho a odlétajı́cı́ho fotonu) je tedy
dvojnásobná

△ϕ =
4GM

c2r0
.

Odchylka △ϕ klesá s rostoucı́ vzdálenostı́ r0 jako 1/r0.
Nejvýraznějšı́ bude tedy v blı́zskosti tělesa (Slunce).

*
b*A

B

Z

*
b*A

B

Z

b S

Pro paprsek procházejı́cı́
těsně kolem Slunce bude
△ϕ ∼ 1, 75′′. Tato hod-
nota byla naměřena v sou-
ladu s předpovědı́, po-
prvé Eddingtonem v roce
1919. (Přesnost měřenı́
byla asi 20%. Podle lo-
kálnı́ho principu ekviva-
lence by ohyb byl jen po-
lovičnı́, dvojnásobná hod-

nota je dána globálnı́m zakřivenı́m prostoročasu - OTR je
tedy potvrzena)

Přesnějšı́ měřenı́ ohybu umožňujı́ radioastronomická mě-
řenı́ s rozlišenı́m až 0, 001′′. Přesnost měřenı́ ohybu v okolı́
Slunce pak dosahuje 1%.

5.4 Dalšı́ testy

• Zpožděnı́ elektromagnetického signálu v gravitač-
nı́m poli. Tento efekt lze spočı́tat z rovnic geodetiky -
z časové složky. Lokálně je rychlost stále c (vůči LIS) -
zpožděnı́ vzniká v důsledku globálnı́ho zakřivenı́ pro-
storočasu. Pro signál putujı́cı́ mezi Zemı́ a Marsem
kolem Slunce je △t ∼ 240µs při celkové době ∼ 20
minut. Předpovědi ověřeny s přesnostı́ na 0, 1%.

b*
K

Z

b

b

G

• Efekt gravitačnı́ čočky Pozorovatel může vidět vı́-
cenásobný obraz zdroje (čočkou může být vzdálená
galaxie, zdrojem ještě vzdálenějši kvazar).

• Geofyzikálnı́ jevy - slapové efekty.

• Radiolokačnı́ měřenı́ vzdálenostı́ mezi Zemı́ a Mě-
sı́cem. Ověřuje teorie předpovı́dajı́cı́, že se G měnı́ s
časem.

• Měřenı́ G na malých vzdálenostech

• Měřenı́ vlivu rotace Země na precesi setrvačnı́ku
(Lense-Thirringův efekt). V gravitačnı́m poli Země je
rychlost precese 7′′ za rok, Lense-Thirringův efekt činı́
pouze 0, 05′′ za rok.
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Kapitola 6

Černé dı́ry

6.1 Globálnı́ vlastnosti Schwazchil-
dova řešenı́, Kruskalův diagram

Pro r > 2M je ve Schvarzchildově metrice vše v pořádku

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
c2 dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2

+r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
. (6.1)

Nevı́me však, jak se věci majı́, když je r < 2M . Metrika
(6.1) má v r = 2M singularitu.

-
r = 0

hic sunt leones

r = 2M
Aby se částice nebo světlo radiálně se pohybujı́cı́ dostalo
na r = 2M z libovolného r > 2M , potřebuje k tomu čas
t =∞, ale vlastnı́ čas částice nebo světla je přitom konečný -
jak ukážeme. Tedy Schwazchildovy souřadnice nepokrývajı́
celou varietu a jsou krom toho v r = 2M patologické. Platı́

ṙ2 =

(
1− 2M

r

)2
E2 − Γ2

E2
,

pro radiálně se pohybujı́cı́ částice je Γ =
√
1− 2M/r.

Ptáme se ted’ za jak dlouho doletı́ částice z ri > 2M na
r = 2M dle vlastnı́ho času.

Označı́me τ vlastnı́ čas částice (dřı́ve to bylo s), takže
dl
ds 6= v(r); v(r) =

dl
dτ když τ je čas stojı́cı́ho pozorovatele.

Budeme hledat křivku r = r(τ), kterou odvodı́me z (?)

ṙ =
dr

dt
=
dr

dτ

dτ

dt
⇒ dτ =

√
gαβ
dxα

dt

dxβ

dt

dt =

√(
1− 2M

r

)
−
(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 dt

⇒ 1

2

(
dr

dτ

)2
− M

r
=
1

2
(E2 − 1)

To je normálnı́ klasická rovnice v newtonowské mechanice
(je to ovšem jen náhoda; souřadnice r nenı́ identická se
vzdálenstı́!) Rovnice je shodná s newtonowskou teoriı́ pouze
formálně. Musı́ však potom mı́t i formálně shodné řešenı́.
U Newtona částice pronikne do r = 0 za konečný čas, zde
tedy také pronikne do r = 0 za konečný čas τ . Z hlediska

stojı́cı́ho pozorovatele u dı́ry se k r = 2M dostane částice
za ∞ čas pozorovatele τ (dřı́ve užitý)

E =
√

g00ELS =

√
1− 2M

r

1√
1− v2(r)

.

ri

Na ri pustı́me částici z klidu

E =
√
1− 2M

ri
.

Známe tedy E,Γ a dostaneme řešenı́ r = 1
2ri(1 + cos η);

η ∈ (0, π)

t = 2M ln

[(
ri

2M

)1/2
+ tg η

2(
ri

2M

)1/2 − tg η
2

]

+2M
( ri

2M
− 1
)1/2 [

η +
1

4M
(η + sin η)

]

t → ∞ pro
(

ri

2M − 1
)1/2

= tg η
2 ,(r = 2M ). Pomocı́ sou-

řadnice t nynı́ nalezneme vlastnı́ čas τ :

τ =

∫ t

0

dτ

dt
dt,

budeme uvažovat integraci až k t =∞. Pak

τ
∣∣
t=∞ =

(
r3i
8M

)1/2
cos−1

(
4M

ri
− 1
)
+ri

(
1− 2M

ri

)1/2

což je konečný vlastnı́ čas. Přes horizont se tedy dostaneme
v konečném vlastnı́m čase. Vznı́ká ovšem otázka, je-li plo-
cha v r = 2M regulárnı́. Je tam g00 = 0, g11 =∞ - to jsou
však pouze složky tenzoru které lze měnit transformacı́ sou-
řadnic. Je třeba určit, jak vypadajı́ na r = 2M invarianty.
Vycházı́ napřı́klad g = −r4 sin2Θ (skalárnı́ hustota). Sku-
tečnou fyzikálnı́ veličinou je v obecné relativitě napřı́klad
křivost. Homogenı́ gravitačnı́ pole lze toiž odtransformo-
vat, křivost (nehomogenity) ovšem odtransformovat nelze.
Vycházı́

RαβγδR
αβγδ =

12(2M)2

r6
,

(tento invaritn vzdáleně připomı́ná slapové sı́ly - na každý
konec působı́ sı́la jinak). Sı́lu přı́m charakterizuje geodetická
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deviace:

eα
(µ)e

β
(ν)e

γ
(κ)e

δ
(λ)Rαβγδ = R(µ)(ν)(κ)(λ),

coý je projekce Riemanova tenzoru do tetrády eα
(µ).

Fyzikálnı́ terádu eα
(µ) sebou nese padajı́cı́ pozorovatel.

R(µ)(ν)(κ)(λ) se vyskytujı́ v geodetické deviaci a charak-
terizujı́ jak moc to chce pozorovatele roztrhnout

R(µ)(ν)(κ)(λ) ∼
2M

r3
.

Vidı́me, že fyzikálně nenı́ plocha r = 2M nijak singulárnı́.
Je to ale oblast časoprostoru popisujı́cı́ historii fotonů. Fo-
tony na r = 2M by chtěly jı́t ven, ale bránı́ jim v tom
gravitačnı́ pole.

r = 2Mfoton letı́ ven

foton stojı́ na mı́stě

Argumety pro toto tvrzenı́ jsou:

• r =konst,Θ, ϕ =konst

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2; r → 2M ⇒ ds2 → 0,

což je právě světelný interval a plocha r = 2M je tedy
světelná, neboli nulová plocha.

• Uiková rychlost

1

2
mv2 − mGM

ri
= E = 0⇒ v =

2GM

ri
,

dosahuje rychlosti světla v = c na ri =
2GM

c2 (ri =
2M ) na Schwarzchildově poloměru. Tento argumet je
ovšem daný náhodnou koincidencı́.

Nejlepšı́ bude najı́t nějaké souřadnice, které dobře popisujı́
oblast r = 2M , a v nich vyšetřit podstatu horizontu. Ve Sch-
warzchildově metrice netvořı́ světelný kužel přı́mky, nýbrž
křivky, které vypadajı́ jako v následujı́cı́m obrázku:

t

r

r
=
2
M

Dobré nejsou ani izotropnı́ souřadnice, kde to vycházı́
podobně. Geodetika je sice na tomto obrázku nekonečná,
má však konečnou délku, jak jsme již ukázali. Varieta je

geodeticky úplná, jestliže každá geodetika (prostorová, ča-
sová i světelná) může být protažena do nekonečných hodnot
vlastnı́ho parametru na obě strany - do minulosti i do bu-
doucnosti (pokud nenarazı́ na singularitu). Zůstaneme-li u
Schwarzchildových souřadnic, nemáme naději, že bychom
mohli dostat úplnou varietu, nebot’ tyto souřadnice pokrý-
vajı́ pouze oblast r ≥ 2M . Geodetiky ovšem lze v principu
protáhnout (až na ty co narazı́ na singularitu). Šlo by na-
přı́klad vzı́t Lemaitrovy souřadnice (spojené s částicemi),
které ale nepokrývajı́ celou varietu a majı́ špatnou struk-
turu světelných kuželů stejně jako Schwarzchildovy sou-
řadnice. My se ted’předevšı́m pokusı́me zkonstruovat sou-
řadnice v nichž by světelné kužely ve všech mı́stech svı́raly
se souřadnými osami úhel 45o. Toto splňujı́ Eddington-
Finkelsteinovy souřadnice. Zı́skáme je tı́mto způsobem:
Zadefinujeme souřadnice t+, přičemž (t+,Θ, ϕ) =konst
odpovı́dá paprsku (radiálnı́mu)

� t+ = t+ r + 2M ln
(

r
2M − 1

)
,

a dále definujeme t− tak, aby (t−,Θ, ϕ) =konst odpovı́dalo
vycházejı́cı́mu paprsku

t− = t − r − 2M ln
( r

2M
− 1
)
;

pro r ≫ M pak je t+ advancovaný a t− retardovaný čas

6

-

t

r

�
�

I
I u = t − r

v = t+ r

V křivém prostoru dostáváme pro světlo (ds2 = 0) rovnici:

(
1− 2M

r

)
dt2 − 1

1− 2M
r

dr2 = 0

⇒ dt2 − 1
(
1− 2M

r

)2 dr
2 = 0.

Zavádı́ se nová souřadnice

dr∗ =
dr

1− 2M
r

, r∗ = r + 2M ln
( r

2M
− 1
)

Pro světelný paprsek pak platı́, že t ± r∗ =konst (ne-
bot’dt = ± dr∗). Uděláme-li přechod ze Schwarzchildo-
vých souřadnic (t, r,Θ, ϕ) k souřadnicı́m (t+, r,Θ, ϕ), resp.
(t−, r,Θ, ϕ), pak máme

ds2 =

(
1− 2M

r

)(
dt±

)2 ∓ 2 dr dt± − r2 dΩ2.

Tyto souřadnice dávajı́ „vı́ce variety“.
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t

r
r
=
2
M

r
=
0

t+ =konst

t− =konstčasprostor

Je vidět, že čáry t− =konst (červené?) nemohu protáh-
nout za r = 2M . Naopak čáry t+ =konst již za r = 2M
protáhnout lze. Pro r < 2M je svislý směr (souřadnice t)
směrem prostorovým, na rozdı́l od oblasti r > 2M , kde je
svislý směr časovým.

t

ron
e-

w
ay

m
em

br
an

e

V těchto souřadnicı́ch je již dobře vidět, že se jedná o čer-
nou dı́ru. Jsou zde již dobře popsány vycházejı́cı́ světočáry.
Tyto souřadnice však špatně popisujı́ vycházejı́cı́ paprsky.
Zkusı́me nynı́ souřadnice (t+, t−,Θ, ϕ). Je ovšem třeba po-
znamenat, že pro tyto souřadnice a ty předcházejı́cı́ rov-
něž neplatı́ Hilbertovy podmı́nky a nelze je tedy realizovat
hmotnými pozorovatli. Budeme mı́t metriku

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt+ dt− − r2 dΩ2,

kde r = r(t+, t−). Prosotočasový diagram pak bude vypa-
dat takto:

horizont

ho
riz

on
t do +∞

do −∞

t− t+

Zde už máme strukturu světelných kuželů takovou, jakou
jsme potřebovali, ale je zde potlačena oblast horizontu. Do-
sud jsme se zabývali oblastı́ r > 2M a tuto oblast máme v

těchto souřadnicı́ch zobrazenu na celé rovině. Máme tedy
hezké kužely, ale horizont v ∞ a musı́me proto hledat nové
souřadnice, v nichž by byl horizot stlačen zpátky do konečné
vzdálenosti. Toto provedme zavedenı́m kruskalových sou-
řadnic. Dřı́ve zavedené souřadnice t+, t− jsou světelné.
My si nejprve zavedeme ũ, ṽ, které budou též světelné a pak
zavedeme teprve Kruskalovy souřadnice takové, že jedna
bude časová a druhá prostorová. Nejdřı́ve tedy posuneme
horizonty žpět do konečna:

ũ = −e−αt− ṽ = eαt+ ,

(znaménko − je zde proto, aby obě t− a ũ šly současně -
rostly).

dt+ dt− = dũdṽ
eα(t

−−t+)

α2
= 16M2e−

r
2M

2M
r

1− 2M
r

dũ dṽ

Což se dostane vezmeme-li α = 1
4M dosadı́me-li za

t+ = t+ r+ ln
( r

2M
− 1
)

t− = t− r − ln
( r

2M
− 1
)

V původnı́ metrice bylo
(
1− 2M

r

)
dt+ dt−, takže u tohoto

členu vyjde hezký koeficient:

ds2 = −32M
3

r
e−r/2M dũdṽ − r2 dΩ2.

Platı́

−ũṽ = er/2M
( r

2M
− 1
)
⇒ r = r(ũ, ṽ) (6.2)

− ṽ

ũ
= et/2M (ũ, ṽ ↔ r, t) (6.3)

Toto vše je pro r > 2M . Máme ted’ ale souřadnice ũ, ṽ,
kde je metrika dokonale analytická a nenı́ v nich žádná
singularita pro r = 2M . Platı́, že r je analytickou funkcı́
ũ, ṽ. Pro r > 2M musı́ být ũṽ < 0. Tedy oblast Schwarz-
childových souřadnic r > 2M , t ∈ (−∞,∞) je oborem
ũṽ < 0. Předpokládáme ovšem, že metrika s ũ, ṽ bude pla-
tit všude, i když odvozenı́ platı́ jen pro r > 2M . Metrické
koeficienty lze rozšı́řit na všechna ũ, ṽ (je to analytické) a
ds2 bude řešenı́m Einsteinových rovnic pro všechna ũ, ṽ,
protože Einsteinovy rovnice jsou analytické a jejich řešenı́
lze analyticky spojovat. Kruskalovy souřadnice dostaneme
transformacı́

ũ = v − u, ṽ = v + u.

Kruskalovy souřadnice jsou výhodné pro interpretaci, bo-
hužel se v nich špatně počı́tá.
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I

II

III

IV

ṽũ
(B)

(A)(C)

(D)

r < 2M

r > 2M

r < 2M

r > 2M

ũṽ = 1⇔ r = 0

ũṽ = 1⇔ r = 0

u

v

(S)

Původně jsme pracovali s oblastı́ (A)(S)(B) - tj. I., kde
je ũṽ < 0. V oblasti III. (C)(S)(B) je ovšem také ũṽ < 0,
a máme ji tedy ve varietě ještě jednou. V oblasti II. a IV.
ovšem naplatı́ (6.3) nýbrž rovnice

et/2M =
ṽ

ũ
(6.4)

V oblasti r < 2M je přechod k souřadnicı́m (ũ, ṽ) pomocı́
(6.2),(6.4), pro r > 2M pomocı́ (6.2),(6.3). Z (6.2) dostanu
pro (A)(S)(B) všechny hodnoty r > 2M a z (6.2) všechny
hodnoty t ∈ (−∞,∞). Celá oblast r ∈ (2M,∞) × t ∈
(−∞,∞) se zobrazı́ na I. Horizonty událostı́ jsou souřadni-
cové osy. (Ze dvou špatných map jsme dostali jednu dobrou.)
Souřadnice r ∈ (0,∞)× t ∈ (−∞,∞) nepokrývajı́ celou
varietu, ale pouze kvadranty I, II. Kruskalovy souřadnice
jsou:

u =
( r

2M
− 1
)1/2

er/4Mch
t

4M
,

v =
( r

2M
− 1
)1/2

er/4Msh
t

4M
, pro r > 2M

u =
(
1− r

2M

)1/2
er/4Msh

t

4M
,

v =
(
1− r

2M

)1/2
er/4Mch

t

4M
, pro r < 2M

u

v

r =konst

r =konst

r
=
2M

, t
=
∞r =

2M
, t = −∞

u

v
= th

t

4M
, v2 − u2 = konst ⇔ r = konst

Pro t → ∞ je u = v. Přı́mky jdoucı́ počátkem odpovı́dajı́
t =konst (v I,II). Křivky r =konst jsou v (u, v) souřadni-
cı́ch hyperbolami. Světelné kužely jsou přesně pod úhlem
45o, jak je patrno z odvozenı́. Hyperbola r =konst je v ob-
lasti I. časová, v oblasti II. prostorová (ve II. je r časová
souřadnice, a proto r =konst je prostorová křivka). Ve Sch-
warzchildových souřadnicı́ch by mělo být r = 2M, t =∞
dvojdimenziálnı́. Ale zde je r = 2M, t = ∞ trojdimenzio-
nálnı́.

6.2 Černé dı́ry

V Kruskalových souřadnicı́ch je metrika nestacionárnı́, ne-
bot’r = r(u, v) a závisı́ tedy na časové souřadnici v. Platı́

ds2 = −32M
3

r
e−r/2M

(
dv2 − du2

)
− r2 dΩ2,

právě r dává nestatičnost. Dále je v Kruskalových souřad-
nicı́ch velmi dobře vidět úlohu horizontu jako jednocestné
membrány.

Je vidět, že každý světelný paprsek nebo částice v oblasti II.
musı́ nutně skončit v singularitě r = 0, ostáváme se tak k
pojmu černá dı́ra. Tento termı́n zavedl roku 1960 Wheeler.
Černá dı́ra je jeden z nejednodužšı́ch objektů ve vesmı́ru
leze ji zvnějšku kompletně popsat třemi parametry: hmot-
nostı́ M , nábojem Q a momentem hybnosti J . Toto jest „no
hair“ teorém - černá dı́ra nemá vlasy.

Černé dı́ry vznikajı́ gravitačnı́m kolapsem, může se jednat
napřı́klad o konečné stádium velmi hmotné hvězdy. Dále se
uvažujı́ takzvané primordiálnı́ (prvotnı́) černé dı́ry.

Černé dı́ry jsou velmi důležité astrofyzikálnı́ objekty na-
cházı́me je v centrech aktivnı́ch galaxiı́ (kde jsou „motorem“
akrece), ve středu našı́ Mléčné dráhy je také supermasivnı́
černá dı́ra.

Hawkingovo zářenı́, gravitačnı́ kolaps, finálnı́ stadia
hvězd, akrečnı́ proces ?
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Kapitola 7

Slabé gravitačnı́ vlny

OTR předpovı́dá na rozdı́l od Newtonovy teorie gravi-
tace existenci gravitačnı́ch vln. Gravitačnı́ vlny budeme zde
uvažovat pouze velmi slabé, takže budeme vycházet z li-
nearizovaných Einsteinových rovnic. Ani v přı́padě slabých
gravitačnı́ch nelze použı́t Newtonovu teorii gravitace, ne-
bot’nenı́ teoriı́ dynamickou (čas v nı́ neexistuje explicitně).
Gravitačnı́ sı́la v nı́ působı́ „přı́mo na dálku“; rychlost šı́řenı́
gravitačnı́ interakce je nekonečná. Zdůrazněme, že energii
(a iformace) lze přenášet pomocı́ gravitačnı́ho pole i podle
newtonovské analýzy:

b bx A

B

r

b
bA

B

x

b

b

F1 > F2

~Fgr1

~Fgr2

b b

bb

△r

1 2

~Fs1

~Fs2

Rozdı́l slapových sil Fs1 −Fs2 = 9GMm△rx2

r5 . Natáče-
nı́m soustavy bodů lze přenášet signály pomocı́ gravitačnı́ho
pole. Docházı́ přitom i k přenost energie - nataženı́ a smrš-
těnı́ pružiny může konat práci. Dle Newtonovy teorie ovšem
docházı́ k okamžitému přenosu, což je zásadnı́ spor s prin-
cipem kauzality. Newonovu teorii lze aplikovat pro r ≪ cT
(kde T je doba pootočenı́ „zdroje“ z polohy 1. do 2.). Pro
r ≥ cT je nutno použı́t OTR i v připadě velmi slabých gravi-
tanı́ch polı́, nebot’signály se k detektoru musı́ šı́řit rychlostı́
menšı́, než je rychlost světla. (Povšimněme si prosı́m, že
pole slapových sil vymizı́ jako 1/r5 - na rozdı́l od zářivého
pole, jenž mizı́ jako 1/r.)

7.1 Linearizované Einsteinovy rov-
nice

Vycházı́me z předpokladu existence souřadnicového sys-
tému, v němž je metrika blı́zká k Minkovského metrice
STR:

gµν = ηµν + hµν ; |hµν | ≪ 1.

Podobně předpokládáme i |hµν,ρ| ≪ 1. hµν je tenzorem
vůči Lorentzovým souřadnicı́m x′µ = Λµ

νxν . Platı́ g′αβ =

ηαβ + h′
αβ ,

g′αβ =
∂xρ

∂x′α
∂xσ

∂x′β gρσ = Λλ
ρΛβ

σ (ηρσ + hρσ)

= ηαβ + Λα
ρΛβ

σhρσ

a h′
αβ = Λα

ρΛβ
σhρσ . V dalšı́mm budeme ve všech vý-

razech zachovávat jen členy ∼ hµν , ostatnı́ budeme zane-
dbávat, takže z nelineárnı́ch Einsteinových rovnic Gµν =
8πG
c4 Tµν dostaneme linearizované rovnice. Zavedeme ozna-

čenı́ hµ
ν = ηναhµα; hµν = ηµβηναhβα; gµν = ηµν −hµν ,

s přenostı́ do 1. řádu v h (plyne z gαβgβγ = δα
γ ). Linearizo-

vané složky afinnı́ konexe:

Γµ
βγ =

1

2
gµα (−gβγ,α + gαβ,γ + gγα,β)

.
=
1

2
ηµα (−hβγ,α + hαβ,γ + hγα,β) .

Linearizovaný Ricciho tenzor:

Rµν = Rα
µαν = Γ

α
µν,α − Γα

µα,ν + Γ
α
σνΓ

σ
µν − Γα

σνΓ
σ
µα

.
=
1

2
ηασ (−hµν,σα + hνσ,µα + hνα,σν − hασ,µν)

=
1

2
(−hµν,α

α + hν
α

,να + hα
α,µν) .

Platı́

hµν,α
α = ηαβhµν,αβ = ηαβ ∂hµν

∂xα∂xβ
≡ 2hµν

Skalárnı́ křivost: R = Rµ
µ .
= hµα

,µα − hµ
µ

,α
α a Einstei-

nův tenzor:

Gµν = Rµν − 1
2
gµνR

.
= Rµν − 1

2
ηµνR

.
=
1

2

[
− hµν,αα + hµ

α
,µα + hµα,ν

α − hα
α

,µν

−ηµν

(
hαβ

,αβ − hα
α

,β
β
) ]

.

Je výhodné zavést novou veličinu1 hµν = hµν − 1
2ηµνhα

α;
dále platı́ hµν = hµν − 1

2ηµνhα
α. Pak linearizované Ein-

steinovy rovnice majı́ tvar

−hµν,α
α − ηµνh

αβ
,αβ + hµ

α
,να + hν

α
,µα =

16πG

c4
Tµν .

1Co je nejhezčı́? h̄µν
¯hµνhµνhµν
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Aplikujeme-li na levou stranu operátor ηρν
(

∂
∂xρ

)
, dosta-

neme nulový výsledek . Proto pravá strana musı́ splňovat
rovnici

ηρνTµν,ρ = Tµ
ρ
,ρ = 0.

7.2 Lorentzova transformace

Linerizované Einsteinovy rovnice se výrazným způsobem
zjednodušı́, budeme-li požadovat splněnı́ Lorentzovy kalib-
račnı́ podmı́nky (aanlogické elektrodynamické Lorentzově
podmı́nce)

hµ
ν

,ν = 0.

Vyšetřeme nynı́ kalibračnı́ transformace, jimiž budeme moci
zajistit splněnı́ Lorentzovy kalibrace. Budeme pochopi-
telně požadovat, aby se i v nových souřadnicı́ch metrika
málo lišila od Minkovského prostoročasu. Uvažujme ifini-
tezimálnı́ transformaci souřadnic x′µ = xµ + ξµ(x), kde
ξµ(x) je libovolné infinitezimálnı́ pole (ξµ, ∂ξµ/∂xρ ∼
hµν ; |ξµ,ναξα| ≪ h). Vyjděme z obecného vztahu

g′αβ(x
′µ) =

∂xρ

∂x′α
∂xσ

∂x′β gρσ(x
ν).

Použijeme inverznı́ kalibračnı́ transformaci xµ = x′µ −
ξµ(x′) (dı́ky infinitezimálnosti ξµ lze x → x′ ). Pak (ξα =
ηαβξβ)

ηµν + h′
αβ(x

′µ) =

= [δρ
α − ξρ

,α] [δ
σ
β − ξσ

,β ][ηρσ + hρσ(x
ν)]

= ηαβ − ξα,β − ξβ,α + hα,β + hαβ(x
ν)

a dostáváme kalibračnı́ transformaci odchylek od Minkov-
ského metriky: h′

µν(x
′) = hµν(x) − ξµ,ν(x) − ξν,µ(x).

Nynı́ lze využı́t kalibračnı́ transformaci pro splněnı́ Lorent-
zovy podmı́nky. Pro hµν dostáváme kalibračnı́ podmı́nku

h
′
µν = hµν − ξµ,ν − ξν,µ + ηµνξα

,α.

Bude-li v souřadnicové soustavě xα hµ
ν

,ν 6= 0, lze přejı́t k
x′α a požadovat, aby v této soustavě bylo hµ

ν
,ν = 0. Musı́

být

0 = hµ
ν

,ν − ξµ,ν
ν − ξν

,µν + ξα
,µα = hµ

ν
,ν − ξµ,ν

ν

Kalibračnı́ transformace vedoucı́ k Lorentzově transformaci
je pak dána podmı́nkou (D’Alambertova)

2ξµ = hµ
ν

,ν .

Z elektrodynamiky je známo, že tato rovnice má vždy ře-
šenı́, takže Lorentzovu kalibračnı́ podmı́nku lze vždy spl-
nit. Soustava souřadnic ovšem nenı́ D’Alambertovou rov-
nicı́ plně určena: kalibračnı́ transformacı́ splňujı́cı́ podmı́nku
2ξ̃µ = 0 lze přejı́t k nové soustavě souřadnic bez narušenı́
Lorentzovy kalibrace. V Lorentzově kalibraci nabývajı́ li-
nearizované rovnice gravitačnı́ho pole tvar

2hµν = −16πG

c4
Tµν ,

hµ
ν

,ν = 0. (7.1)

7.3 Slabá rovinná gravitačnı́ vlna

Linearizované Einsteinovy rovnice ve vakuu (Tµν) se zjed-
nodušı́ na (s Lorentzovou kalibracı́)

2h̃µν = 0; h̃µ
ν

,ν = 0.

2 Vakuové linearizované Einsteinovy rovnice evidentně
majı́ řešenı́ (analogicky s elektrodynamikou) popisujı́cı́ mo-
nochromatickou rovinnou gravitačnı́ vlnu:

hµν = Re
[
Aµνe

ikσxσ
]
,

kde Aµν je (obecně komplexnı́) konstantı́ tenzor a kσ reálný
konstantnı́ vektor - vlnový vektor. Re znamená, že pouze
reálná část má fyzikálnı́ význam. Einsteinovy rovnice pak
dávajı́ 2hµν = −Aµνkαkβηαβeikσxσ

= 0, takže kσkσ = 0
a vlnový vektor je nulový vektor. Úhlová frekvence ω =
c · |~k| ≡ c(k2x + k2y + k2z)

1/2, fáze vlny má tvar (k0 = ω/c)

kσxσ = −k0ct+~k·~r = −ωt+~k·~r = −ω (t − ~u · ~r). Máme
gravitačnı́ rovinnou harmonickou vlnu, jež se šı́řı́ rychlostı́

světla ve směru ~n =
~k
ω =

1
c

~k

|~k| . Lorentzova kalibrace dává:

hµν,α = iAµνkαe
ikσxσ

, ηανhµν,α = iAµνkαkνeikσxσ

.

Dostáváme tedy ortogonalitu amplitudy a vlnového vektoru

Aµνkν = 0.

Lorentzovou kalibracı́ nenı́ systém určen jednoznačně. Ka-
libračnı́ transformace splňujı́cı́ vlnovou rovnici 2ξµ ≡
ξµ

,σ
σ = 0 vede ke změně metrického tenzoru: h

′
µν =

hµν − ξµ,ν − ξν,µ + ηµνξσ
,σ , jenž stále splňuje Lorentzovu

kalibraci (h
′
µ

ν
,ν = 0). Kalibračnı́mi transformacemi lze

tedy dále dále omezit volnost ve vazbě amplitudy tenzoru
hµν . Vlna obsahuje nejen skutečné (fyzikálnı́) stupně vol-
nosti, nýbrž i souřadnicové vlny, jenž lze vhodnou volbou
souřadnic odtransformovat. Zvolı́me-li řešenı́ 2ξµ ve tvaru
ξµ = −iBµeiksigmaxσ

, kde Bµ je libovolný konstantnı́ vek-
tor. Z transformace h

′
µν dostáváme:

Aµν → A′
µν = Aµν − Bµkν − Bνkµ + ηµνBσkσ

Čtyři konstanty je možno volit vždy tak, aby

A′
0µ = 0, A′

σ
σ = 0.

Prvnı́ podmı́nka reprezentuje 3 nezávislé podmı́nky
(A′

µνkµ = 0, takže A′
00 = 0, pokud A′

0m = 0). Druhá
podmı́nka má kovariantnı́ tvar; prvnı́ můžeme rovněž za-
psat nezávisle na souřadnicovém systému. Vybereme kon-
stantı́ vektorové pole Uµ =konst. Pak požadujeme mı́sto
A′
0µ = 0, aby

A′
νµUν = 0.

Volba Uµ odpovı́dá volbě určitého inerciálnı́ho referenč-
nı́ho systému z hlediska plochého pozadı́. V Lorentzově

2Lze ovšem ukázat, že je pak možno psát 2hµν = 0; hµ,ν =
1
2
hα

α
,µ.
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systému (Uν = (1, 0, 0, 0)) dostáváme původnı́ podmı́nku
A′
0µ = 0. Lorenzova kalibrace a kalibračnı́ transformace

dávajı́ 8 nezávislých vazeb na složky tenzoru amplitudy, jež
lze splnit vhodnou volbou kalibrace (tj. pomocı́ infinitezi-
málnı́ch kalibračnı́ch transformacı́):

Aµσkσ = Aσ
σ = AµνUσ = 0.

Těchto 8 podmı́nek určuje kalibraci jednoznačně. Symet-
rický tenzor Aµν má proto pouze 23 volných, nezávislých
složek s fyzikálnı́m významem. Rovinná gravitačnı́ vlna má
tedy 2 stupně volnosti. Vzhledem ke kalibračnı́ podmı́nce
hσ

σ = 0 je jasné, že hµν je přı́mo rovo odchylkám od
minkovského metriky:

hµν = hµν ,

a pro hµν platı́ kalibračnı́ relace hµ
ν

,ν = hσ
σ = hµνUν =

0. Libovolnou rovinnou gravitačnı́ vlnu (slabou) lze repre-
zentovat jako vlnový balı́k sestrojený z monochromatických
vln pomocı́ Fourierova integrálu:

hµν(x
ρ) =

1

(2π)2

∫
dω

∫
d(3)khµν(ω,~k)eikρxρ

.

Pro tuto vlnu platı́ tytéž kalibračnı́ vztahy jako pro mo-
nochromatickou vlnu (důsledek linearity).

Z předchozı́ho postupu plyne, že lze vždy volit kalibraci,
v nı́ž všechny rovinné vlny, jež superpozicı́ vytvářejı́ uvažo-
vanou vlnu, budou splňovat kalibračnı́ podmı́nky. Speciálně
v Lorentzově systému (Uµ = δµ

0 ), dostáváme

h0µ = hij,j = hkk = 0.

Zde se sčı́tá přes dolnı́ indexy; hµν s časovým indexem
nulové, takže při zvyšovánı́ a snižovánı́ indexů se neměnı́
znaménko. Tenzor splňujı́cı́ tyto relace je transverzálnı́ a
bezstopý „transverse-traceless“ - jedná se o TT-kalibraci,
označujeme hµν = hTTµν . Transverzalita znamená jen vy-
mizenı́ všech časových složek (transverzalita vůči časo-
vému směru daném Uµ), tak kolmost~k na prostorový tenzor
hij , hijkj = 0. V této kalibraci si vyjádřı́me explicitně vlnu
šı́řı́cı́ se ve směru osy z:

hµν = Aµνe
iω

c (−x0+x3) = Aµνe
iω(t− z

c )

=




0 0 0 0
0 hxx hxy = hyx 0
0 hyx hyy = −hxx 0
0 0 0 0


 .

Vlna je popsána dvěma nezávislými složkami odpovı́dajı́-
cı́mi dvěma stupňům volnosti - dvěma nezávislým stavům
polarizace. Označme dvě nezávislé konstantnı́ amplitudy
Axx = −Ayy = A+ a Axy = Ayx = A×. Tenzorové pole
hµν můžeme rozložit ve tvaru

hµν = h+µν + h×µν ;

32 = 10 − 8

h+µν má nenulové jen složky hxx = −hyy , h×µν má ne-
nulové složky hxy = hyx. Máme tak rozklad gravitačnı́
vlny do dvou nezávislých lineárně polarizovaných vln.4

Zavedeme-li ~e1, ~e2 jako dva jednotlivé navzájem kolmé vek-
tory, kolmé ke směru šı́řenı́ vlny, pak

e+ij = (~e1)i (~e1)j − (~e2)j (~e2)i ,

e×ij = (~e1)i (~e2)j − (~e1)j (~e2)i

a dvě nazávislé lineárně polarizované lze psát ve tvaru

h+ij = A+e
−iω(t− ~n~r

c )e+ij ,

h×ij = A×e
−iω(t−~n ~n~r

c )e×ij .

Z této obecné formulace dostaneme speciálnı́ tvar hxx, hxy

pro ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~n = (0, 0, 1). Pro kruho-
vou polarizaci gravitačnı́ vlny jsou jednotkové tenzory dány
vztahy5

ePij =
1√
2
(e+ij + ie×ij) , eLij =

1√
2
(e+ij − ie×ij)

7.4 Interakce s testovacı́mi částicemi
a přenos energie

Fyzikálnı́ podstatu gravitačnı́ch vln nejjasněji osvětlı́me,
prozkoumáme-li jejich vliv na testovacı́ částice. Pohyb jedné
částice nemá fyzikálnı́ význam, musı́me tedy zkoumat rela-
tivnı́ (vzájemný) pohyb dvou částic. Volné částice se pohy-
bujı́ po geodetikách:

d2 xµ

dτ2
+ Γµ

αβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0.

V našem přı́padě je dxµ

dτ = cδµ
0 = (c, 0, 0, 0), nebot’

Γµ
00 =

1
2η

µα (−h00,α + h0α,0 + hα0,0) = 0, nebot’ ve
zvolené kalibraci h0α = 0. Musı́ být tedy xi =konst. Čás-
tice ve zvoleném systému zůstávajı́ v klidu. Gravitačnı́ vlna
ovšem měnı́ vzdálenosti, takže dojde ke vzájemnému po-
hybu částic. Vzdálenost je dána výrazem

(△s)
2
= gαβnαnβ = (ηαβ + hαβ)n

αnβ,

nα = xα
(A) − xα

(A).

Je jasné, že pokud je spojnice částic A, B rovno-
běžná se směrem šı́řenı́ vlny, vzdálenost se neměnı́:

nα = (0, 0, 0, l) = l · δα
3 ; hαβ = Aαβe

iω(−t+ z
c );

Axx, Axy, Ayy 6= 0.
Přejděmě k rovnici geodetické deviace. Uvažujme lo-

kálně inerciálnı́ systém x̃α, spojený s volnou „padaı́cı́ “ čás-
ticı́ A, jež je v klidu vůči x1, x2, x3 . Počátek LIS spojı́me

4Pro elektromagnetické pole platı́: ~E = (Ex, Ey, 0); ~E = ~E1 + ~E2

- lineárně polarizované vlny ~E1 = (Ex, 0, 0), ~E2 = (0, Ey, 0); ~E1 =

A1e
−iω(t− z

c ) ~e1, ~E2 = A2e
−iω(t− z

c ) ~e2
5Kruhová polarizace pro elektromagnetické pole: ~eP =

1√
2
(~e1 + i ~e2), ~eL =

1√
2
( ~e1 − i ~e2).
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s částicı́ A. V počátku LIS bude g̃µν(x̃
0, 0, 0, 0) = ηµν ,

Γ̃α
βγ(x̃

0, 0, 0, 0s) = 0. Transformačnı́ vztah mezi sou-
řadnicemi xα a x′α je při vhodné orientaci os ∂xµ

∂x′α =
δµ
α + O(hjδ???). Souřadnice částice B označı́me x̃i

(B);

x̃i
(A) = 0. Vektor ñα spojujı́cı́ obě částice je v libovolném

čase x̃ (x̃0(A) = x̃0(B)):

ñi = x̃i
(B), ñ0 = 0.

Zavedený LIS je nejpřirozenějšı́ soustavou souřadnic pozo-
rovatele A; čas měřı́ vlastnı́mi hodinami, prostorové vzdá-
lenosti tyčemi. Před přı́chodem vlny byla částice B v klidu,
gravitačnı́ vlna způsobı́, že se B začne vůči A pohybovat.
Pro vektor ñα platı́ rovnice geodetické deviace

D2ñα

dτ2
= −R̃α

βγδŨ
β
(A)η̃

γŨγ
(B),

Ũα
(A) = cδα

0 , Ũα
(B) = cδα

0 + O(h) - částice B stojı́ vůči

x1, x2, x3. S přesnostı́ do prvnı́ho řádu v h je D2euα

dτ2
.
=

−R̃α
0γ0c

2ũγ . Jelikož afinnı́ konexe vymizı́ v počátku, lze
absolutnı́ derivaci nahradit obyčejnou; využitı́m symetriı́
pak dále bude

d2ũi

dτ2
.
= c2R̃i

0j0ũ
j = −c2R̃i0j0η̃

j .

Rovnice platı́ s přesnostı́ do 1. řádu v h, zajı́máme se jen
o prostorové složky ũα, nebot’ũ0 = 0 dı́ky ũαŨ(A)α = 0.
Složky Rαβγδ jsou 1. řádu v h; zanedbáme-li členy nej-
vyžšı́ho řádu, je R̃i0j0 ∼ Ri0j0 (složky v souřadnicı́ch xµ).
Potom je

d2x̃i
(B)

dτ2
= c2Ri0j0x̃

j
(B).

Nynı́ vyjádřı́me Riemanův tenzor pomocı́ hµν . V TT-
kalibraci bude Rα0γ0 = − 12hαγ,00 a rovnice geodetické
derivace dává

d2x̃i
(B)

dt̃2
=
1

2

∂2hij

∂t̃2
x̃j
(B),

(
hij,00 =

∂2hij

∂t̃2
c2; τ = t̃, x̃0 = ct̃

)
.

Na počátku je x̃i
(B) = x̃i

(B0),
∂exi
(B)

∂et

∣∣∣
et=0
= 0 členy vyšı́ho

řádu v h zanedbáváme. Pak lze snadno inegrovat:

x̃i
(B)(t̃) =

[
δi
j +
1

2
hij(t̃, 0, 0, 0)

]
x̃j
(B0).

Účinek gravitačnı́ vlny vede k tomu, že B vůči A kmitá
s frekvencı́ danou frekvencı́ vlny. Označı́me-li v LIS sou-
řadnice x̃, ỹ, z̃ a vezmeme-li vlnu šı́řı́cı́ se ve směru osy z̃
s lineárnı́ polarizacı́ h+ij , dostáváme pro polohu blı́zkých
částic v čase t̃:

△x̃(t̃) =

[
1 +
1

2
hxx(t̃)

]
△x̃0,

△ỹ(t̃) =

[
1− 1
2
hxx(t̃)

]
△ỹ0,

kde △x̃0 = a cosϕ,△ỹ0 = a sinϕ jsou souřadnice v čase
τ = 0. Z cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1 dostáváme

{
△x̃(t̃)

a
[
1 + 12hxx(t̃)

]
}2
+

{
△ỹ(t̃)

a
[
1 + 12hxx(t̃)

]
}2
= 1,

tj. rovnici elipsy o poloosách a
[
1± 1

2hxx(t̃)
]
. Také v sou-

řadnicı́ch TT-kalibrace je x = y = z = 0 pro počátek
LIS a t = t̃ + O(h). Je tedy hxx(t) = Re

[
A+e

−iωt
]
=

(ReA+) cosωt − (ImA+) sinωt. Předpokládáme, že
ReA+ = 0;−ImA+ ≡ A. V t = 0 je tedy hxx = 0 a čás-
tice ležı́ na kružnici o poloměru a. Poloosy elipsy závisı́ na
čase jako a [1± A sinωt]. Podobné je to při polarizaci h×ij -
elipsa je při své oscilaci pootočena vůči osám x, yo úhel 45o.

t̃ = 0
ỹ

x̃

ϕ
a

t̃ = π
2ω

t̃ = π
ω

t̃ = 3π
2ω

t̃ = 2π
ω

V přı́padě kruhově polarizova-
ných vln se testovacı́ částice na-
cházejı́ na elipsách, které se otá-
čejı́ doprava dle smyslu polari-
zace.

Helicita gravitačnı́ch vln je
±2. Obecně je helicita h v přı́-
padě rovi roviných vln pole φ
s nulovou hmotnostı́ definována
tak, že při prostorových rotacı́ch
o úhel θ v rovině kolmé ke směru
šı́řenı́ vlny se pole transformuje
pdle vztahu φ′ = eihθφ. Vidı́me,
že se nic neměnı́ s vlnou při ro-
taci o ±π. Je tedy h = ±2.

Gravitačnı́ vlna přenášı́ ene-
gii. Tuto energii ovšem nelze lo-
kalizovat - evidentně má nelo-
kálnı́ chrakter. Energii a hybnost
charakterizujeme souborem ve-
ličin tµν , jež ovšem netvořı́ ten-
zor (hovořı́me o pseudotenzoru
energie a hybnosti gravitačnı́ho
pole); tµν závisı́ na volbě sou-
řadnic. V daném bodě lze hus-
totu energie i hybnosti gravitač-
nı́ho pole vynulovat - celková
energie a hybnost jako integrály
na volbě souřadnic nezávisı́ -

asymptoticky ovšem musı́ být souřadnice Minkovského
(gµν → ηµν ). V přı́padě slabé gravitačnı́ vlny lze použı́t
„téměř inerciálnı́ “ systém souřadnic xα, jenž jsem zavedli
výše. Pak lze energii částečně lokalizovat - ato v rozměrech
většı́ch než vlnová délka λ = 2πc/ω. Při středovánı́ přes
oblast s rozměry několika vlnových délek zı́skáme efek-
tivnı́ (středovaný) tenzor energie a hybnosti gravitačnı́ vlny
〈tµν〉. Ten je invariantnı́ vůči Lorentzovým transformacı́m
x′ = Λα

βxβ a kalibračnı́m transformacı́m. (Je možno pou-
žı́t i Landau-Lifšicův pseudotenzor.) Speciálně v TT-kalibrai
platı́

〈
t(gr)µν

〉
=

c4

32πG

〈
hTTjk,µhTTjk,ν

〉
;
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< > označuje středovánı́ přes několik vlnových délek -
vpravo se sčı́tá pro j, k = 1, 2, 3. Je-li hjk = ReAjke

ikρxρ

,
pak

〈
t(gr)µν

〉
=

c4

64πG
kµkν

3∑

j=1

3∑

k=1

|Ajk|2 .

(Při středovánı́ vypadnou oscilujı́cı́ členy
cos kαxα, sinkαxα.) Vezmeme-li výše uvedenou vlnu
šı́řı́cı́ se ve směru osy z (v TT-kalibraci), pak jednié
nenulové složky jsou

t
(gr)
00 = t(gr)zz = t(gr)zz = −tgr0z =

c4

32πG
ω2
(
|A+|2 + |A×|2

)
.

7.5 Generace gravitačnı́ch vln v li-
nearizované teorii

Omezı́me-li se na přı́pad slabých gravitačnı́ch polı́, je možno
problém generace gravitačnı́ch vln řešit v úzké analogii s
elektrodynamikou a vyjı́t z retardovaných potenciálů. Re-
tardované řešenı́ zdrojové rovnice 2hµν = 16πTµν je:

h
µν
(t, xj) = 4

G

c4

∫

V

T µν
(
t − |~x−~x′|

c , ~x′
)

|~x − ~x′| d3x′,

kde |~x − ~x′|2 = ∑3j=1(xj − x′j)2 a T µν je tenzor enrgie-
hybnosti zdroje vlněnı́. V přı́padě „ostrovnı́ho“ systému, v
němž se zdroje pohybujı́ pomalu ve srovnánı́ s rychlostı́
světla dostáváme pro část metriky reprezentujı́cı́ gravitačnı́
zářenı́ ve velkých vzdálenostech od zdroje, že zářenı́ je po-
psáno veličinami hµν :

h0µ = 0, hij(t, x
ρ) =

2G

3c4r
D̈ij

(
t − r

c

)
,

kde Dij =
∑

A mA

(
3x(A)ix(A)j − δijr

2
(A)

)
je kvadrupó-

pový moment a ˙označuje časovou derivaci. Celkový výkon
kvadrupólového gravitačnı́ho zářenı́ je

L =
G

45c5

〈
D̈jkD̈jk

〉
,

kde se sčı́tá přes j, k a < > označuje středovánı́ přes několik
period. Bipólové gravitačnı́ zářenı́ neexistuje!6 Nynı́ prove-
deme několik odhadů na přı́padech jednoduchých zdrojů
gravitačnı́ch vln. Jsou-li rychlosti zdroje malé jsou vy-
žšı́ multipólové přı́spěvky ze zářenı́ zanedbatelné oproti
kvadrupólovým.

7.5.1 Binárnı́ systém

Uvažujme zdroj gravitačnı́ho zářenı́ tvořený soustavou dvou
částic (hvězd) o téže hmotnosti m, obı́hajı́cı́ch kolem společ-
ného hmotného středu ve vzdálenosti a/2Obı́hajı́-li hvězdy

6Protože ~dgrav =
P

i mi~ri; ~̇dgrav =
P

i mi~̇ri =
P

i m~vi = ~P ; ~P

je celková hybnost systému. Vı́me, že platı́ ~P =konst. Je tedy ~̈ggrav =

~̇P = 0 a podle OTR dipólové zářenı́ neexistuje.

v rovině (x, y) s úhlovou rychlostı́ ω, pak

x1 =
1

2
a cosωt, x2 = −x1; y1 =

1

2
a sinωt, y2 = −y1.

Moment hybnosti Iik =
∫

T00x
′ix′kd3x′ bude mı́t nenulové

složky

Ixx =
1

h
ma2 cos 2ωt = −Iyy, Ixy =

1

h
ma2 ∼ 2ωt

a tenzor kvadrupólového momentu Dik = 3Iik−δikIρ
ρ má

nenulové složky

Dxx = −Dyy =
3

4
ma2 cos 2ωt, Dxy =

3

4
ma2 sin 2ωt.

Výpočtem, který nebudeme uvádět, dostáváme, že zářenı́ ve
směru osy z je

hTTxx = −hTTyy = −2ma2ω2e−2iω(t−r) G

c4r
;

hTTxy = −2ima2ω2e−2iω(t−r) G

c4r
;

zatı́mco ve směru osy x je

hTTyy = −hTTzz =
1

2
ma2ω2e−2iω(t−r) G

c4r
.

x

y
b

b

a/2

a/2

m

m

A

B

Frekvence gravitačnı́ho zá-
řenı́ je dvojnásobkem orbi-
tálnı́ frekvence. Ve směru
kolmém na orbitálnı́ rovinu
binárnı́ho systému je gravi-
tačnı́ vlna kruhově polarizo-
vaná, zatı́mco ve směru této
roviny je polarizovaná line-
árně. Po zprůměrovánı́, přes
T = 2π

ω dostáváme celkový
zářivý výkon

L =
8G

5c5
m2a4ω6.

Pohyb hvězd je určován gra-
vitacı́ - newtonovské orbity jsou určeny rovnicı́ Gm2

a2 =

mω2 a
2 , takže ω =

(
2Gm
a3

)1/2
; a =

(
2GM

ω2

)1/3
. Pozname-

nejme, želinearizovaná teorie neumožňuje zjistit korekce na
tvar orbity vlivem gravitačnı́ brzdné sı́ly. Pro zářivý výkon
pak dostáváme

L =
64G4m5

5c5a5
=
8 · 24/3
5c5

G7/3(mω)10/3

.
= 4.84× 1021

(
m

M⊙

) 10
3
(
1den

T

) 10
3

W

.
= 3.33× 1054

(
m

M⊙

) 10
3
(
1km

d

)5
W

Uvžujeme-li rotujı́cı́ „činku“ s m = 103kg, a = 10m,
spojenou ocelovým lanem umožňujı́cı́m ω

.
= 50s−1, pak
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L ∼ 10−32W. Pro dvojhvězdu ι Bootes či pulsar PSR
1913+16 je je T ∼ 8 hodin, m ∼ M⊙ a L ∼ 1023W. (Pro
zkracovánı́ periody v důsledku vyzařovánı́ gravitačnı́ch vln
platı́ jednoduchý vztah. Jelikož Ė = −L a T ∼ (−E)−3/2,
dostáváme po derivaci dle času: Ṫ

T = − 32 L
|E| .)

7.6 Detekce gravitačnı́ch vln

Laboratornı́ generace pozorovatelných vln je evidentně vy-
loučena (L ∼ 10−32W). Pro astrofyzikálnı́ zdroje je nutno
odhadnout hustotu toku energie na Zemi. Pro tuto hustotu
pro zdroje ve vzdálenosti l platı́

I =
L

(4πl2)

.
= 4× 10−19

(
m

M⊙

) 10
3
(
1den

T

) 10
3
(
1kpc

l

)2
Wm−2.

Hornı́ hranici, danou dvojhvězdou ι Bootes (l = 10pc),
dostáváme I = 2 × 10−13Wm−2. Mnohem výkonějšı́mi
zdroji však mohou být katastrofické procesy ve vesmı́ru -
srážky pulsarů a černých děr, výbuchy supernov. Gravitačnı́
vlny pak budou krátké pulsy (10−4 − 10−2s), přičemž vy-
zářeno bude 10−3 a 10−1 celkové klidové hmotnosti zdroje.
Energie přenesená jednı́m pulsem bude 10−3 − 10Jm−2.

Přı́chod gravitačnı́ vlny je možno zaregistrovat něko-
lika způsoby. Nejznámějšı́ jsou dva - rezonančnı́ a in-
terferometrický. Laserovou interferometriı́ se měřı́ změny
vzdálenosti volných částic způsobované průchodem gravi-
tačnı́ vlny. „Dnes“ je připravován v hUSA projekt LIGO,
jenž má být schopen měřit vzdálenost s přesnostı́ 10−21.
Pak bude možno měřit i průchod vlny s h ∼ 10−21.
LIGO by mělo být schopno registrovat vlny přicháze-
jı́cı́ z extrémě silných zdrojů - srážky pulsarů a černých
děr a podobně. Rezonančnı́ho principu využı́vajı́ gravi-
tačnı́ antény Weberova typu. Na testovacı́ těleso válec

působı́ slapové sı́ly m
2

∂2hij

∂t2 x̃j , jež se měnı́ (periodicky).

b

∼10 J/Hz m2

V důsledku těchto sil se tě-
leso rozkmitá. Pokud se frak-
vence dopadajı́cı́ gravitačnı́
vlny shoduje s frekvencı́ vlast-
nı́ch kmitů tělesa, pak při re-
zonanci může amplituda kmitů

tělesa výrazně převyšovat hodnoty platné pro volné částice.
Weberovy dva válce byly naladěny na 1660Hz a m2ly citli-
vost ∼ 10Wm−2.
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Kapitola 8

Standardnı́ relativistická kosmologie

Evoluci vyvýjejı́cı́ho se vesmı́ru určujı́ Einsteinovy gra-
vitačnı́ rovnice, „ostatnı́ fyzika“ nám dáva stavovou rov-
nici hmoty ve vesmı́ru. Od kosmického času T = 10−3s
(∼ 100GeV) je to fyzika ověřitelná v pozemských labora-
tořı́ch. Od T ∼ 10−2s dolů se „laboratořı́ “ stává samotný
big bang.

b

b

b

b

T1 = k

T3 = k

a(T )

r1
r2

T =konst
3-dim sféry

uzavřený vesmı́r k = +1

gravitačně vázaný systém

nadplochy homogenity

prostory
hyperboloidni

T =konst
T =konst

ploché prostory

k = −1k = 0

b

*
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Jak plyne z pozorovánı́, vesmı́r je na velkých škálách
(>100 Mpc) homogenı́ a izotropnı́. Na základě kosmolo-
gického principu, jenž pravı́, že všechna mı́sta ve vesmı́ru
jsou rovnocená, předpokládáme, že se takto jevı́ všem typic-
kým (souputujı́cı́m) pozorovatelům. Tito pozorovatelé jsou
v daném mı́stě v klidu vůči prostoročasu. Sféricky symet-
rický (izotropnı́) a zároveň homogenı́ prostoročas popisu-
jeme známou Friedmanovou–Robertsonovou–Walkerovou
(FRW) metrikou. V souputujı́cı́ch souřadnicı́ch (T, r, θ, ϕ)
má přı́slušný délkový element tvar

ds2 = − dT 2 + a2(T )
[ dr2
1− kr2

+ r2(dθ2 + sin2 θ dϕ)
]
,

kde skalárnı́ křivost k nabývá hodnot: k = 1 pro uzavřený
vesmı́r, k = 0 pro plochý vesmı́r a k = −1 pro otevřený

vesmı́r. Kosmický čas T je synchronizovaný vlastnı́ čas sou-
putujı́cı́ch pozorovatelů. Škálový faktor a(T ) popisuje ča-
sový vývoj celého vesmı́ru. Jeho chovánı́ v závislosti na
kosmickém čase T určı́me z Einsteinových rovnic

Gµ
ν = 8πT µ

ν , (8.1)

kde T µ
ν je tenzor energie-hybnosti celkové výplně vesmı́ru

a Gµ
ν je Einsteinův tenzor zı́skaný z FRW metriky.

Nenulové složky Einsteinova tenzoru, spočtené z FRW
metriky, jsou

G00 = −3
[( ȧ

a

)2
+

k

a2

]
,

G11 = G22 = G33 = −
[
2
ä

a
+
( ȧ

a

)2
+

k

a2

]
.

Tenzor dokonalé kapaliny popisujı́cı́ rozloženı́ hmoty ve
vesmı́ru má v klidovém systému souputujı́cı́ch pozorovatelů
diagonálnı́ tvar

T µ
ν = (p+ ρ)UµUν + p gµ

ν ,

kde ρ je vlastnı́ hustota hmoty (energie), p je tlak a Uµ je 4-
rychlost kosmické tekutiny, pro souputujı́cı́ho pozorovatele
Uµ = (1, 0, 0, 0). Platı́ tedy

T µ
ν = diag(ρ,−p,−p,−p),

tlak se šı́řı́ všemi směry stejně. Předpokládejme, že ideálnı́
tekutina splňuje barytropicku stavovou rovnici

p = wρ.

Z Einsteinových rovnic (8.1) pro složky „0-0“ a „1-1“
plynou takzvané Friedmanovy rovnice

3
ȧ2 + k

a2
= 8πρ, (8.2)

−2 ä

a2
− ȧ2 + k

a2
= 8πp. (8.3)

Vložı́me-li (8.2) do (8.3) dostáváme

ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3p).
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Efektivnı́ gravitačnı́ energie je tedy ρ+3p, tlak také přispı́vá
ke gravitaci. Dále je z této rovnice zřejmé, že pro ρ+3p < 0
docházı́ k urychlovánı́ expanze vesmı́ru. Nic nebránı́ tomu,
abychom nastavili hodnoty škálového faktoru jako a(0) = 0
na počátku vesmı́ru a a(T0) = 1 dnes.

a(T )

T

k = −1
k = 0

k = 1

T0H−1
0

0

a(T )

TT0H−1
0

0

Λ > 0

Platı́-li zákon zachovánı́ T µν
;ν = 0 pro ideálnı́ kapalinu,

můžeme jej v přı́padě FRW metriky napsat jako

ρ̇+ 3(ρ+ p)
ȧ

a
= 0.

Pro různé stavové rovnice (8) dostáváme z (8) různé
závislosti hustoty na škálovém faktoru a(T ).

název stavová rovnice závislost na a(T ) vliv na a(T )

zářenı́ pr = 1/3ρr ρr ∼ a−4 a ∼ T 1/2

prach pm = 0 ρm ∼ a−3 a ∼ T 2/3

„křivost“ pk = −1/3ρk ρk ∼ a−2 a ∼ T
vakuum pΛ = −ρΛ ρΛ = konst. a ∼ exp (T )

Různé typy dokonalé kapaliny jako výplně vesmı́ru a
jejich charakteristiky.

Ve vesmı́ru můžeme uvažovat vı́ce různých kompo-
nent společně, každou s přı́slušnou stavovou rovnicı́. Podle
pozorovánı́1 je dnes vesmı́r tvořen temnou energiı́ „DE“ a
temnou hmotou „DM“. Pak platı́

T µ
ν = T µ

ν(DE) + T µ
ν(DM),

konkrétně ρ = ρDE + ρDM a p = pDE + pDM.

1dynamika galaxiı́ a kup galaxiı́, supernovy typu Ia, fluktuace teploty
reliktnı́ho zářenı́

Temná energie

∼ 73%

Baryonová hmota
∼ 4%

Temná hmota
∼ 23%

Je zajı́mavé, že věci o nichž toho mnoho nevı́me, tvořı́
většinu vesmı́ru.

Pro rychlost vzdalovánı́ kosmických objektů, v důsledku
expanze vesmı́ru, platı́ Hubbleův zákon v = H0d, kde H0
je dnešnı́ hodnota Hubblova parametru definovaného jako

H =
ȧ

a
.

Rychlost vzdalovánı́ galaxiı́ je tedy v = H0 · l a H0 =
100hkms−1Mpc−1, kde 0.4 < h < 1.0 (dáno observač-
nı́mi omezenı́mi). Hubblův čas H−1

0 = 9.78h−1 × 109 let
charakterizuje věk vesmı́ru.

Pokud tedy vesmı́r expanduje, vlnová délka zářenı́ vzda-
lujicı́ch se objektů λe bude vlivem Dopplerova jevu posu-
nuta směrem k rudému konci spektra. Tento jev nám umož-
nuje definovat rudý posuv z vztahem

z =
λo − λe

λe
=

a(To)

a(Te)
− 1,

kde λo je námi pozorovaná vlnová délka zářenı́.

34



Přı́loha A

Dodatky

A.1 Killingovy vektory

Předpokládáme, že v dané geomrtrii existuje vektorové pole
ξµ takové, že pokud je libovolná množina bodů přemı́stěna
o ξµ dλ (kde dλ je malé čı́slo), pak všechny vzdálenosti
zůstávajı́ nezměněné. Pak ξµ je polem Killingova vektoru
dan0 geometrie. Toto pole vyjadřuje symetrii geometrie a
splňuje tzv. Killingovu rovnici

ξ(α;β) ≡
1

2
(ξα;β + ξβ;α) = 0.

A.2 Pohybové konstanty dané Killin-
govy vektory

Je-li ξµ(xα) pole Killingova vektoru a uµ je tečný vektor
ke geodetice, pak ξµuµ je konstantı́ podél daé geodetiky, tj.
je to pohybová konstanta. Změna ξµuµ podél geodetiky je:

∇u(u · ξ) = (∇uu) · ξ + u · (∇uξ),

u =≡ d
dλ ;u

α = dxα

dλ . Platı́ ∇uu = 0 jelikož jde o geode-
tiku; ∇uu ≡ uβuα;β

A.3 Rovnice geodetické deviace
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