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Kapitola 1l

STR

Vychozi principy:
- Existuje inercialni systém.
- V&echny inercidlni systémy jsou rovnocené (specialni
princip relativity).
- Svétlo se 8ifi ve vSech inerci@lnich systémech stejnou
rychlosti (princip konstanti rychlosti svétla).

Zakony jsou invarianti viGi Lorentzové transformaci.
Prostorocas:

ds? —2dt? + da? + dy? + d2?
ds”® = —2d* +da” +dy* +d”

ProstoroCasovy interval invariantni viic¢i Lorentzové trans-
formaci:

ds® = ds’?
20 = ct; z! = T z? = Y; 2 = z.
-1 0 0 O
2 _ o B, _ 0 1 0 0
ds Nag dzz”;  Nag 0 0 1 0
0 0 0 1
Lorentzovatransformace
P B S i i L
2 2
\/1— 2—2 1— 2—2
y 1
x/l/ —_ A“yl‘”; AOO — Al1 —

_ o2
02

4-vektory A" = 97 A* kovariantni, Skalar = invariant
Lorentzovy transformace A - B = 1,3 A“BP - skaarni

soudin.

, da , oa’ da

a- skalér;  a,, = Seas Ou= gom = gn
, _ Oa _ Oa O0x*  0x°

I T R W R

. . oz
kovariantni A, = £5- A,.
4-tenzory

B ox' oz’ dx B

U
™= Oz 9xzf Oz'f 7
Kontravariantni Minkovského tenzor 7., = 65

ds? = —2 de®+di?; d? =02dt? < A2 =>ds?’ <0

Vlastni Gas dr = %\/— ds? = %\/—nag dx> dzP

dr = 1J/e2de2—de iVe2drr —v2de? =
\/1—%dt dilatace Gasu 4rychlost U* =
%? UrU, = —c*

U — 1 da# U

< an " aur
4-zrychleni A+ = 4=, U, 4= — ¢
4-hybnost P* = my

A% =AY = c? =; A% =A% =1,A% =0(1.])
1=
da' =AM, dz¥; (1.2

ds'? = N da’™ da’” = 1, A o A 5 dz® daz?
d5/2 = d52§ n,u,uA'uozAVﬁ = Nap

ozt ox'"

dxlﬂ _ Pra =AM
Oz " Oz ¢
0z oz 9z

dz? = dz’”: — 58
o R W @



Kapitola 2

OTR - Zakladni principy

2.1 Princip ekvivalence

Vliv gravitace (pad v gravitatnim poli), podlie Aristotelea:
TE&ZSi télesa padaji rychlgi, nez lehdi.

A B B
+ A

?
'

Te&zSi téleso A padarychlgji, nez lenci B. Pokud A spojime
s B, pak B bude brzdit A, ovsem spojena télesa A a B
jsou téZ8i ne? jednotlivé komponetny a padaji rychlgji, coz
je logicky spor. Podle G.Galileo padaji vdechna télesa se
stejnym zrychlenim.

Z klasické mechaniky znamejak 2. Newtontiw zakon sily
ma = F, tak i Newtonlv gravitatni zékon F = G T
kdem jehmotnost telesaa M hmotnost Zemé. Z téchto dvou
rovnic plyne, Ze zrychleni padajiciho télesa je nezavidé na
jeho hmotnosti

M
i= -G~
rer
Setrvatna hmotnost m.a = F gravitati hmotnost (naboj)

F=—Gug=l
Pasivni, aktivni gravitatni hmotnost

- Myg—pasMg—ak T
E, = —G%—
T r

- My _pasMg—ak T
Fy = -—@—4—pas 97ak _

r2 r
Zakon akce areakce: F,, = —F,, atedy

Mg_pas
Mg—ak:

mgfpas _

Mg—ak
Jednotky Ize zvolit tak, aby mg_pes = Mmg—qr atedy

M7 myg

a=— -
2 r  mg

Ovdm z teorie vlbec neplyne, zZe m, = ms,
proto je tato shoda podivuhodna. Pomér Zj—q je
nutno uréit méfenim. Newton - kyvadlo: T =
Zw\/g el ms = mgy na 107 Bessel na 2 - 107°
Statické expe-
e 7, rimenty Eotvos
! (r.1889); torzni
- vahy  Vzdaenost

Fo2

obou télés od osy
otéfeni Zemé stejna
(rameno vah - V-2Z)
Fy > F, Téleso

1 vychyli k Jihu.

Otéageni Vit pristoroji - zména pfi ototeni 0 180°C

M —145.1078(3-1079)

My

Odsttediva sila obéhu Zemé kolem Slunce (srovnej s gravi-
téni silou Slunce!) r. 1964 Hicho, Krothov, Roll. Pfistroj
neni nutno otatet (ot&feni Zemé s 24 hodinovou perio-
dou). Citlivost nalokalni nehomogenity omezena pouzitim
3-rozmérného vahadla a tfi tél5s misto dvou. Pozorovana
vychylka - priblizeni pozorovéno na vzdaenost nékolika
metr{l, rosa na travé v nedalekém parku, rozdily v teploté
< 10~*K, Hlinik + zlato e =1% 1011, Hlinik + platina
me=14£107"2

Dusedky: Plati nejen pro hlinik a zlato, nybrz i pro pro-
tony a neutrony n,,/n, = 1.08 u hliniku a n,/n, = 1.5
u zlata. GravitaCi hmotnost rovnarelativistické (nikoliv kli-
dové) spiesnosti 10~° Kegravitatni i vazebnaelstat energie
(5 - 107?) Jaderna vazebna energie (10~7), gravitatni va-
zebnaenergie (1%)

2.1.1 Saby princip ekvivalence

- Gravitatni hmotnost libovol ného tél esa se rovnahmotnosti
setrvatné.

-V daném gravitatnim poli padaji vSechnatélesase stejnym
zrychlenim. Nejde lokélné zjistit, zda jde o gravitaéni pole,
nebo setrvatné sily ve zrychleném systému.



system staticky F = mg  padajici vytah F = 0
V&echny fyzik&lni procesy probihaji stejné v gravitatnim
poli a ve zrychlenem vytahu. Pokud je gravitatni pole
homogeni —d = g.

Q
-
-~—0
el
Il
Q)
Q
—
-~—e

zrychlujici vytah,
setrvatnasila F = m(—a)

grav. pole F = mg

Reélné gravitani pole je nehomogeni. V padajici zdviZzi | ze
lok&lné zrudit gravitatni pole avyvolat beztizny stav.

NS P

zrzchlena soustava

gravitatni pole

2.2 Princip ekvivalence

Gravitatni pole je lokalné ekvivalenti zrychlenému pohybu
systému (poli setrvatnych sil). V padajicim systému je
gravitatni pole zrugeno a fyzikani procesy probihaji dle
zékonll STR. V kazdém bodé prostorotasu existuje lo-
kalné inercialni systém (LIS), v némz plati fyzikani za
kony jako v STR. Duisledkem principu ekvivalence je na-
priklad rudy posuv z&feni a ohyb své&tla. Rudy posuv:
Uvazujme situaci, kdy body 1 a 2 jsou v klidu viici gra-
vitatnimu poli a vzdalenost mezi nimi Al je velmi mala
Fregvenci posuv svétla vyslaného z bodu
1 do bodu 2 ur€ime v LIS. LIS v klidu v "ed
okamZiku vydani signalu, v LIS se body
1 a 2 pohybuji se zrychlenim —g nahoru.
Plati Aty = 2. Rychlost bodu 2 je v = 1
g/t = 2251 Dochazi k Dopplerové efektu, J_l LI

| O

fregvence bude niz, plati
Rozdil gravitatniho potencidluje (B, — @) = AP = gAl.

Al

WN————=

Av

v gAl

v c 2

av

v

_AD

c2

Ztratu energie fotonu spocteme pomoci £ = hv; m =

hv/c?; odtud AE = mA® = X A®

:§:>AV=I/§

A
v h c?

Ohyb svétla: V LIS se svétlo Sifi pfimoCafe v gravita€nim
poli setedy ohyb4, nebot LIS se pohybuji se zrychlenim g.

2.3 Princip obecné kovariance

Potize sdefinici inerciélniho sys-

| _ LIS tému - nelze odstinit (globalni)
::ﬁ } {___,: gravitatni pole; nelze realizovat
g 1 Il ___+ volnéhmotnébody. Dleprincipu

ekvivalenceexistuji lokani iner-

ciélni systémy (LI1S), dohromady v3ak netvori globalni iner-
cidni systém. Gravitatni pole zplisobuje i potize pfi syn-
chronizaci hodin. Princip obecné kovariance: Fyzikani
zékony maji tyz tvar ve vSech soufadnych systémech (inva-
riantni co se formy tyce).
Princip Obecné relativity: Zadny soufadny systém nesmi
byt preferovan. V STR jsou vyrazné preferovany inerciani
systémy. | pfi jinych soufadnicich se objevi Cleny urcujici
vztah k IS (napf. zrychleni systému). OTR definitivé opousti
pfedstavu privilegovanych soufadnic (, kfivoCara" budei Ca-
sova soufadnice)

Kartézské souradnice 2t (= z), 22 (= y), 23(= 2); ava-
cové soufadnice R, ¢, z, jsou svazany vztahy

x = Rcos(p), y=Rsin(p),z=z.

Odtud spocteme jednotlivé diferencidly, napriklad dx =
dRcos(p) — Rsin(yp) dep. 4-interval (invariant) v rliznych
soufadnicich

ds? =
ds?

—(da®)? 4 (dz")? + (dz®)? + (da®)?,
—(dz®)? + dR* + R* d¢?® + dz?/

kde (dz®)2 = (?dt2. Chceme-li popsat poméry na
rotujicim disku zavedem soufadnice t', R', ', 2’ takto:

S R
w ! t, R =R, 2/ =z,
0 ¢ = p-uwt
dp = ¢ +wdt.

4-interval je v tomto pripadé

2 pr2
ds? = -— 62<1—wR )dt’2

c2

+ dR?+ R?dy” +d2? + 2wR? dy' dt.
Obecny zéapis prostoroCasového interval u:

ds? = Gap dz® da®, Gap = gag(aro, zt 2 2%),



kde metrika g3 charakterizuje pouZzity soufadny systém
i vysledky Casovych mé&eni. Hodiny spojené s kolotocem
(R = ¢/ = 2’ =kongt.). Chod hodin je dan €asem

2
w2R!

1
dr = -V —ds? = (/1 — —;
c c

dt’.

Rychlost nesmi byt nadsvételna a proto w'’R’*/c2 > 1 a
tedy R’ < o Oznatime-li wR' = v (dt’ = dt), pak plati

02

dr =4/1- =
coz je znamy vztah pro dilataci ¢asu. Hodiny na rotujicim
disku (R’ # 0) jdou pomalgji nez v IS. Vidime, Ze infor-
mace o chodu hodin je obsazenav g,3. Podobné délkova
méfeni jsou obsaZzena v g.3. Rotatni soustava S’ je ne-
inercidlni - vyskytuji se v ni setrvacné sily (odstiediva a
Coriolisova). Tyto sily jsou ureny koeficienty g, s, ty tedy
urCuji pole setrvacnych sil. Dle principu ekvivalence jsou
pole setrvatnych sil a pole gravitatni lokalné ekvivalenti.
Pole setrvatnych sil je urCeno koeficienty gz ve vyrazu
pro 4-interval. Predpokladejme, ze g, by mohly popiso-
vat i gravitatni pole. Probereme napred, jak zapsat fyzikani
zékony v obecnych soufadnych systémech.

PoZadavky nasoufadne systémy. Soufadnicejednoznatné
urcuji body prostorocasu, blizkym bodlim odpovidaji bliz-
ské soufadnice. Pfi pohybu se soufadnice musi ménit spo-
jite. 1, Hladkost*? soustavy soufadnic.Tyto podminky Ize
realizovat je-li prostorocastzv. diferencovatelnou varietou.

2.3.1 Zapisfyzikalnich zakonl

Pouzijeme analogie ze STR. VeiCiny mohou byt skaléary,
vektory, nebo tenzory®. Tenzorovy chrakter rovnic znadi, ze
budou mit tyz tvar ve vSech soufadnych systémech. M&me
dvasoufadnésystémy, systém S se soufadnicemi x, asystém
S’ x'. Transformaci S — S’ zapiSeme obecnéjako

],‘,H — x/ll/(xV%

jsou to funkce spojite a dostatecné diferencovatelné
(,hladk&"). Jelikoz soufadnice urCuji body jednoznacné,
musi existovat inverzni transformace

aP = 2P (2.

Skalar je veiCinajenz se pri transformaci neméni - (napri-
klad 4-interval, vlastni Cas, klidova hustota klidové hmot-
nosti). Pozici bodu urCuje funkce 4-proménach z'* =
o't (29,21, 22, 2%). Mlizeme definovat 4-rychlost (kontra-
varianti 4-vektor) jako

dxt
Ut = =
dr

LExistuji ,singularni“ vyjimky odstranitelné pfechodem k jinému sou-
fadnému systemu.

2= diferencovatelnost az do mrté.

3Skalary jsou tenzory nultého Fadu, vektory jsou tenzory Fadu prvniho.

4-rychlost se pfi prechodu S — S’ transformuje jako kon-
travarianti 4-vektor

ox'*
Oz

Diferencidly soufadnic se transformuji jako kontravarianti
4-vektory

U/.“' _ U()/

oz’
TR «
dz'" = Fr dz*.
Jak setransformujekovarianti 4-vektor ukazemenaprikladu

4-rozmérny gradient skalaru

oa’ 0z Oa ox® ox®
Ay = af“ = 02" T 0xF oxe . orr T an Aa
Obecné tedy plati
w02’ o’ oY
T/l b= 16]

T 9z 9xB da’P i

Vidimeformalni podobnost stransformacemi rovnicv STR,
ovem zde 222 927 nejspu konstanty. Parcialni derivace

81.04 b 8l'/p

obecnych funkci 4 proménych jsou rovnéz funkcemi sou-
Fadnic. To umoziuje postihnout nové efekty, predevdim to
umoziuje popisovat gravitacni pole.

2.3.2 Pohyb volné Castice

Na pohyb volné Eastice plisobi jen gravitacni sily. V LIS
(soufadnice £%) plati pro pohyb (svétoCaru £« = £%(7))
rovnice

& ¢

dr
V LIS se ¢astice dle principu ekvivalence pohybuje rov-
nomeérné pfimocare. Soufadnice v LIS vyjadfime pomoci
obecnych soufadnic x#:

=0.

o

= dz*.
ozt

8 =¢"(r);  dg”

Prostorocasovy 4-interval jest

&> 9¢P
2 _ « B8 _—
ds® = nep d§* d¢ 0B Bk D

Slozky metrického tenzoru (kovariantni tenzor 2. fadu)

dzt dz” = g, dat da”.

o oer gl
G =105 i G
obsahuji informace o gravitaénim poli. Natento tenzor mil-
Zemepohlizet jako namatici 4 x 4. Existujei inverzni matice
(kontravarianti tenzor 2. fadu) g#¥ aplati

nz

9 Gk = 55

Pohybouvou rovnici ¢astice upravime nasledujicim zpliso-
bem:

d (dery _ d (06" da”
dr \ dr T dr \9z# dr



_d (o€ dzt 0 d [(dat
- 5(37) &r +w&(d7>
9 [0€* da¥ dat
 Qav (@) dr dr

oc* d [ dat

@E(?)

Oz’
a¢e

(2.1)

Vime, ze plati

oEx g

_sp
OxH w

pak (2.1) je

d (dary
dr \ dr
Zname 4-rychlost jako U? = 9% prepiseme (2.2) pak za-

vedeme oznateni Christofelovy symboly:

Oz’ 0%¢> dzt dav

96 Ozroz” dr dr 0

(2.2)

d Oz 9%¢”
LU +TP  UPTY = 0; TP, = 2
4 U+ "= Dea nr o

VyjadiimeI'#,,,, pomoci metrického tenzoru

89/“/ _ 82€a 855

_ oc o€
Dur = 90 = B G ity D

M Ozt Oz Oxr

Jezieme, ze ;25 —T7,, % pak plati:
826(1 855
o8 kD 9z
= 2F6/,Ll/960’ : gpo'

(gdu,v + gud,p, - g,u,u,d)

1 g
Fp}}.l/ = 59’) (_gp,u,d + Gop,v + gud,p,)

2.3.3 Pohybovarovnicev Newtonovském pri-
bliZzeni
Gravitacni pole statické aslabg, blizké vlastnostem inercial-
nich systémtll ve STR. Metricky tenzor pak mlizemerozepsat
jako
Guv = Nuv + h/;,y7
kde h,,,, je malé ve sovnani s, . Plati h*" = ntn*Ph,g
pak
g = — .
Pohyb astic v tomto priblizeni je pomaly U? = v’ (@ je
3-rychlost) U® = ¢. Pohybova rovnice (pro p = i) pak
dava
d
dr
Pro malérychlosti je .= = & takze

Ul 4T (U°)* = 0.

Christofeltiv symbol (£ g,.,, = 0, statické pole) je

) 1 . 1 .
Moo = 59” (—900,0 + 900,0 + go0,0) = 59” (=hoo,)

1 ..
= —iﬂwhoo,j

Tedy 44" — Lyiic2hy ;. Jelikoz 7'/ je nelulova a rovna

jednéjenproi = j = 1,2, 3 plati ve vektorovém zapisu
da 1

— =grad | =c®hoo | .

a9 (26 00)

DleNewtonovskémechaniky to je pohybovarovniceastice

v gravitatnim poli daném potencidlem

1
P = —502}100.

Pro dabé statické gravitatni pole je proto slozka ggp met-
rického tenzoru dana potenciélem gravitatniho pole:

2®
goo = — 1+C—2 )

goo uréuje rychlost chodu stojicich hodin (z* =konst.)

—c?dr? = ds? = goo(cdt)?.



Kapitola 3

Zakrivené prostory

Souvislosti gravitace a geometrickych vlastnosti prosto-
roCasu. V délkovém elementu

ds? = Jap dz® dz”

gap UrEUje geometrii prostototasu a z®,z” jsou obecné
soufadnice. Tento formalismus lze pouZit v plochém pro-
storoCasu, ale i v zakfivenych prostoroCasech. Gravitacni
pole odpovida zakfivenym prostorotastim. Vlastnosti pro-
storoCasu v tomto pripadé nejsou stejné jako v STR. Pro
nazornost pouzijeme 2-dim. analogie

2 2
d? =) " gapda® da”
a=1p3=1

V roviné lze zavést kfivocaré soufadnice (polarni), geome-
trické vlastnosti roviny se tim neméni. Vyraz pro element
intervaluleze uziti pro méfeni vzda enosti napovrchukoule
dI? = r2df + r?sin? 0 de.

STR pouziva Minkovského (plochy) prostorotas
- lze zavést kartézské soufadnice a globéni inerci-
ani systém. ldedlni hodiny jdou v3ude stejné a plati
O = 2mr,aa + f+ v = 180° OvSm v gravitat-
nim poli globalni 1S neexistuje, hodiny jdou r&iznou
rychlosti a geometrie prostoroasu neni Minkovského.
Mé&feni? Tuha télésa (absolutné) neexistuji (ani v STR)

N\ LD
s

soucet Ghld > 180° obvod kruznice < 27r

K onstrukce trojtihel nik{l pomoci svételnych paprskii Ge-
ometrie zakfiveného prostoroCasu popisujeme pomoci g,
Metricky tenzor popisuje i gravitacni pole (to je tedy ekvi-
valentni zakfiveni prostorocasu). Kli¢em je univerzanost
(princip ekvivalence) gravitatniho plisobeni. Gravitaéni
pole plisobi na vechno stejng, pohyb je Fizen zakfivenou
geometrii prostoroCasu. Lokané |ze zakfiveni zanedbat -
plocha splyva s rovinou - lokalné |ze zavést kartézské sou-
Fadnice.

STR-plochy prostorocas

g <>
A

a+B+vy=180°  a+ B+~ > 180°

OTR-gravitacni pole

V gravitatnim poli existuje v kazdém bodé LIS - lze
uZit kartézské soufadnice azakfiveni prostorocasu zanedbat.
Globa nékartézské soufadnice nel ze zavést, anal ogicky nee-
xistujeglobani STR. V OTR se pro popisgravitatniho pole
pouziva forméalni aparét popisujici geometrii zakfivenych
ploch. Tento aparét budeme aplikovat ndzorné na prikladu
2-dim. zakFivenych ploch. Zagjima néas vnitfni geometrie.
Nezagjimanas ,,vngsi“ (globalni) geometrie - nezajima nas
vnoreni této zakFivené plochy do prostoru s vyZsi dimenzi.
Napriklad vnitfni geometrie val ce je ekvivalenti roviné- | ze
na nem zavést sit' kartézskych soufadnic. Lisi se ovsem od
roviny globanimi topologickymi vlastnostmi. Globalnimi
topol ogickymi vlastnostmi se zde nebudeme zabyvat.

Skute€né (vnitfné) zakfivenou plochou je napriklad ku-
lova plocha. Stinové bytosti, zijici jen na 2-dim ploSe, vni-
maji jen vnitfni geometrii. Z predstavy 2-dim kulovéplochy
neplyne, Ze by tato plocha musela byt vnorena do 3-dim



prostoru; miize existovat sama o sobé&.! V OTR predstava
zakfiveného prostoroCasu neimplikuje existenci ,viceroz-
meérného vesmiru®.

3.1 Metrika

Zavedené oznaCeni je pro prostoroCas 1 = 1,2,3,4 apro
2-dim plochu o = 1, 2. Diferencidni geometrie - lokalni
geometrické vlastnosti. Vzdalenost dvou blizkych bodl je
urena

ds? = Guv dat da”,

kde g, = g, (z7) tenzor 2. Fadu je funkci soufadnic z7.
Vzhledem k symetrii

Guv = Guu

existuje jen 10 nezavisych dozek metrického tenzoru. V
kazdem bodé prostoroCasu existuje jeden smér dz® kdy
ds? < 0 atfi sméry dz® kdy ds? > 0. Casova soufadnice
jex® axi(i = 1,2,3) jsou soufadnice prostorové. Pak pro

dz® = 65 dz°® = (dz°,0,0,0) je ds*<0
(0,dz*,0,0),(0,0,d2?,0),(0,0,0,dz3)je ds? > 0. (3.1)

Pi transformaci do L1Sjemetricky tenzor pfetransformovéan
na Minkovského tenzor n,,,,. Metriky tenzor se pfi zméné
soufadného systému transformuje jako kazdy jiny tenzor 2.
fadu, to jest
, 0x® 9z

9 = Gt g7 9o
Metricky tenzor sev naSich lesich vyskytujejako g,.,, kova
riantni a g* kontravariantni. Plati vztah

gm/gwf = 55

Pomoci metrického tenzoru zvedame a sniZujeme indexy u
vektor{l a tenzorll

AP = g/LUAU; a Aﬁ — gﬂaAa
SmiSenymi slozkami metrického tenzoru jsou §%, nebot
9" g,o = 0¥, PXi transformaci soufadnic z'* = 2/ (x%)
plati transformatni relace pro skalar

a=a,

pro kontravariantni a kovariantni vektor

oz 9x?
14 (6%
AT = G AT A A=A
a pro obecny tenzor
14 v S
T”W'”pn... _ oz'" oz’ oz 833” .”T()(ﬂ...ﬂy&“.
xz® Qxf T Qx'P Oz’

1A 0 moznostech vloZeni se dozvite vice v pfedmétu Geometrie - Na-
shova véta o vlozeni

V OTR jsou skalary, vektory a tenzory funkcemi sou-
fadnic, tj. funkcemi polohy. Jde tedy o pole ska
larni, vektorové a tenzorové. Také transformatni ma-
tice %ﬁ’f jsou obecng funkce polohy, takze v rliz-
nych mistech prostoroCasu se vektory a tenzory trans
formuji rlizné. (Vyjimkou jsou skalary.) Proto nelze se-
Cist dva 4-vektory v rliznych bodech, ale skalary ano.
Jak je zZfggmé z ob-
rézku, jedna se zde o
dvé rliznétetnéroviny
- nema smyd <Citat
vektory dvou rbiznych
rovin.

02"
T Qo

Tenzory |ze Citat, stejného typu i nasobit a UZit. NapFiklad
Jap = A*BP = A~ Bg je skalarni soutin dvou vektorl.

dz"" dz®

3.2 Paralelni prenos a derivace ten-
zor{l

Mg me danu kFivku (svétocaru) v parametrickém vyjadreni
x* = x#()), kde X je parametr podél svétocary (napriklad
vlastni ¢as). Podé této kfivky vektorové pole A (z*(A)).
Chceme zjitit, jak se A* méni podél kFivky, ur€it rychlost
této zmény. (Tj. derivaci A" podél A.) ObycCejna definice
derivace

dar|

Ao + BA) — A (2%(h))
dx |y, T AM=0

AN

jezdenevhodna. Vektory v rliznych bodech nemiizeme ode-
Citat. ObyCejna derivace 4-vektoru neni 4-vektorem - nema
invarianti geometricky vyznam (zavisi na soufadnicich).
Definici je nutno stanovit tak, aby derivacebyla4-vektorem.
Vektory je nutno odeCitat v témze bodé.

zakfiveny prostor

At (Ao))

3 dim. euklidovsky prostor

—

A(7(X0))

=y
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Inspiraci nam bude paralelni prenosv roviné vyjadreny v
kfivoCarych soufadnicich. V bodé (1) A = (A", 0) v bodé
(2) (A6 velmi malé):

—

Ayl (AT cos A, lAT sin A@) = (AT; 1ATAQ)
r r

+ (AT; 1A"A0>
T

SN

Definujeme paralerni pfenos kontravariantniho vektoru
A (zH — 2P + Axt)
= AH(z%)—TH ), AP (z%) Ax?

A +0a) (87 - 0),

kdeI'*,. jsou koeficienty afini konexe (obecnefunkce SOou-

fadnic). Definujeme absol utni derivaci 24~ v bodé 2+ (\):
DAH Aﬁ(/\o + A/\) — A“()\O)
EP ) A '

Takto definovand absolutni derivace je op& 4-vektor.
Pouzijeme-li definici paralelniho prenosu a Az
—deZ AX (minus, nebot A* posunujeme zpét)

DAt AR (@ (o + AN)) — A (2% (M)
dx |, Aamo AN
0
dz°
li NG o ) AP () ==
+$>\H}EI£1()\O) F (Z‘ ) (Z‘ )d)\ o
dA+* dax?
_ n @ P
o A0+F por (2%(X0)) A7 (2% (M) -
Zkracené
DAY _ dAr e’ dah
o o T HesAT g

Je-li vektor A* sam paralelné prenasen
DA*
dx

Je-li vektor A* definovan v celém prostoru (nebo okoli
(X)) pak

v owar
Ay~ oxB dx P
DA> daf
— (AN 54+ TH,5AY : 3.2
Y (A" g +THapA%) — ax (3.2

11

Aby toho nebylo malo, zavedeme jesté kovarianti derivaci
At g = AF 5+ TH g A%,
Plati pravidlo, Ze serivace souctu je souret derivaci. Pro
derivaci soucinu mame
D

( DB’
dx

dx -

DA s

ABY) ==

A()ﬁ
Plati, definujeme-li absolutni derivace kontravariantniho
tenzoru 2. fadu

dres
dA

dx?

DTP o
T + FﬁuﬂT } dX

dz?
re, THB
dA T e dA

3.3 Afinni konexe

Méme dva pozadavky navlastnosti afini konexe I, (

x®)
e 1. M&a by umoZzhovat kontrakci nekonetné malych
rovnob&znika.

D Aa:’(il) — F‘,jUAxﬁl)Ax‘é)
_______ e
L / o
Ax‘(Q) +> Y A:r’é) — I‘g[,Ax'(az)Ax(l)
/
A Azt B

€]

Paralelné prwnwsené vertory Az qy, Az (o) se musgi
»Setkat” v bodé C Métedy platit

Ax(l) + Ax(Q) F”’p(,Ax&)Ax‘(’l)

= Axjy) + Azl + Axy) — Th, Azl Aaly

Proto

(T, —TH5,) Axfl)Ax‘é) =0=>1",, =10,
Afini konexe je symetricka. (Nebyla-li by symetricka.
dostavame prostorocas storzi.)

2. Mé&a by zachovavat skalarni soucin dvou vektord
Ar BF paralelné prendSenych. Zachovéni velikosti
vektorll a tihlu mezi nimi. Vime, Ze pro absolutni a
kovariantni derivaci skalaru plati

Da

Da _ da _
ar o =

—a? ;

Q-

)

Jsou-li Aﬁ, By, paralelené pfenesené vektory A%, B
zbodu (0) do (1) podéle x> (), pak

A||B||a = 1401357 BHa = B, + AB,
@ « @ o da?
0
= A°By —T°,,Ba—— ANAF + AB, A"

dA



Protoje AB, =I'*,,B,Ax”. Potom je

DB, _ dBy L. pade’
dx d) B dN?
Bp,;l/ = B,u,,u - Fa,u,uBa-
Obecneé pro tenzory plati
DTQB"'MV“' — Taﬁ...’uy.“'p%
dA dA
Taﬂmul/...;p _ Taﬂmul/...,p
+ T, T + T T
+ ...
- FL/J,/)TOZKBWLV... - FLupTaﬁmp,u...
Piena&imeli A%, B° podd 2%(\) pardeng
DA DB” Arnt i «
- =0,7% :0) skalani soutin g, A® BP

musi byt podél kFivky konstanti. Tedy

d [eY D [eY
0 = a(gaﬂA ‘Bﬂ) = agaﬂA ‘Bﬁ)
o Dgaﬁ a B DAO( B aDBB
dzf
= gaﬁ;pﬁA BB

Plati pro libovolna A%, B alibovolnou kfivku, musi
tedy byt

go‘ﬁ;/’ = 07 resp_g;O[é)ﬁ =Y,
Ize tedy zvySovat a snizovat indexy i u tenzoru, které
jsou zderivovany. Urcujeme tim ovdem i vztah mezi
metrickym tenzorem a afini konexi. Je totiz

Gap,p = Fﬁongnﬁ + Fﬁﬁpgom-

VyuZijeme symetrie afini konexe
—Yop.p + Ypa.s + 9sp.a = 28 apgnp ‘ 9"

1
M ap = 59" (=9ap,p + G5 + gopa) (33)

Christofelovy symboly 2. druhu { (fg } Plati

\/ﬂ) y 9= det(gaﬂ)

e, =2 (

\/m oz
Déaeje

(- 1 9 (\/@ Au)

S \/m 8.23”
Z transformagnich vlastnosti pro Christofelovy sym-
boly
dx'" 0z 92 _ | ox'’  9%ac
Dz 9z’ 0z’ P Oz 0" 0"
je zfejme, ze I'* 3 neni tenzor. Fyzikani vyznam:
slozky I'*, s mohou byt v nékteré soufadné soustavé
nulové, v jiné nekteré nenulové. I'* 53 charakterizuji
gravitatni sily; tj. intenzitu gravitacniho pole. Vime,
Ze intenzita gravitatniho pole v LIS vymizi.

/P _
F LK —

3.4 Geodetiky
cary”

jako ,ngprimgs

Definice: Geodetikaje kfivkaz# = (), jeiZ teCny vek-
tor %“ je podél ni pfenéSen paralelné (analogie s pfimkou

v euklidovském prostoru). Plati tedy
D (dy
dx\dx )

& 2+ dz dz?
dx *PTAN dA
Vidime, Ze z geometickych predstav o ,, nejpfimgsi krivce"
jsmedospéli ke stejnérovnici jako pro pohybvolného hmot-
ného bodu.
rovina

Po dosazeni

=0.

e
e
4
4
4
4
zakfivenaplocha

Pro Casgtici s m # 0 je dfini parametr ztotoZnitelny s
vlastnim ¢asem 7. Pro fotony (m = 0) nikoliv, 7 neméa
smysl. Geodetika je téz extermani spojnici mezi dvéma
body A, B. (Nejde vzdy o nejkratsi spojnici, miize byt i
nejdelsi.)

3.5 Krivost

Paralelni prfenos Ize definovat jen podé kfivky. RozSicit
paraelismus na cely prostor neni mozné. Vyjdeme-li z
daného bodu (0), v némz je dan vektor A*0 a budeme
jei do bodu (1) prenédset podd rliznych kfivek, dosta-
neme rlizné vysledky. Nelze Fict, ktery z téchto vektorl
Aﬁ je ten spravny. Podobng, pfeneseme-li vektor A*
podél uzaviené kfivky do vychoziho bodu, dostaneme
obecé jiny vektor Aﬁ. Uvedena vlastnost paralelniho pre-
nosu umoZznuje definovat zakfiveni prostoro€asu (prostoru).

A/
LN

Euklidovské geometrie: svinuti plochy do vélce nevadi,
pfenos paralelné dava stéle stejné vydedky.
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Kulova plocha v za
kfiveném prostoru nelze
zavést globéni kartézské
soufadnice. Paralelni pfe-
nos (po uzaviené kfivce)
umozhujekvalitativévyja
dfit miru a charakter za-
kfiveni. Uvazujme kFivky
(0)(1)(3) a(0)(2)(3) tvo-
fici 4-Ghelnik. Strany 4-
Uhelniku jsou malé vek-
tory (vystihujeme lokalni
vlastnosti geometrie). Zanedbame-li veliciny vyZSich Fadu.
Vektory jsou Umérny veliciné e, zanedbavameveliciny fadu
¢* avyse. Paralelni pfenos vektoru Afg, z (0) do (1) dava

Aflay = Afoy = T po (1)) Alg) Dy -

Déle prenesem tento vektor do bodu (3):

Afjors) = Afjy = Tenla(oy Do) Afy ) -
K K et B8
' (A%z) -r ﬁv(l<o>)m<2>ﬁ<71>) :
w
@ Ao13)
_______ 3
YAV AL / a _ Ta B
%)ééf SO > ///Aqu<2> 5, D) Dy,
, )
© Aty ()
J

F”m(x‘(lo) + A]}?l)) = FMLK(J?((IO)) + F'UJLK,?O‘AJ?((XU.
Po dosazeni a zanedbani ¢lent vyZSich fadl bude

m
Al (013)

A —TH o AP Ay — T A" Aaly)
—T*, s A" Dy Aayy
AT, T, AP Azl Axfy

L K L I6]
+I'#, I e, A Ax(Q)Aa:'(Yl).

Hodnoty A, T'*,,. beremev bodé (0). Paralelnim pfenosem
Al dobodu (2) apotédo (3) dostaneme

Al

_ogn
ll(023) =4

l1(013) (D(yy = Axly)).

Kfivost prostoru vystihuje rozdil vektort, jenz byly pfena-
geny po riiznych stranach 4-thelniku

A

w _
A ll(013) =

l1(023) [T 55 — Ty, + TP 50" oy

—DP 5, T4y ] A% Ny Ay

Rozdil pfenesenych vektorll zavisi nazvoleném vektoru A”

ane navektorech Ax?l) , Ax(VQ) . Vliv kfivosti prostoru cha-

rakterizuje vyraz v hranaté zavorce :

R%gys =Tp5y =Ty 5 + TPpsTH oy — TP 3 I 5,

takzvany Riemantiv tenzor (tenzor 4.Fadu). Pak
(e} « (7 n .6
Af023) = Afj(o1s) = B 570 A% Dy Dl

Plati-li

4_ o Do ow
d\ 9z d) o Oxr v’

pak definice kovariantnich derivaci 4-vektor( (tenzord) Ize
odvodit, ze

D [D D[D
— _Aoz _ _Aoz — _ al A/
dx [81} } BR [dA ] B upn

AQ‘BV_AQW,@ = _RauﬁvAu

d\ dv

Z posledni rovnice je ziggmé, ze R*,3, je tenzorem 4.
fadu. Riemanliv tenzor invariantnim zplisobem charakte-
rizuje k¥ivost zakfivenych prostortl. V plochém prostoru (v
némz lze zavéest kartézsky systém soufadnic) je v kazdém
bodé R* 3,5 = 0.V karézskych soufadnicichjsou g,,,, kon-
stanty (g, = M), takze I'“g, = 0 a z definice tenzoru
kfivosti pak plyne R* 3,5 = 0. Rovnobéznost vektorli pak
Ize definovat v celém prostoru nezavide na zvolené kfivce
- hovorime o inegrabilité paralelniho prenosu.

Symetrie Riemanova tenzoru VypiSeme je pro kovarianti
slozky Riemanovatenzoru

(3.4)
(3.5)

Raﬁ’ﬂs = _Rﬁo«yé = _Raﬁé'y = R’ydaﬁ
Ra(ﬂ’ﬂs)cykl = Rapys + Ravysp = 0.

UZeni Riemanova tenzor u:

Ricciho skalar:
Skaléar kivosti:

Ry = R yupy
R=R"%,

T 1
Einsteinlv tenzor: Guw = Ry — ERQ’“’
Plati dileZité vztahy

Raﬁ = Rﬁa, G(){ﬁ = Gﬁa a G'U’VW =0.
Bianchiho identity:

Rw?ﬁv;u + Ra&/ﬂw + Raﬁw;ﬁ =0.

13



Kapitola 4

Gravitace a geometrie zakrivneho

prostorocasu

Gravitacni polejev OTR popisovano zakfivenym prosto-
roCasem. Souvislost mezi veli€inami charakterizujicimi gra-
vitatni poleazakfiveny prostoroCasje nasledujici. Metricky
tenzor g,,,, - potencialy gravitatniho pole (¢, = gv, = 10
nezavislych slozek, potencialli). Afini konexeT'* 5 (kombi-
nace paricialnich derivaci g,,,,) - intenzita gravitacniho pole
(40 nezavislych slozek). Riemanliv tenzor R, s+s - rozdily
intenzity v blizkych bodech - slapové sily gravitatniho pole.

4.1 Fyzikalni zakony v zakrivenem
prostor ocasu

Nejpfirozengsimi pozorovateli v OTR jsou ti, ktefi lokalné
nepocituji 4€inky gravitatniho pole - volné padajici pozoro-
vatelé. Fyzikéni procesy popisujetakovy pozorovatel v LIS
se soufadnicemi £¢. Zajimaji nés méfeni (mé&ficimi tyCemi
aidealnimi hodinami) v okamziku, kdy stoji vici globalni
soufadné soustavé . Cas méfeny idealnimi hodinami v
pocatetnim LIS oznaCime .

ds® = —(d&°)® + (d€1)? + (d€?) + (d€*)? = —c*dr”

Pro stojici hodiny je d¢! = d¢? = d¢3 = 0. 4-interval je
invariant, stejny ve vech soufadnych systémech:

ds? = G dz da”.

( Jelikoz potatek LIS stoji, da se predpokladat ds? =
goo(dJJO)Q.) Tedy

1
dr = E\/—goo dz®
- rychlost chodu hodin vzhledem k souradnicim asu z°.

2 =ct=dr = v —goo dt

Timto je dan fyzikalni vyznam goo - urcuje chod hodin v
gravitatnim poli.

4.2 Prostorovéeintervaly

A2 = (d€1)? + (d€2)? + (a€%)?

Pri vyjadieni di? pomoci z* je sitace obecn& kompliko-
vana tim, ze v transformatnich vztazich vystupuje i 2°;
co je souCasné vici LIS, nemusi byt souc¢asné z hlediska
2%, Obecné nelze polozit dz° = 0; ¢len nemusim bréat
v Gvahu v pripadé, kdy go; = 0. Je-li go; = 0, pak z
dé® = 0 = d2® = 0 = ds? = di? takze

di? = g;; da’ da?

- urcuje ovlivnéni mé&eni délky v danych soufadnicich, n&-
vod na urCeni g;;. (Délky Ize méfit pomoci hodin a své-
telnych signaltl Al = c¢/At) Geometrické vleiginy musi
vystupovat ve fyzikanich zakonech, ovliviuje viechny fy-
zika@lni procesy. Princip obecné kovarince vyzaduje, aby
fyzik&@ni z&kony mély stejny tvar ve vsech soufadnicovych
soustavach. Spliuji zakony ,, tenzor = tenzor . Tenzory VUG
obecnym transformacim soufadnic; v z&konech tedy musi
vystupovat veli€iny tenzorového charakteru - tj, derivace
absolutni a kovariantni.

Vyjdeme z principu ekvivalence, takze zakladem bude
tvar v LIS. LIS m& systém soufadnic £€* pokryvgjici jisté
okoli zvoleného bodu v prostoro€asu (pocéatku L1S), v némz

gap (€' = 0) = 1ap

- metrika STR. Christofel ovy symboly jsou v tomto pfipadé
nulové:
I'*s, (¥ =0)=0

- gravitaéni sily nulové. LIS nei uréeno jednoznacné (napr.
jsou mozné Lorentzovy transformace). V pocéatku LIS se
absolutni derivace rovna obycejné a kovarianti derivace se
rovnaparciani. Dle principu ekvivalenceplati v LIS z&kony
STR (v pocéatku L1S). Ty se ae nezméni nahradime-li oby-
¢giné derivace absolutnimi, parcialni kovariantnimi. Tim
zékony v souladu s principem obecné kovariance automa:
ticky ziskavaji obecné kovarianti tvar. Pfechod od STR k
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OTR je formalné prechodem ,, od &arek ke stiedniklim®,
d D

E - EJ?/LV — Guv

Toto jednoduceé pravidlo plati jen kdyz zakony obsahuiji de-
rivace 1. fadu! Kovariantni derivace 2. fadu se neredukuji v
pocatku LIS na parciélni derivace, nebot obsahuji I'* 3 -,
j€Z jsou v zakFiveném prostoru obecné nenulové. Zalezi na
pofadi derivovani a neni jasné, jaké pofadi pfi pfechodu od
STR volit. Ve fyzikélnich zékonech se obecné mohou ob-
jevit leny obsahujici Riemantiv tenzor (v STR neni). Na-
priklad, kdyZ dochazi k interakci vnitfni struktury castice se
dapovymi silami.

4.3 Zakladnifyzikalni zakony v OTR

4-rychlost Castice je definovanaanalogicky STR:

dat 1 1
g = T=—-v—ds?=—\/—g,, dzt dzv.
c c

dr’

Pohyb volné Castice

DU*
dr 0
Podobnéjakov STRjeU*U,, = —c?. Pro Eastici sklidovou
hmotnosti m definujeme 4-rychlost

2.2

Pt =moU*, tekze PHP,=—mgc’.

Pro €astici s nulovou klidovou hmotnosti (my = 0) je

PP, =0.

da*

Rovnice pro pohyb volné gastice 2 (4£-) = 0 Ize psét ve
tvaru
& 2+

dr2 P qr dr ’

(pro mg = 0 plati téz rovnice, ae 7 neni vlastni €as, ny-
brz afini parametr; pro fotony je ds? = 0). Volné Castice se
tedy pohybuji po geodetikach, tj. nejpfimé&Sich kfivkach v
prostorocsu; trajektoriev 3-dimenzioné nim prostoru ovéem
mohou byt vyrazné zakfivené (napr. kruhové orbity v cent-
ranim poli). Mali ¢astice hmotnost mq anabgj g, jgi pohy-
bovarovnicev elektromagnetickém poli je

DmoU*)

dr

F*, je tenzor elektromagnetického pole. Chovani elektro-
magnetického pole je dano Maxwellovymi rovnicemi:

dz® dz?

] —

=qF",U";

FNV;V = :u()ju; F[Oéﬁ;’Y]cykl = 07

j* jehustota4-proudua F,, = A, — Ay

_AOWM + Auma = poj”
CASE AR =
=AY+ AR+ RY AN = o

Lorentzovapodminka A%*, =0, OA% = 0.

Tenzor energie-hybnosti:

T =
T =

pUHU" — nekoherenti prach
(p + %) UHU" 4 pg"” — dokonalakapalina
C
(4.2)

p - hustota hmotnosti (méfena v LIS, ktery vici prachu,
respektive kapaling, je v daném okamziku v klidu), p - tlak
(mé&feny stejnym zplisobem).

w1
elmag —

1
{FNPF = 19“" (FpoFoe)

Plati dlezity zakon zachovani:
T/Ll/;l/ =0

neboli

T, = (4.2)

Energie a hybnosti latek a poli se v OTR nezachovavgi!
(Kdyby se zachovavaly, musel by byt v rovnici (4.2) clen na
pravé strané nulovy.) Napriklad pro . = 0 plyne

Oe

ot

—T#,, TP — T, TH.

= divS # 0,

kde ¢ je hustota energie, S hustotatoku energie. Po integro-
vani pres konecnou oblast - pFirustek energie v dané oblasti
se obecné nerovna mnozstvi energie, jez do ni vproudilo.
Tento vysledek je dan skuteCnosti, ze T** nezahrnuje ener-
gii a hybnost gravitatniho pole. Pfitom napfiklad systém
Cadtic roste na Ukor energie gravitacni.

4.4 Einsteinlv gravitatni zakon

Geometrie prostoroCasu ovlivije chovani hmoty. Hmota
naopak urcuje chovani prostoroCasu , jeho zakfiveni. Vliv
hmoty na geometrii je dan gravitatnim zékonem. P¥i , od-
vozeni“ gravitatniho zékona v OTR nelze pouZit princip
ekvivalenceavyjit z LIS - v STR gravitani zakon neexis-
tuje. Spie nez o odvozeni plijde o postulovani; uhadnuti
gravita€niho z&kona na z&kladeé teoretickych Gvah. V kla-
sické mechanice plati Newtonliv gravitaéni zakon, ktery je
pro slaba a pomalu se ménici pole v dobrém souladu s po-
zorovanim . Hledeime v ném proto inspiraci. Newtonv
gravittni z&kon pro potencid ® matvar

AD = 47Gp. (4.3)
Na levé strané jsou druhé derivace potencidlu, na pravé je
stfedni hustotahmotnosti. V OTR jegravitacni pole popsano
hned deseti potencialy g,,.,. Pro slabé stacionarni pole, kdy
je goo = — (1+ 22) musi OTR splyvat s newtonovskou
teorii. Je tedy pfirozené predpokladat, ze na levé strané
gravitatniho zékona budou derivace potencidll g,,,. Dle
principu obecné kovariance musi mit gravitacni zékon tyz
tvar ve vSech soufadnych soustavéch, tj. musi mit tenzorovy
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tvar. Pouzijeme princip jednoduchosti: druhé derivace g,.,,
by mély vystupovat jen linearné. Tedy leva strana gravi-
tatniho zékona musi obsahovat R“ 3+5, 9, @ j€jich kom-
binace, fj. Rs, R, Rg,.- Nikoliv R?, RR,,3, nebot pak jiz
obsahuje druhé derivace g, kvadraticky. Na pravé strané
Newtonova zékona je hustota hmotnosti (energie). V OTR
by mé&lapravastranabyt tenzorem aobsahovat hustotu ener-
gie. Taje ovdem doZkou tenzoru energie-hybnosti. Prot je
vhodné hledat gravitatni z&kon ve tvaru

(tenzor obsahujiciR® 5, ), = k- Ty

g
Leva strana - tenzor 2. fadu = miZe obsahovat
R.v, 9y, Ry Vzhledem k tomu, Ze pro tenzor energie-
hybnosti plati, z&kon zachovéani “ T#¥,, = 0, musi takéleva
stranagravitatniho z&konasplhovat anal ogickou podminku:

(levastrana)*”., = 0.

Kombinace Rz, R, gos SPINUjici tuto podminkuje Einstei-
ndiv tenzor:
G*"., =0.

Gravitani zakon by tedy mé& mit tvar
G =k -T,.

Tento zakon svazuje geometrii prostoroCasu (leva strana) s
rozlozenim hmoty (zdrojovy ¢len na pravé strang). Einstei-
nlv gravitatni zakon Ize upravit néasledujicim zplisobem:

1 v
R,u,u - ig/u/R = kﬂLV ‘gl
1
R—ER-4 = kT%; T =T — stopa

R = -—kT.

Tedy
1
R,u,u =k (ZLV - ETg/J,u> .

Konstantu k& uréime z principu korenspondence (pro slaba
stacionarni pole). Einsteinliv gravitatni zakon pfechazi na
Newtonliv gravitaéni zakon. Mame g,., = 1, + hy.; kde
huw ~ €, ]e] << 1; Eleny ~ €2, ~ €% zanedbavame. Jelikoz
hyw ~ epakiI'*gy, ~ eav R*g.; zanedbavamecleny I'T.
Z tohoto plyne

~ TP _T”
Ry =17 =T ppw

Vy&etfeme slozku Rgo; za predpokladu stacionarity (deri-
vace dle z° rovny nule) bude

. i
Roo =T1"00,p =T"00,s =

o [ 1
O -9 5900,11‘ .
Jelikoz goo = — (1 + i—?), bude

1 1
Roo = 51" @i = 2

> AD.

Pravastranapro nekoherenti prach T),, = pU,U,,, coz dava
T = —pc? vede ve stacionarnim pripadés Uy = —c, Too =
c?p k vyrazu

1 1 1
Too — =900T = Too — =nooT = =c>p.
0~ 5 goo 0~ 5 00 B cp

Dostavame tedy A® = £¢*p; srovnanim s Newtonovym
gravitaénim zékonem (4.3) vychézi k = 875, takze Ein-
steinliv gravitatni zakon matvar

1 8rGG
R/u/ - §Rgp,u = 77"/1,%
Pripojime-li takzavany kosmologicky clen Ag,.., (A je kos-

mol ogickakonstanta), ma Einsteinliv gravitatni zakon tvar

1 81G
Ruu - §Rg/u/ + Ag/u/ = 0—4

T
Jelikoz g, = 0, plati stdle (levastrana)*”,, = 0. Pro
slabé stacionarni pole vsak dostavame

A® 4 20D = 47Gp — Ac?

(Newtonliv g.z. dostavame jen kdyz A = 0). Pro velmi
mala A by v&ak odchylky od Newtonova z&kona v ramci
slunetni soustavy mohly byt pod hranici dnenich pozoro-
vacich chyb. Odchylky se ovSem budou vZdy projevovat
na velkych vzdalenostech. Napriklad v prazdném prostoru
(p = 0) je FeSenim Newtonova g.z. pfi A = 0 potenciéd
® ~ 1 zatimcopfi A # 0jeto @ ~ %e—\/ﬁr_ Odtud
nazev kosmologicka konstanta. Einstein Ag,,,, zaved, aby
zgjigtil statiCnost jistého kosmologického FeSeni. Tento ar-
gument pomeérné rychle padl. A Ize chapat jako pole, jez
plisobi na vde (prostrednictvim zakfiveni prostorocasu) ana
néz samotné neplisobi nic. Neexistuji experimentalni dii-
kazy A # 0. Nicméné |ze ukéazat, Ze kosmologicka kon-
stanta odpovida hustoté energie vakua a hraje klicovou roli
v dnesnich kosmol ogickych modelech.

Einsteinovy rovnice jsou nelinearni! To komplikuje fe-
Seni Einsteinovych rovnic. (Pficinou jsou souciny Christo-
ffelovych symbolll v Riemanové tenzoru.) Neplati princip
superpozice. Gravitatni pole dvou téles neni dano souc-
tem (superpozici) polejednotlivychtéles. Gravitatni poleje
rovno rozlozeni energie (ahybnosti). Samo vsak maenergii,
zpétné se ovliviuje ,budi samo sebe”. Celkové gravitatni
pole dvou téles je dabsi neZ soucet poli samostatnych téles.
Dochézi ke gravitatnimu Gbytku hmotnosti danému gravi-
tatni vazebnou energii (kteraje zaporna).

45 Sfericky symetrické gravitacni
pole

Dlsledky OTR |ze ov&ovat nazakladé srovnani predpoveédi
teorie s pozorovanim. Proto ovsem musime hledat feSeni
Einsteinovych rovnic. Pro testovani OTR v ramci slunecni
soustavy tedy musime napfed urcit gravitatni pole buzené
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sluncem, tj. feSit Einsteinovy rovnice, kdyz zdrojovy Clenje
dan rozlozenim ...?7?? (ajeho okoli). VIiv meziplanetarniho
prostfedi, detaily stavby Slunce a jeho rotaci |ze zanedbat -
v dalSich priblizenich je | ze charakterizovat pomoci malych
perturbaci. Musime tedy hledat gravitatni pole buzené sfé-
ricky symetrickym télesem ve vakuu. Takové pole zjevné
bude také sféricky symetrické. Pfi feSni problému je vy-
hodné pouZit sférické soufadnice r, 6, . Soufadnice 6, ¢
maji stejny vyznam jako v eukleidovském prostoru. Poza-
davek sférické symetrie vyrazné omezuje tvar metrického
tenzoru. Pfitom hodné daleko od télesa bude prostorocas
plochy a metrika bude mit v soufadnicich ¢, r, 8, ¢ tvar

ds® = —cdt® + dr® +r? (d6” + sin® 0 dp?) .

Obecna metrikamatvar (v uvedenych soufadnicich)

ds? = goo dt? + 7, dr? + g d6? + o dy?
+2go, dt dr + 2gog dt df + 2go, dt dp
+2g,6 dr df + 2g,., dr do + 296, d6 dep.

Geometrie sféricky symetricka se nesmi ménit pfi zaméné
dp — —d¢p,dd — —dé pri libovolnych d¢, dr. Odtud
ihned plyne gos = goy, = 9r6 = gr, = 0. Geometrie na
povrchusféry r =konst (¢t =konst) jestejnavevsech bodech
sféry (metrikase nemeéni pfi otoCeni 0s x, y, z (kartézskych)
kolem pocétkur = 0.) Toje splnéno pro metriku napovrchu
koule v plochém prostoru a Ize dokazat, Ze geometrie na
povrchu sféry musi byt ve sféricky symetrickém pripadé
totoZzna s geometrii sféry v plochém prostorocasu. L ze tedy
psat

900 0 +2gg,, 0 dp+ g, d® = R? (d6? + sin® 0 dp?) ,

kde obecnéje R = R(r,t). 2R je obvod libovolné hlavni
kruznice na sféfe. Metrika musi tedy mit tvar

ds® = goo dt*+2go, dt dr+g,, dr?+R? (d6? + sin? 0 dp?) ,

kde goo, gor, 9rr, R jSou funkce r, ¢ (a nemohou byt vzhle-
dem k e sférické symetrii funkcemi 6, ). Pfejdéme nyni k
soufadnicim ¢, 7 = R(r, t). Radiélni soufadnice tedy je ob-
vod hlavni kruznice sféry » =konst, t =konst, déleny 2.
Metrikama pak tvar

Nové funkce ® = &(r,t), A = A(r,t) nemaji nic spolec-
ného s Newtonovskym potencidlem ani s kosmologickou
konstantou. Standardnim vypoctem Christoffelovych sym-
bolli a Riemanova tenzoru kfivosti dojdeme k Einsteinovu
tenzoru a k levé strané Einstel novych rovnic. Budeme hle-
dat vakuoveé feSeni (vneé télesa), tj. T,,, = 0. Einsteinovy
rovnice davaji G,,,; dosazenim za jednotlivé dozky G,
dostavame soustavu rovnic (‘= 2 ' = 2):

=2y
A1 -2rN) -1 = @@44)
e (1-2r9") -1 = @@45)

Lot [Ry k2 o] 4
pet o et le-n) = wo
A = @7

Naproménych, » slozky G,,,, nezavisi v diisledku sférické
symetrie; vyjimkou je Gss = sin® Gy - €OZ je ovéem dano
sférickou symetrii. Einsteinovychrovnicjeobecné 10 - zby-
vagjicich 6 je splnéno trividlné nebo zéavisi narovnicich (4.4)
- (4.7). MUzeme pristoupit k feSeni Einsteinovych rovnic
(4.4) - (4.7). Z (4.7) plyne

A = A(r).
A nezévisi nat. OdeCtenim (4.4) a (4.5) dostavame
A+ =0.

Tedy (A+ @)’ = 0aodtud A+ ® = f(t), f(t) jelibovolna
funkce. Je tedy

O(r,t) = f(t) — A(r). (4.8)
Rovnici (4.4) |1ze upravit natvar
—2N e = %(1 —e 2
a zavedenim substituce g(r) = e~ 2A(") dostavame
9 = l(1 —9)-

Tuto rovn|C| Ize YeSit separaci promeénych. Regeni jeg =
K kde K jelibovolnakonstanta. Proto je

e 1 (4.9)

ds? = goo dt®+2g0, dt di+gr, AP+ (6> + sin? 0 dg?) , £ Tovnice (4.8) dale plyne

Tuto metriku Ize diagonalizat, tj. nalézt soufadnici ¢ =
t(7,t) takovou, Ze plati

2e®® di? 4 M 372

/_g’&) dt —

Goo dt? + 2go; At A7 + gy di? = —

~ s . —~ 2
stati volit e24 Jor”

= g—;,/r — ; C€q> df ==
s goo
dor_ 7. Sféericky symetricka metrika ma kone¢ny tvar
—goo
(t,7 — t,r):
ds? = =222 d2 + 22 dr? + (d@2 +sin? 6 d<p2) .

Q29 _ 2f(t) _ g-2A _ 2f (D) (1 _ 5)

,
ReZeni (4.9), (4.10) vyhovuji rovnicim (4.4), (4.5),(4.7).
Uvazujem jesté rovnici (4.6). Pfi A = 0 je prvni clen iden-
ticky roven nule. Druhy Clen:

(4.10)

1

byt [0 v 1

%r67(2A+2<I>) [62f(t)e*21\(1 + 27”<I>/) —
ge_(2A+2<1>) {62f(t) _

.—
=
<

|

1} ~ 0,
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kde bylo vyuzito (4.10) a (4.5). Rovnice (4.6) je tedy spl-
néna identicky. Vyraz (4.10) urCujici goo lze zjednodusit
volbou Easové soufadnice ¢ = #(t), df = ef(®) dt. Pak
je goo = e 2 gy, a koeficient €2/®) tim z (4.10) vy-
padne. Oznaceni ~ opét vynechame (budeme prosté prepo-
klédat f(r) = 0). Sféricky symetrickéFeSeni Einsteinovych
rovnic |ze tedy psét vetvaru

o _ (1 K\ egqe, 9
ds® = (1 " cdt—f—(l_%)

+7% (d6? + sin® 0 dp?) . (4.11)

Kazdédalsi sféricky symetrickéfeSeni Einsteinovychrovnic
ve vakuu |ze dostat z (4.11) transformaci soufadnic. Z fyzi-
kalniho hlediskajde o totéz FeSeni - popisuji tutéz geometrii
prostoro€asu, pouze uzivaji jiné soufadnice.

Metrika (4.11) nazévisi na Case (g,.,0 = 0). Proto ani

geometrie prostoro€asu nezavisi na €asové soufadnici ¢, tj.
gravitatni pole (geometrie) je statické.
Birkhofflv teor ém: Sféricky symetrické gravitatni poleve
vakuu je nutné statické. (PouZijeme-li Casovou soufadnici
t, odpovidajici Minkowského prostoroCasu v nekonetnu.)
»Nevhodnou* volbou soufadnic by bylo mozno docilit, ze
g,. budou na Case zéviset - to plati, vezmeme-li soufadny
systém, jenz se nam s Casem meéni, rozping, pulzuje, hrouti,
apod. Stati¢nost gravitaéniho pole je danatim, ze miizeme
nalézt soustavu soufadnic v niz g, na Case nezévisi. V
obecné gravitatnim poli takovou soufadnou soustavu na-
|ézt nelze. Metrika (4.11) zavisi najediné konstanté K. Je
Zfgimé, Zetato konstantazavisi nahmotnosti M sféricky sy-
metrického télesa. Pri znalosti 7},,, bychom mohli fesit Ein-
steinovy rovnicei uvnitf télesaa z napojeni navnési feSeni
urCit K. To lze provést jednodusgji srovnanim s Newtonov-
skou teorii daleko od télesa, kde je pole slabé. Newtonliv
potencid & buzeny sféricky symetrickymtél esem o hmot-
nosti M je &y = —<2 . Ve sférickém stacionarnim poli
plati goo = — (1 + 2§2N) 7takie

2GM
900=—<1— >

cr
Zavedeme-li soufadnici z° = ct, vidim, Ze

2GM
2 =

K= Tg.

C

Dostavame tedy vakuovou Schwarzchildovu metriku

20GM 2 M\t
ds? = —<l—g—r)c2dt2+(1— G ) dr?

c2r
+r? (d6? + sin® 0 dp?) .

Gravitatni polomer télesaje r, = 26M
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Kapitola 5

Experimentalni proverky OTR

5.1 Alternativni teorie gravitace

Pred vznikem OTR existoval anapfiklad Nordstromovateo-
rie gravitace. Po vzniku OTR bylo vytvoreno mnoho dalSich
teorii. Pfevazné vé&tSina z nich respektuje princip ekvivar
lence a pracuje s metrikou prostoro€asu. Jde o metrické
teorie, k nimz jsou dodavana pridavna pole charakterizu-
jici gravitaci (skalarni, vektorova, tenzorova). Jedinou teo-
rii obecné&Siho typu je Caranova, pracujici s nesymetrickou
afini konexi tj. s prostoroCasem s torzi.

Uvazujme sféricky symetrické pole, o némz predpo-
kladame, ze je dlabé (napriklad ve dunetni soustave), tj.
(LMY << 1. Pak jepfiblizng

2GM 2GM
ds? = —(1—GT>c2dt2+(l— G; )dr2
c°r cer
+7? (d6? + sin® 0 dp?) ;

tato metrika popisuje slabé pole v OTR. Jiné teorie gra-
vitace dgji jinou metriku, s jinymi koeficienty pfed Cleny
2GM | vespektive jejich odmocninami. Tyto metrické Eleny
se projevi v rovnicich popisujicich fyzikalni dgje a rlizné
teorie pak predpovidaji rtizné vysledky experimentd. Na-
méfené hodnoty pak umoZziuji vyloucit nekorektni teorie.
Dosavadni vydedky experimentll jsou v souladu s OTR,
ovsem i s nékterymi dalSimi metrickymi teoriemi. V OTR
v&ak vystupuje jedina univerzalni konstanta, Newtonowa
gravitatni konstanta G. Ostatni teorie obsahuji navic je-
den &i vice volnych parametr(l, jejichz hodnota se uréuje
az z experimetll. Princip jednoduchosti (minimum parame-
trli v teorii) jednoznatné hovofi ve prospéch OTR. Vime,
Ze vskutku fundamentalni teorie obsahuji minimalni pocet
konstant (STR, elmag Maxwellovateorie, kvantovamecha
nika).

Ve dunetni doustavé je gravitatni pole velmi slabé a
méFitelnych efektll je pomérnémalo, srozvojem modernich
technologii se Skala rozSifuje. Relativisticka astrofyzika a
kosmologie poskytuji mnoZstvi testl v silnych polich. O
tom ovSem pozdgji.

5.2 Gravitacni rudy posuv

Pfipomefime, Ze vztah pro gravitatni rudy posuv v homoge-
nim gravitatnim poli byl jiz dfive odvozen z principu ekvi-
valence. Obecnédr = £ \/=goo dz°. Pro Schwarzchildovu
metriku dostavame pro chod hodin stojicich v daném misté
prostoru (r, 8, ¢ konstantni)

AT =1/1-— QGTMAt;
c°r
AT je pfirustek Casu na  hodinach odpo-
vidgjici prirustku souradnicového csu

- 1o ngt a

p.@ o Ay = 1= 2FHAL Je

roto
v p
@ Ty 1_ 2GM
A’TV c2ry
N 2GM
P 1- c2rp

Vidime, zev gravitatnim poli
dochézi ke zpomalovani chodu hodin (touku Casu). Uva
zujme vysilat V, vysilgjici zéfeni o fragvenci v, (Mmé
Ffené mistnimi hodinami) na r,. Necht A, je perioda
vysilangho zéfeni: Ar, = -. Pek At, je Easovy in-
terval odpovidgjici periodé (interval mezi dvéma hrebeny
vin) Az, = (/1 — 2GM At Z&feni je piijmano piima-
¢em na r, a pro periodu mé&enou mistnimi hodinami je
Aty = /1 AL, Perioda At, v soufadnicovém
Case se neméni - Cas Sifeni mezi vydanim a prijetim dany
~metrikou” je stéle stejny, nebot' pole je statické. Je tedy
Aty = Aty Jlikoz 1, = -, dostavame

1 _ 2GM

Vp c2r,
Uy 1 _ 2GM
c?rp

Pro r, > r, (z&feni stoupav gravitatnim poli) je v, < vy
- dostavame gravitatni rudy posuv. Pfi r, < ry - gravi-
taéni modry posuv. Pro slabé pole (25X « 1) Ize psat

(VIFe=1+%)

. GM GM
=1 + — B
C°Tp

vy 2y
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Pro slaba gravitatni pole tedy dostavame vztah odvozeny
z principu ekvivalence a Newtonova gravitatniho z&kona.
Jeho ovéfovani je tedy nezévisym testovanim principu
ekvivalence.

5.2.1 Observace
GM

e Gravitatni posuv spektralnich &ar hvézd 22 ~ GM.
pro Slunce: 2% = 2,12 x 10~5 Pozorované hodnoty
mohou byt ovlivnény Hopplerovym (?) posuvem zpl-
sobenym konvektivnimi proudy ve slunecni atmosféfe.
(Pficnarychlost ~ 600ms—!) Pfesnost méfeni az 5%
(1902). U bilych trpaslikdl % = 104
1965 - Mossbauertiv jev u posuvu ~ zéfeni - spekt-
ralni Cara 14?7??Fe (velmi Uzké Cary) rozdil 77?2 == A” =
L gh-2,5 x 10715, Pfesnost 1%.

e Pfimé méfeni zpozdovani chodu hodin Ah =10km -
za15hodinrozdil chodu dvou hodin ~ 50 nanosekund.
Atomoveé hodiny umoznuji méfeni s presnosti 2% (L e-
tadno; speciélné relativisticky efekt dilatace Casu dava
5 nanosekund) r.1976 raketave vysce 160km - presnost
0,04%.

5.3 Pohyb ve sféricky symetrickém
gravitatnim poli

Tento pohyb je dan geodetikami (Casovymi €i nulovymi)
DU“

Schwarzchildovy geometrie. Rovnice geodetiky = = 0
zapiSemevetvaru
du, 1
L =T 5UUP = = gas,UUP. 5.1
dr wBYa o Jab.1 (5.1

Je V|det Ze nezévisi-li Gaus na souradn|C| x*, %g”f =0
dT =0, Ullf

=konst.
Kovariantni slozka 4-hybnosti se zachovava. Ve Schwarz-
schildove geometrii je gng,0 = 0, gag,3 = 0 (¢, ¢). Tedy

Uy = —-FE,

Us = L.

(5.2)
(5.3)

Konstanty F, L predstavuji energii amoment hybnosti (d&-
lené klidovou hmotnosti) ¢astice méfené vzdaenym pozo-
rovatelem . Rovnice (5.1) predstavuje 4 rovnice, z nichz dvé
(n = 0, 3) jsou FeSeny rovnicemi (5.2) a (5.3). Dal& kom-
poneta (;» = 2) bude spoCtena, budeme-li uvazovat pohyb
v ekvatoridni roving § = Z =konst (U?> =0 = U, = 0

- |ze se presvédCit, Ze plati). Tim ??? neCitelne 772, aby to
byla rovina ekvitoriélni. Misto podledni rovnice DUT =
vyuzijeme normalizatni podminky

g*PULUs = —c*  (mo #0)

(Diky (5.4) je posledni rovnice z (5.1) zavid anatfech pred-
chozich , 42+ = 0 je splnéno automaticky.) Dosadime-li

(5.4)

Uy =0,Uy = —E,Us = L, g dostavame

, _
(%) - B2 <02 + f—j) (1- %g) . (55

. Z rovnice (5.3) plyne g & = L, takze
éllmell (5.5) vyrazem (3) avyuzijeme

= 4=, dostavame
©

4 [ 72
((%):% EQ-(1_%) <c2+7lj—2>], (5.6)

coZ jerovnicetragjektorie v Schwarzchildové geometrii. Za-
vedeme novou soufadnici p = 1, takze (5.6)

E? 2

dp 2
(@) T2 (1 —rgp)= — (L—1gp)p®  (B7)
Derivujemedle p a zkratime d” , dostavame !
2
/ _c'rg 3
P +p—2L2+2gp, (5.8

coz jeBinetllv vzorecv OTR. Pro astice smg = 0 (fotony)
bude p” + p = 3r,p?. Binetliv vzorec (u = p = 1)

2
crg 3 9

' +u= 572 + 27”g (5.9
Prosabépoleje & < 1,a3ryu? = 3u’s mav Binetové
formuli vyznam malé korekce. Clen “22L’§ malou korekci

neni; L < rv apro casticevézanév daném gravitatnim poli
. 2 2
jel ~ =& takze“ LN o &

5.3.1 Posuv perihélia

Redme pohyb testovaciho télesa s m # 0 ve slabém gravi-
tatnim poli. Binetovaformule(5.9) davav nulte aprOX| maci
(bez Elenu 3/2rgu?) partikularni feSeni uy =
homogeni " + v = 0 lze psat vetvaru v = A cos <p (pred-
pokladame ¢y = 0); A je konstanta. Celkové fe%eni je (v
nulté aproximaci u ) ):

1

= Acosy + ug, —_—
4 0 —|—Acoscp

(o) T0) =

coz je rovnice kuzelosetky v polérnich soufadnicich?, jde
tedy o Newtonovskou aproximaci. Omezime se na pripad
|A| < €M kdy je trajektorn ellpsa Obecné relativisticka

korekce bude dana tlenem 2r,u?. Predpokladame-li tuto
OTR korekci malou pak u = u gy + u(1) Kde u(y < u).

kde’ = dtﬂ’mo # 0.
2K do v tom hned nepoznal rovnici kuzelosetky, af nezoufa, jato v tom
taky nevidim :-) .
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Do ¢&lenu $ryu? dosadime pouze u g (to bude 1. Fadu). Z
Binetova vzorce pak pro, poruchu* v 1. aproximaci plati:

ul(’l) Fu) = grgu?o) = g(ug +2ug A cos 4+ A? cos? ).

(5.10)
Pro dréhy s malou excentricitou (drahy planet) je | A| < uo,
takze A2 cos? ¢ Ize zanedbat. Diferenciani rovnici (5.10)
(linearni rovnice 2. fadu skonstantnimi koeficienty) |zefesit

standartnim zplisobem a nal ézt Fedeni

3 5 3 .
Uy = §rgu0 + §rgu0A<p sin

Jlikoz rgup < 1, je Ergugp = sin (3rgupp),1
cos (%rguoap), takze

3 .o
= up+ 57%“0

3 . (3 .
+A |cos irguogp COS  + sin irguogo s @

u

3, 3
ug + 578U0 + Acos | p— 3 TgUo®

Zmeéna z ug haug + %rguo je prakticky nepozorovatelng,
clen —2ryugp v Acos (¢ — 3rgugyp) zplisobi, ze do ma-
ximawu (minimar, tj. perihélia) se astice vrati nikoliv po
obéhu o Ghel 27, nybrz 2m + 3ryue27 (Elen fadu (rguo)?
zanedbévame). Perihélium se posouva ve sméru obého o
Uhel

3rrg  6nGM

Ap = 3mrgug =

ro  2rg

Posuv perihélia ve sméru posuvu po vaziperiodické orbité.
Je tfeba urcit vyznam ve-
liciny 7o = 1/ug. V new-
tonovské aproximaci je (r
predstavuje vzdaenost od
centra; gi1 1) r =
— L Prominimania
uo+A cos
maximalni vzdalenost plati

_ 1

Tmin = ’U,()—FA’
1

Tmax Uy — A

Hlavni poloosa je dana
souctem: 2a Tmin +
Tmax. Zavedeme numeric-
kou excentricitu dréhy e

o Proto 2a

— T0o
vztahem r = T—(roA)coss

l—ecosp”
u(sz‘},a = 1_(2,,T()°A)2 = 2%, Pro posuv perihéiatedy plati
6nGM
Np= — """
4 2a(l — e?)

Posuv roste s klesgjici hlavni poloosou (arostouci excentri-
citou). Z planet je pro ovéreni nejvhodngSi Merkur. Posuv je

efektev kumulativnim, prakticky se dameé¥it po mnohaobé-
Zich. Pro Merkur €ini predpovézenahodnotaposuvu 43, 03"
za 100 let.

Pri pozorovanich bylo nutno uvazovat efekt zplisobeny
precesi zemské osy (~ 5025” za 100 let) a posuv peri-
hélia vyvolany vlivy ostatnich planet (z newtonovské te-
orie: ~ 532" za 100 let). Hodnota zbyvajiciho posuvu je
Apobs = (43,11 £ 0,45)” za 100 let - souhlasi s pred-
povédi OTR s presnosti 1%. (Konkurencni Brans-Dickeho
teoriedavav podstaté tutéz predpoved dle soucasnych ome-
zeni va volny parametr této teorie.) V silnych polich miize
byt posuv vyrazngsi. U dvojtého pulsaru PSR 1913+16 je
az 4,2° zarok.

5.3.2 Ohyb svételného paprsku

Ohyb je ur€en Binetovym vzorcem

u//+u 3 2

Vesdlabém poli jetlen ~ u2 malu korekci av 0-téaproximaci
je zanedbavan:

ué’o) + Uy = 0.
Ifze“eenimjeu(o) = g cos p resp. ro = cos ;7 = 1/u g je
radi& ni soufadnice (v 0-té aproximaci vzdaenost od centra)
ro = 1/ug je nggmendi vzdéenst od centra. Pohyb svétel-
ného paprsku

1. aproximace OTR

Newtonovska aproximace

Predpokladame-li feSeni ve tvaru u = wq) + u(q), pak
pro malé opravy u ;) dostavame rovnici

3 3
u'(’l) +upy = ngug + ngug cos 2(p.

Rovnici Ize feSit hledanim feSeni ve tvaru u;y = A +
B cos 2¢p + esin 2¢p. Vysledkem je feSeni u(y) = 3ryuf +
irgu(% cos 2 = Tgud — %rgu(% cos? (Homogeni feSeni jejiz
obsazeno v ug).) Celkoveteseni je u = ug cos ¢ + reud —

%rgu(% cos? . Pomoci vztahu cos ¢ = sin (% — go) jelze
pfepsat do tvaru
2
U = ug sin (g - 90) + rgu% - TgZUO sin? (g — gp) .
(5.12)
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Ohyb svételného paprsku uréime z chovani (5.11) pror —
0o (u — 0). Uhel ¢ pak udava smér paprsku. PoloZile-li v
(5.11) u = 0, mame kvadratickou rovnici pro sin (3 — ).
Ve slabém poli bude ¢ ~ I, takzesin (3 —¢) < 1 a
sin® (2 — ¢) |ze zanedbat, dostavame rovnici

0 = upsin (gap) + rgu(Q).

Zgjima nas ovsem nikoliv ¢, nybrz odchylka Ap/2 od
sméru, v némz by se foton pohyboval v plochém prosto-

rogasu. Pro odlétgjici fotony je 2 — ¢ = —42. Pred-
pokladame, ze | 52| < 1, takze sin 52 = 52 a plati
L2 — poug = & = 26M  Apglogickou odchylku dosta-
2 g T c?ro

neme pro pFiIétajfci fotony. Celkova odchylka paprsku (tj.

Uhel mezi sméry prilétgjiciho a odlétajiciho fotonu) je tedy

dvojnasobna

4GM

crg

Odchylka Ay klesa s rostouci vzdalenosti o jako 1/ro.

NejvyrazngSi bude tedy v blizskosti télesa (Slunce).
Pro paprsek prochazejici

B X tésné kolem Slunce bude

Np ~ 1,75". Tato hod-
notabylanaméfenav sou-

Ak

Np =

4

\ ® |adu s predpovédi, po-

prvé Eddingtonem v roce

B % 1919. (Pfesnost meéfeni

\x 7 bylaas 20%. Podle lo-

= kalniho principu ekviva

AK @ S ¢ lence by ohyb byl jen po-

lovicni, dvojnasobnahod-

nota je dana globalnim zak¥ivenim prostoroCasu - OTR je
tedy potvrzena)

Presngj & méfeni ohybu umoZiuji radioastronomickame-

feni srozliSenim az 0, 001”. Pfesnost méfeni ohybu v okoli

Slunce pak dosahuje 1%.

54 Dal¥ testy

e Zpozdéni elektromagnetického signalu v gravitac-
nim poli. Tento efekt |ze spocitat z rovnic geodetiky -
z Casove dozky. Lokangéjerychlost stile c (vUgi LIS) -
zpozdéni vznika v diisledku globalniho zakfiveni pro-
storoCasu. Pro signal putujici mezi Zemi a Marsem
kolem Slunce je At ~ 240us pfi celkové dobé ~ 20
minut. Pfedpovédi ovéfeny s presnosti na 0, 1%.

e Efekt gravitatni Sotky Pozorovatel miize vidét vi-
cenasobny obraz zdroje (Cotkou miize byt vzdaena
galaxie, zdrojem jesté vzdaleng§ kvazar).
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e Geofyzikalni jevy - dapové efekty.

e Radiolokacni mé&feni vzdalenosti mezi Zemi a Mé&-
sicem. Ové&uje teorie predpovidajici, Zze se G méni s
Casem.

e Mé&eni G na malych vzdalenostech

e Mé&eni vlivu rotace Zemé na preces setrvacniku
(Lense-Thirringliv efekt). V gravitatnim poli Zemé je
rychlost precese 7"/ zarok, Lense-ThirringQv efekt &ini
pouze 0, 05" zarok.



Kapitola 6
Cernédiry

6.1 Globalni vlastnosti Schwazchil-
dova reeni, Kruskalliv diagram

Pror > 2M je ve Schvarzchildové metrice vSe v poradku

oM oM\
_<1__) 2+ (1__) ar?
T T
_|_

r? (d6® + sin® 0 dy?) . (6.1)

ds? =

Nevime v8ak, jak se véci mgji, kdyz je r < 2M. Metrika
(6.1) mav r = 2M singularitu.

hic sunt leones ‘
'r=0 lr =2M
Aby se Castice nebo svétlo radidlné se pohybujici dostalo
nar = 2M z libovolného » > 2M, potfebuje k tomu Cas
t = oo, dlevlastni CasCasticenebo svétlaje pfitomkonetny -
jak ukazeme. Tedy Schwazchildovy soufadnice nepokryvaji
celou varietu ajsou kromtoho v r = 2M patologické. Plati

(M E T
# r E2 7
pro radidné se pohybujici Castice je T' = /1 —2M/r.
Ptame se ted za jak dlouho doleti ¢astice z r; > 2M na
r = 2M dlevlastniho Casu.

Oznaéime T vlastni Cas Castice (dfive to bylo s), takze
ds F V) V) = g kdyz T je Cas stojiciho pozorovatele.
Budeme hledat krlvku r = r(1), kterou odvodime z (?)

dr drdr

At dr dt T=NV9 "
-1
[y
T T

1 /dr\> M
2 <d7’> r
To je norméalni klasicka rovnice v newtonowské mechanice
(je to ovdem jen nahoda; soufadnice r neni identicka se
vzdalensti!) Rovnicejeshodnasnewtonowskou teorii pouze
formalné. Musi v&ak potom mit i formané shodné feSeni.

U Newtona Castice pronikne do r» = 0 za koneCny Cas, zde
tedy také pronikne do » = 0 za konecny Cas 7. Z hlediska

= (B - 1)

stojiciho pozorovatele u diry se k » = 2M dostane Castice
za oo Cas pozorovatele 7 (dFive uzity)

E = /goo ELS—\/l——
1/1—11(”

Nar; pustime &astici z klidu

1— 2M

ri "

E =

Zname tedy E,T" a dostaneme feSeni r = 1r;(1 + cosn);
n € (0,m)

e \1/2 n
i t
t = 2M1n[( )1/2+ g2
(237 tg3
2M 1 V2 L
+ (2M ) [77+ m(n—ksmn)}
t — oo pro (557 — 1)1/2 = tg#,(r = 2M). Pomoci sou-

fadnice t nyni nalezneme vlastni €as :

t
-
0

budeme uvazovat integraci az k t = oo. Pak

PBNYE L 4M 2M\ /2
T‘t:DO: i cos . —1|+r; (1-— -

coz je kone€ny vlastni €as. Pfes horizont se tedy dostaneme
v kone€ném vlastnim Case. Vznika ovsem otazka, je-li plo-
chav r = 2M regularni. Jetam goo = 0, g11 = oo - tojsou
v8ak pouze slozky tenzoru které [ze ménit transformaci sou-
Fadnic. Je tfeba urcit, jak vypadaji nar = 2M invarianty.
Vychézi napfiklad g = —r*sin? © (skalarni hustota). Sku-
teCnou fyzikalni veliinou je v obecné relativité napriklad
kfivost. Homogeni gravitatni pole |ze toiz odtransformo-
vat, kfivost (nehomogenity) ovSem odtransformovat nelze.
Vychazi

dr

—dt
dt 7’

12(2M)?

afByd

Rop s R = 5

(tento invaritn vzda ené pfipomina slapové sily - na kazdy
konec plisobi silajinak). Silu pfim charakteri zuje geodeticka
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deviace:

a B ) _
€00€0w)E L €0 Rasre = Ry ) (m ()

coy je projekce Riemanova tenzoru do tetrady ()
Fyzikalni teradu €l sebou nese padgjici pozorovatel.
Ryw)ys)(n) S vyst<ytuji v geodetické deviaci a charak-
terizuji jak moc to chce pozorovatel e roztrhnout

2M
Ry ~ S5

Vidime, ze fyzikalné neni plochar = 2M nijak singularni.
Je to ale oblast Gasoprostoru popisujici historii fotoni. Fo-
tony nar = 2M by chtély jit ven, ae brani jim v tom
gravitatni pole.
foton leti ven o r=2M

foton stoji namisté

Argumety pro toto tvrzeni jsou:

e r =konst, ©, p =konst

2M
ds? = (1 — —) dt®;r — 2M = ds® — 0,

r

coz je pravé svételny interval aplochar = 2M jetedy
svételnd, neboli nulova plocha

e Uikovarychlost

1

- vz—mGM:E:0:>v= 2GM,

2 T T
dosahuje rychlosti svétlav = c nar; = 244 (r; =

2 M) na Schwarzchildové poloméru. Tento argumet je
ov3em dany nahodnou koincidenci.

Nejlepsi bude najit ngaké souradnice, které dobfe popisuji
oblastr = 2M, av nich vy3etfit podstatu horizontu. Ve Sch-
warzchildové metrice netvori svételny kuzel pfimky, nybrz
kfivky, které vypadaji jako v nadledujicim obrazku:

t

X
II‘w

~

Dobré negjsou ani izotropni soufadnice, kde to vychéazi
podobné. Geodetika je sice na tomto obrazku nekonecnd,
ma v&ak konetnou délku, jak jsme jiZ ukéazali. Varieta je

geodeticky Upln4, jestlize kazda geodetika (prostorova, Ca-
sovai svételna) miize byt protazenado nekoneénych hodnot
vlastniho parametru na obé strany - do minulosti i do bu-
doucnosti (pokud nenarazi na singularitu). Zlistaneme-li u
Schwarzchildovych soufadnic, nemame nadgji, ze bychom
mohli dostat Uplnou varietu, nebot tyto soufadnice pokry-
vaji pouze oblast » > 2M . Geodetiky ovsem Ize v principu
protahnout (a2 na ty co narazi na singularitu). Slo by na-
priklad vZzit Lemaitrovy soufadnice (spojené s Casticemi),
které ale nepokryvaji celou varietu a maji Spatnou struk-
turu svételnych kuzelll stejné jako Schwarzchildovy sou-
fadnice. My se ted predevSim pokusime zkonstruovat sou-
Fadnicev nichz by svételné kuzely ve vdech mistech sviraly
se soufadnymi osami Ghel 45°. Toto spliuji Eddington-
Finkelsteinovy soufadnice. Ziskame je timto zplisobem:
Zadefinujeme soufadnice ¢*, pficemz (¢, 0, ¢) =konst
odpovida paprsku (radianimu)

@ «— tt=t4+r+2MIn(5z -1),

adéedefinujemet— tak, aby (¢, ©, ¢) =konst odpovidalo
vychazejicimu paprsku

t‘zt—r—2M1n(ﬁ—l);

pror > M pak jetT advancovany at~ retardovany Cas

u=t—r
t v=t+r

r

V kfivém prostoru dostavame pro svétlo (ds? = 0) rovnici:

MY 1 )

Zavadi se nova souradnice

dr

dr* = ——~+
— 2>
1 o

T
*— 4 2M1 (——1)
r r+ n Y0i

Pro svételny paprsek pak plati, ze ¢t + r* =konst (ne-
bot dt = +dr*). Udélame-li pfechod ze Schwarzchildo-
vych soufadnic (¢, 7, ©, ¢) k soufadnicim (¢, r, ©, ), resp.
(t—,r, ©,p), pak mame

2M
ds® = (1 —~ T) (@t%)? F 2drdt* — r2 Q2.

Tyto soufadnice davaji , vice variety”.
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prostor | gas | - kongt

t+ =konst

Je vidét, ze Cary ¢~ =konst (Cervené?) nemohu protah-
nout zar = 2M. Naopak &ary t+ =konst jiz zar = 2M
protdhnout 1ze. Pro r» < 2M je svidy smér (soufadnice t)
smérem prostorovym, narozdil od oblasti » > 2M, kde je
svidy smér Casovym.

V téchto souradnicichjejiz dobfevidét, Ze se jedna o Cer-
nou diru. Jsou zde jiZ dobfe popsany vychazejici svétocary.
Tyto souradnice vSak Spatné popisuji vychazejici paprsky.
Zkusime nyni soufadnice (t 1, ¢, ©, ¢). Je ovsem tfeba po-
Znamenat, Ze pro tyto soufadnice a ty predchazejici rov-
néz neplati Hilbertovy podminky a nelze je tedy realizovat
hmotnymi pozorovatli. Budeme mit metriku

2M
ds? = (1 — T) dtt dt— —r2dQ02?,

kder = r(t*, ™). ProsotoCasovy diagram pak bude vypa-
dat takto:

do +co

do —oc0

Zde uz mame strukturu svételnych kuzelli takovou, jakou
jsme potfebovali, deje zde potlatena oblast horizontu. Do-
sud jsme se zabyvali oblasti » > 2M atuto oblast mamev

téchto soufadnicich zobrazenu na celé roviné. Mame tedy
hezké kuzely, ale horizont v oo amusime proto hledat nové
soufadnice, v nichz by byl horizot stlaten zpétky do konecné
vzdélenosti. Toto provedme zavedenim kruskal ovych sou-
fadnic. Dfive zavedené soufadnice ¢™,¢~ jsou svételne.
My s nejprve zavedemew, v, které budou téZ svételné apak
zavedeme teprve Kruskalovy soufadnice takové, Ze jedna
bude Casova a druha prostorova. Nejdfive tedy posuneme
horizonty zpét do konetna:

(znaménko — je zde proto, aby obé ¢t~ a u Sy souCasne -
rostly).

2M
T

20
T

a(t™—th)

dttdt~ = dudpe—

pe dudo

= 16M2%e " 287 -

Coz se dostane vezmeme-li o = ﬁ dosadime-li za

+_ L_) f:__(L_)
t t+r+ln(2M 1 t t—r—In Wi 1

V plivodni metrice bylo (1 — 2X) d¢* dt—, takze u tohoto
Clenu vyjde hezky koeficient:

2M3 ;
ds? = —STe*T/W dud — r? dQ2.
Plati
o~ oareM (T (e
uv e (2M 1) =r=r(u,v) (6.2
—% et/2M (@7 < rt) (63)

Toto v&e je pro » > 2M. Mame ted ale soufadnice u, v,
kde je metrika dokonale analyticka a neni v nich zadna
singularita pro » = 2M. Plati, Ze r je anaytickou funkci
u,v. Pror > 2M musi byt uv < 0. Tedy oblast Schwarz-
childovych soufadnic » > 2M, t € (—oo,00) je oborem
uv < 0. Predpokladame ovsem, Ze metrika s u, v bude pla-
tit vdude, i kdyz odvozeni plati jen pro r > 2M. Metrické
koeficienty 1ze rozsifit na vSechna u, v (je to analytické) a
ds? bude feSenim Einsteinovych rovnic pro viechna , v,
protoze Einsteinovy rovnice jsou analytické a jejich feeni
Ize analyticky spojovat. Kruskalovy soufadnice dostaneme
transformaci
u=v—u, U=0+u.

Kruskalovy soufadnice jsou vyhodné pro interpretaci, bo-
huzel se v nich $patné pocita.
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w=1r=0

Plivodné jsme pracovali s oblasti (A)(S)(B) - t. I., kde
jeuv < 0.V oblasti 111. (C)(S)(B) je ovsem také uv < 0,
amame ji tedy ve varieté jesté jednou. V oblasti 11. alV.
ovsem naplati (6.3) nybrz rovnice

ot -2 (64

u
V oblagti » < 2M je pfechod k soufadnicim (u, v) pomoci
(6.2),(6.4), pror > 2M pomoci (6.2),(6.3). Z (6.2) dostanu
pro (A)(S)(B) vSechny hodnoty » > 2M az (6.2) véechny
hodnoty ¢ € (—o0,0). Celaoblast r € (2M,00) x t €
(—00, 00) sezobrazi nal. Horizonty udélosti jsou soufadni-
covéosy. (Zedvou Fpatnych map jsmedostali jednu dobrou.)
Soufadnicer € (0,00) X t € (—o0, 00) nepokryvaji celou

yarietu, ale pouze kvadranty I, 1. Kruskalovy soufadnice
jsou:

u = (ﬁ - 1) s e”“%hﬁ,

vo= (2L — 1)1/2 e”“%hﬁ, pro r>2M

u = (1 — ﬁ)lp e”“%hﬁ,

v o= (1 — 2L)1/2 e”‘“‘%hﬁ, pro r<2M

r =konst

u t 9

=th—, % —u?=konst < r = konst
v
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Prot — oo je u = v. Pfimky jdouci pocatkem odpovidaji
t =konst (v I,11). Kfivky r =konst jsou v (u, v) soufadni-
cich hyperbolami. Svételné kuzely jsou pfesné pod Ghlem
45°, jak je patrno z odvozeni. Hyperbolar =konst je v ob-
lasti |. Casova, v oblasti 1. prostorova (ve Il. je r Casova
soufadnice, aproto » =konst je prostorovakrivka). Ve Sch-
warzchildovych soufadnicich by mé&lo byt r = 2M ¢t = oo
dvojdimenziélni. Alezdejer = 2M,t = oo trojdimenzio-
nalni.

6.2 Cernéediry

V Kruskalovych soufadnicich je metrika nestacionarni, ne-
bot r = r(u,v) azévisi tedy na asové soufadnici v. Plati

32M3 e—r/2M
r

ds? = — (dv2 — du2) —r2d0?,
prévé r dava nestaticnost. Déle je v Kruskalovych soufad-
nicich velmi dobfe vidét Glohu horizontu jako jednocestné
membrany.

Jevidét, Ze kazdy svételny paprsek nebo Castice v oblasti 11.
musi nutné skoncit v singularité » = 0, ostavame se tak k
pojmu Cer na dira. Tento termin zaved! roku 1960 Wheeler.
Cerna dira je jeden z nejednoduz&ich objektll ve vesmiru
leze ji zvngjSku kompletné popsat tfemi parametry: hmot-
nosti M, nébojem (Q amomentem hybnosti .J. Totojest ,,no
hair* teorém - Cerna diraneméavlasy.

Cernédiry vznikaji gravitatnim kol apsem, miize sejednat
napriklad o konetné stadium velmi hmotné hvézdy. Dale se
uvazuji takzvané primordi@ni (prvotni) Cerné diry.

Cerné diry jsou velmi diileZité astrofyzikalni objekty na-
chazimejev centrech aktivnich galaxii (kdejsou,, motorem*
akrece), ve stredu nasSi MIécné drahy je také supermasivni
Cernadira

Hawkingovo zareni, gravitatni kolaps, finalni stadia
hvézd, akrecni proces ?



Kapitola 7

Slabé gravitacni viny

OTR predpovida na rozdil od Newtonovy teorie gravi-
tace existenci gravitacnich vin. Gravitacni viny budeme zde
uvazovat pouze velmi slabg, takze budeme vychazet z li-
nearizovanych Einsteinovych rovnic. Ani v pripadé slabych
gravita€nich nelze pouzit Newtonovu teorii gravitace, ne-
bot' neni teorii dynamickou (€as v ni neexistuje explicitng).
Gravitagni silav ni plisobi ,, pfimo nadalku“; rychlost Sifeni
gravitaéni interakce je nekonetna. Zdlraznéme, Ze energii
(aiformace) |ze prenaSet pomoci gravitacniho polei podie
newtonovské analyzy:

B._x:___.l_/_\___«ﬁl—o 1 0 2
A - Ar Fy > F
xI ———————— e UWO
B Fera 7y

Rozdil Slapovychsil Fyy — Fyp = 9GMmAE | Natate-
nim soustavy bodti | ze prenaset signaly pomaci gravitaéniho
pole. Dochézi pfitom i k pfenost energie - natazeni a smrs-
téni pruziny miize konat praci. Dle Newtonovy teorie ovem
dochézi k okamzitému pfenosu, coz je zasadni spor s prin-
cipem kauzality. Newonovu teorii |ze aplikovat pror < T’
(kde T' je doba pootoceni ,,zdroje" z polohy 1. do 2.). Pro
r > ¢T'jenutno pouzit OTRI v pfipadévelmi slabych gravi-
tanich poli, nebot signaly se k detektoru musi &ifit rychlosti
mensi, nez je rychlost svétla. (PovSimnéme s prosim, ze
pole slapovych sil vymizi jako 1/75 - narozdil od z&fivého
pole, jenz mizi jako 1/r.)

7.1 Linearizované Einsteinovy rov-
nice

Vychazime z predpokladu existence soufadnicového sys-
tému, v némz je metrika blizka k Minkovského metrice
STR:

Guv = Nuv + h/u/; |h,u,u| < 1.

Podobné predpokladamei |k, ,| < 1. by, je tenzorem
vligi Lorentzovym soufadnicim 2/ = A*,x”. Plati g’ 5 =

TNap + h/ozﬁy

Oxf 0x° o
gap = 92 B = ANPABT (Npo + por)

= TNap + Aoszﬁahpa

ah'ap = No?A3%h,,. V daSimm budeme ve vSech vy-
razech zachovavat jen Cleny ~ h,,,, ostatni budeme zane-
dbévat, takze z nelinearnich Einsteinovych rovnic G, =
Sg—f’ T,,,, dostaneme linearizovanérovnice. Zavedeme ozna-
éeni hll«u — nuahua; hHY = nuﬁnuahﬁa; gp,u — 77/1,1/ _hp,u’
sprenosti do 1. faduv h (plynez g*# g3, = 02). Linearizo-
vané slozky afinni konexe:

1
U = 59" (=9pv.a+ Japy + 9ya.0)

P
= 577" (=hgy,0 + hapy + haap) -

Linearizovany Ricciho tenzor:

R.U/V = RO[}LOW = F}(fl/,()l - Fﬁa,u + F:VFZV - FguFZoz
N
= 57701 (_hp,u,aa + hl/o’,p,a + hua,o’u - hao’,p,l/)
1

= 5 (_h;u/,oza + hua,ua + haa,p,u) .

Plati
oh,,
h/;,maa = naﬂhuv,aﬁ = Tlaﬂ 895“23;5 = Dhuu

Skalarni kfivost: R = R,* = h** o — h,* o aEingtei-
nliv tenzor:
1 1

G;u/ = R/u/ - §g/u/R = R,u,u - in/LuR
. 1 « « «
= 5 |: - h,u,u,a” + hp, o + hua,u = hoz N

—Nuv (haﬁﬂﬁ - h&avﬁﬁ) :|

Je vyhodné zavést novou veliginu® k= hyw — 310 ha®;
dae plati b = huw — 37u0ha®. Pak linearizované Ein-
steinovy rovnice maji tvar

—af — — 167G
_h/u/,oza - n/Ll/hO{ ,aB + h,u,a,ua + hl/a,p,oz = T

v

LCo je ngihez&i? Ry by s B
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Aplikujeme-li na levou stranu operétor 7”” (52;), dosta-
neme nulovy vysledek . Proto prava strana musi splfiovat
rovnici

npyTlp,u,p = T:u,p, 0o — 0.

7.2 Lorentzovatransformace

Linerizované Einsteinovy rovnice se vyraznym zptisobem
zjednodusi, budeme-li pozadovat splnéni Lorentzovy kalib-
racni podminky (aanlogické elektrodynamické Lorentzové
podmince) B
h,” ., =0.
Vy&etfeme nyni kalibragni transformace, jimiz budeme moci
zgjigtit splnéni Lorentzovy kalibrace. Budeme pochopi-
telné poZadovat, aby se i v novych soufadnicich metrika
mélo liSila od Minkovského prostoroCasu. Uvazujme ifini-
tezimalni transformaci soufadnic z'" = x# + ¢#(x), kde
&M (z) je libovolné infiniteziméni pole (£#, 9&*/dxP ~
hyw; |€,0a€%| < h). Vyjdéme z obecného vztahu
" Oxf 0x° 5
g,aﬁ('x” ) = ngm(x )

Pouzijeme inverzni kalibratni transformaci z# = /" —
&1 (x") (diky infinitezimalnosti £# lzex — 2 ). Pak (4 =
naﬁfﬁ)

M+ Wap(a’) =

(08, = €70l [05 — €7 pl[Mpo + hpo ()]
= TNap — fa,ﬁ - fﬂ,a + ha,ﬁ + haﬁ(xy)

a dostavame kalibratni transformaci odchylek od Minkov-
ského metriky: A/, (2') = hu(x) — Euu(x) — & ().
Nyni Ize vyuZzit kalibracni transformaci pro splnéni Lorent-
zovy podminky. Pro h,,,, dostavame kalibracni podminku
— —

h pv = h/u/ - gu,u - fu,u + np«uga,ow
Bude-li v soufadnicové soustave = E,,,"W_;é 0, lze preit k
z'“ apoZzadovat, aby v této soustavé bylo h,,” , = 0. Musi
byt

0= Euy,v - fu,vy - f”,;w + ga,ua = Euu,v - g,u,,ul/

Kalibratni transformacevedouci k L orentzovétransformaci
je pak dana podminkou (D’ Alambertova)

Dgp, = Euu,v-

Z elektrodynamiky je znamo, Ze tato rovnice ma vzdy Fe-
Seni, takZe Lorentzovu kalibraéni podminku Ize vzdy spl-
nit. Soustava soufadnic ovsem neni D’ Alambertovou rov-
nici plnéurcena kalibraCni transformaci splfiujici podminku
0, = 0 lze prejit k novée soustavé soufadnic bez naruseni
Lorentzovy kalibrace. V Lorentzoveé kalibraci nabyvaji li-
nearizované rovnice gravitacniho pole tvar
— 167G
th,u = _6—471}“/)

h' ., =0. (7.2)

7.3 Slabarovinnagravitacni vina

Linearizované Einsteinovy rovnice ve vakuu (7),,) se zjed-
nodusi na (s Lorentzovou kalibraci)

Ohu, =0; ", =0.
2 Vakuoveé linearizované Einsteinovy rovnice evidentng
maji FeSeni (anal ogicky s el ektrodynamikou) popisujici mo-
nochromatickou rovinnou gravitacni vinu:

hyw = Re {Aweik“’”g} :

kde A,,,, je (obecnékomplexni) konstanti tenzor a k7 realny
konstantni vektor - vinovy vektor. Re znameng, Ze pouze
redlna cast ma fyzikani vyznam. Einsteinovy rovnice pak
d’a\/aji th,u = _Auykakﬁnaﬁeikum’d = 0,takiekgka =0
a vinovy vektor je nulovy vektor. Uhlova frekvence w =
c- k| = c(k2 + k2 + k2)1/2, faze viny matvar (k° = w/c)
kox® = —kOct+k-7 = —wt+k-F = —w (t — @ - 7). Mame

gravitatni rovinnou harmonickou vinu, jez se Sifi rychlosti

svétlavesméru i = £ = L £ | orentzovakalibrace dava:

w T CA

_ . ikyx? av . v iksx?
hyv,a = 1A ke v N hua = 1A kak e .

Dostavametedy ortogonalitu amplitudy avinového vektoru
ALk =0.

Lorentzovou kalibraci neni systém urCen jednoznatné. Ka-
libratni transformace splfujici vinovou rovnici O& =
&r .7 = 0 vede ke zméné metrického tenzoru: E’W =
By — f’“’_T &y T &’ o, jenz stéle spliiuje Lorentzovu
kdibraci (h ", = 0). Kalibratnimi transformacemi |ze
tedy dale dale omezit volnost ve vazbé amplitudy tenzoru
h,- VIna obsahuje nejen skutetné (fyzikalni) stupné vol-
nosti, nybrz i soufadnicové viny, jenz |ze vhodnou volbou
soufadnic odtransformovat. Zvolime-li feSeni O&# vetvaru
&t = —iBreiksismar” kde B* jelibovolny konstantni vek-
tor. Z transformace 7’ v dostavame:

Ay — Ay = Ay — Buky — Buky + 1 Bok?

CtyFi konstanty je mozno volit vzdy tak, aby

Ay, =0, A7 =0.

Prvni podminka reprezentuje 3 nezéavidé podminky
(A kt = 0, takze A'gg = 0, pokud A’y,, = 0). Druha
podminka ma kovariantni tvar; prvni miizeme rovnéz za-
psat nezavisle na soufadnicovém systému. Vybereme kon-
stanti vektorové pole U* =konst. Pak poZadujeme misto
AIQM =0, aby

AL UY =0.

Volba U* odpovida volbé ur€itého inerciélniho referenc-
niho systému z hlediska plochého pozadi. V Lorentzové

2Lze ovdem ukézat, Ze je pak mozno psit Ohu, = 0jhu, =
ha p.

N|=
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systému (U” = (1,0, 0,0)) dostavame plivodni podminku
A'o,, = 0. Lorenzova kalibrace a kalibracni transformace
davaji 8 nezévidych vazeb nadozky tenzoru amplitudy, jeZ
Ize splnit vhodnou volbou kalibrace (tj. pomoci infinitezi-
malnich kalibracnich transformaci):
Aok =4, =A,U0°=0.

Téchto 8 podminek urCuje kalibraci jednoznatné. Symet-
ricky tenzor A,,,, ma proto pouze 2* volnych, nezavisych
slozek sfyziké@nim vyznamem. Rovinnagravitatni vinama
tedy 2 stupné volnosti. Vzhledem ke kalibragni podmince
he? = 0 je jasné, ze h,, je pfimo rovo odchylkam od
minkovského metriky:

Ep,l/ = h,ul/v
apro hy, plati kalibracni relace h,” , = ho” = h,, U =
0. Libovolnou rovinnou gravitaéni vinu (slabou) Ize repre-
zentovat jako vinovy balik sestrojeny z monochromatickych
vIin pomoci Fourierovaintegralu:

dw [ d® kR, (w, k)eltes”.

7 0
Ry (2°)

Pro tuto vinu plati tytéz kalibraéni vztahy jako pro mo-
nochromatickou vinu (dlisledek linearity).

Z predchoziho postupu plyne, Ze Ize vzdy volit kalibraci,
Vv niZ v8echny rovinnéviny, jeZ superpozici vytvéreji uvazo-
vanou vinu, budou splfiovat kalibratni podminky. Specialné
v Lorentzové systému (U* = §Y'), dostavame

hoy = hijj = hie = 0.

Zde se <Cita pres dolni indexy; h,, s Casovym indexem
nulové, takze pfi zvySovani a snizovani indexti se neméni
znaménko. Tenzor spliujici tyto relace je transverzalni a
bezstopy , transverse-traceless’ - jedna se o TT-kalibraci,
oznatujeme h,,, = h;,; . Transverzelita znamena jen vy-
mizeni viech Casovych slozek (transverzalita vici Caso-
vému sméru daném U#), tak kolmost k na prostorovy tenzor
hij, hijk; = 0.V této kalibraci si vyjadfime explicitnévinu
Sifici se ve sméru osy z:

h/p,u - Ap,ue © ( ’+e ) = Auyeiw(tii)
0 0 0 0
| 0 hee hey=hy O
o 0 hyz hyy=—hze 0
0 0 0 0

VIna je popsana dvéma nezévidymi slozkami odpovidaji-
cimi dvéma stupihlim volnosti - dvéma nezavidym staviim
polarizace. Oznatme dvé nezavisé konstantni amplitudy
Ape = —Ayy = AL 8 Ay, = Ay, = Ax. Tenzorové pole
h,.., mbzeme rozloZit ve tvaru

h/u/ = h+/u/ + h></u/§

39=10-38

hp manenulové jen dozky hyy = —hyy, Ay Mane-
nulové dozky h,, = hy,. Mame tak rozklad gravitacni
viny do dvou nezavidych linearné polarizovanych vin.#
Zavedeme-li €1, €3 jako dvajednotlivénavzgem kolmévek-
tory, kolmé ke sméru Sifeni viny, pak

erij =

€1);
exi; = (€1);

hyij =

hxij =

Z této obecné formulace dostaneme specialni tvar gy, hey
proéi = (1,0,0), é3 = (0,1,0), @ = (0,0, 1). Pro kruho-
vou polarizaci gravitaéni viny jsou jednotkovétenzory dany
vztahy®

1

1 . .
P = 5 (erij +i€xij), evij = 7 (e4ij — i€xij)

7.4 Interakce stestovacimi ¢asticemi

aprenosenergie

Fyzikélni podstatu gravitatnich vin nejjasn&i osvétlime,
prozkoumame-li jejich vliv natestovaci Castice. Pohyb jedné
Cadtice nemafyzikani vyznam, musime tedy zkoumat rela-
tivni (vzgemny) pohyb dvou ¢astic. Volné ¢astice se pohy-
buji po geodetikach:

& o daz® da?
af———— =
dr2 dr dr
V nasem piipadé je &= = ¢ = (c,0,0,0), nebot

Itogo = 30" (—hoo,a + hoa,0 + hao,e) = 0, nebot ve
zvolené kalibraci ho, = 0. Musi byt tedy 2* =konst. Cas-
tice ve zvoleném systému zhistavaji v klidu. Gravitatni vina
oviem meéni vzdalenosti, takZe dojde ke vzgemnému po-
hybu ¢astic. Vzdalenost je dana vyrazem

B

(A8)2 = (77(15 =+ hag) nn R

n® =

gagno‘nﬁ
Ty — T(ay:

Je jasng, Ze pokud je spojnice Castic A, B rovno-
bé&Zzna se smérem Sifeni viny, vzdalenost se nemeéni:
n® = (0,0,0,l) = 0% hag = Agge(71+5);
Apzy Agy, Ayy # 0.

Prejdémeé k rovnici geodetické deviace. Uvazujme lo-
kalnéinerciani systém z* spoj eny svolnou,, padaici “ ¢as-
tici A, jezjev klidu viigi z*, 22, 23 . Potatek LIS spojime

4Pro elektromagneticke pole plati: E = (E., Ey, 0);
- linearn& polarizované viny E1 = (E,0,0), Ea = (0,
Ale_i“’(t_%)e_i, Fy = Age_i“’(i_%)e—é

SKruhova polarizace pro elektromagneticke pole ep =
% (e1 +ie3), €1, = % (€1 —iez).

E=E
Ey,0);

H N

+
Eq
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s Castici A. V potatku LIS bude g,,,(2°,0,0,0) = 7,
I5,(3°,0,0,0s) = 0. Transformaéni vztah mezi sou-
fadnicemi = a z'® je pfi vhodné orientaci os 2%~ =
8% + O(hjs222). Souradnice Castice B oznatime 51('3);
%E'A) = 0. Vektor n® spojujici obé Castice je v libovolném

tase T (70, = 70p)):

W =alg, =0

Zavedeny LIS je nejpfirozengsi soustavou souradnic pozo-
rovatele A; Cas méfi vlastnimi hodinami, prostorové vzda
lenosti tycemi. Pred prichodem viny bylaCastice B v klidu,
gravitatni vina zplisobi, Ze se B zatne vici A pohybovat.
Pro vektor n* plati rovnice geodetické deviace

DR
dr2
Uy = 08, Ugy, = g + O(h) - Eastice B stoji Vi
', a2, 2. S presnogti do prvniho fadu v h je DL =
—R%0c?u”. Jelikoz afinni konexe vymizi v potatku, Ize
absolutni derivaci nahradit obyCejnou; vyuzitim symetrii
pak déle bude
Fu . o,
7 = Rt =
Rovnice plati s pfesnosti do 1. fadu v h, zajimame se jen
0 prostorové slozky u*, nebot 1° = 0 diky 7 Uaya = 0.
Slozky Raps~s jsou 1. fadu v h; zanedbame-li Cleny nej-
Vy2§h0 fadu, je Ri()j() ~ RZ‘()J‘() (§ oéky v soufadnicich LL’“).
Potom je

— _pa T8 ST
= 16000 T U ),

o~
—c"Riojo17 -

£
(B) 2 ~J
a7~ ¢ fioT(p).

Nyni vyjadfime Riemanliv tenzor pomoci h,,. V TT-
kalibraci bude Rnov0 = —%hwoo a rovnice geodetické
derivace dava

<hij,00 =

Na potatku je 523) = EZ('BO), .= 0 Cleny vysiho
fadu v h zanedbavame. Pak | ze snadno inegrovat:

¢l 107,
az 2 ap @

2. _ 2
%02; r=t I = ct> .

9% ()

~i N ) 1 e ~j

Uginek gravitatni viny vede k tomu, Ze B vi& A kmita
s frekvenci danou frekvenci viny. OznaCime-li v LIS sou-
fadnice 7, y, z a vezmeme-li vinu Sifici se ve sméru osy z
s linearni polarizaci h.;;, dostavame pro polohu blizkych
gastic v Ease t:

A = {H%hm(ﬂ} AT,

AGE) = {1—%%(?)} Ao,

kde AZg = acos p, Ay = asin ¢ jSou soufadnice v Case
A (2) Ay(t)

7 =0.Z cos® ¢ + sin? ¢ = 1 dostavame
2 o~ 2
1, =1 +{— = 1,
{a [1+ hao(t)] } {a [1+ 2heo(t)] }

tj. rovnici elipsy o poloosich a [1 + 2k, (t)]. Také v sou-
Fadnicich TT-kaibrace je x+ = y = 2z = 0 pro poCatek
LISat = t + O(h). Je tedy hy,(t) = Re [Aye ] =
(ReAj)coswt — (ImAy)sinwt. Predpokladame, ze
ReAy =0;—ImA, = A.Vt=0jetedy h,, = 0aclés
tice leZi nakruznici o poloméru a. Poloosy €elipsy zavisi na
Casejakoa [1 £ Asinwt]. Podobnéjeto pfi polarizaci h ;-
elipsajepri svéoscilaci poototenavici osam z, y o Uhel 45°.
V pfipadé kruhové polarizova-
nych vin setestovaci ¢astice na-
chazegji naelipsach, které se ota
Ceji doprava dle smyslu polari-
zace.

Helicita gravitatnich vin je
+2. Obecné je helicita h v pri-
padé rovi rovinych vin pole ¢
snulovou hmotnosti definovana
tak, Ze pfi prostorovychrotacich
o Uhel v rovinekolmékesméru
Sifeni viny se pole transformuje
pdlevztahu ¢’ = e*?¢. Vidime,
Ze se nic neméni s vinou pfi ro-
taci 0 £7. Jetedy h = £2.

Gravitatni vina prenasi ene-
gii. Tuto energii ovsemnelzelo-
kalizovat - evidentn& ma nelo-
kani chrakter. Energii ahybnost
charakterizujeme souborem ve-
licint,,, jez ovdem netvori ten-
zor (hovofime o pseudotenzoru
energie a hybnosti gravitatniho
w  pole); t,, zavisi na volbé sou-

fadnic. V daném bodé |ze hus-
totu energiei hybnosti gravitac-
niho pole vynulovat - celkova
energie a hybnost jako integraly
na volbé soufadnic nezévisi -
asymptoticky ovSem musi byt soufadnice Minkovského
(9 — mw ). V pripadé slabé gravitatni viny Ize pouzit
,1eM& inercialni* systém soufadnic =%, jenz jsem zavedli
vySe. Pak |ze energii Castecné lokalizovat - ato v rozmérech
vétSich nez vinova délka A\ = 2rc¢/w. Pfi stfedovani pfes
oblast s rozméry nékolika vinovych délek ziskéme efek-
tivni (stfedovany) tenzor energie a hybnosti gravitatni viny
(tu). Ten jeinvariantni vi&i Lorentzovym transformacim
x' = A®z2P akalibratnim transformacim. (Je mozno pou-
Ziti Landau-LifS cliv pseudotenzor.) Specialnév TT-kalibrai

plati
<t£¢g5)> B 32C;G (h

=
N
3

TT ;TT >
Jk,pu'jk,v/
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< > oznaCuje stfedovani pres nekolik vinovych délek -
vpravo sestitapro j, k = 1,2,3. Jeli hj;, = ReAjkeikpr’,

pak
C4 3 3
T 2
<tl(1,gu)> = mkukvzz | Aje]”-
j=1 k=1
(Pri stfedovani vypadnou oscilujici Cleny

cos kox®, sink,x®.) Vezmeme-li vySe uvedenou vinu
Sifici se ve sméru osy z (v TT-kalibraci), pak jednié
nenulové sloZky jsou

4
18 — ¢
0z 7 327G

15 =1 =1 =

7.5 Generace gravitacnich vin v li-
nearizovanée teorii

Omezime-li senapfipad slabych gravitatnich poli, jemozno
problém generace gravitacnich vin Fesit v (zké analogii s
elektrodynamikou a vyjit z retardovanych potencialll. Re-
tardované fegeni zdrojové rovnice Oh,,, = 1677, j€

v, G
R (a7 = 46—4/
14

kde |7 — &'|* = 37, (a7 — 2'7)? aT™” je tenzor enrgie-
hybnosti zdroje vineni. V pfipadé , ostrovniho* systému, v
némz se zdroje pohybuji pomalu ve srovnani s rychlosti
svétla dostavame pro ¢ast metriky reprezentujici gravitacni
zéreni ve velkych vzdaenostech od zdroje, ze z&feni je po-
psano veli¢inami h,,,

|Z2—2'|

¢ ’x) ’
&,

|7 — 7|

Ty (t _

r

hij(t, ") = 326—2,1%‘ (t - —) ;

hop = 0, c

kde Dij = EA ma (3x(A)ix(A)j — 5ijr(2A)) je kvadrupO-
povy moment a’ oznacuje asovou derivaci. Celkovy vykon
kvadrupdlového gravitatniho zé&feni je

kdesestitapresj, ka< > oznaCujestfedovani presnékolik
period. Bipblové gravitaéni zareni neexistuje! ® Nyni prove-
deme nékolik odhadll na pripadech jednoduchych zdrojli
gravita€nich vin. Jsou-li rychlosti zdroje malé jsou vy-
Z8 multipblové prispévky ze zafeni zanedbatelné oproti
kvadrupolovym.

7.5.1 Binarni systém

Uvazujme zdroj gravitatniho z&feni tvoreny soustavou dvou
cadtic (hvézd) o téZze hmotnosti m, obihagjicich kolem spol et-
ného hmotného stfedu ve vzdalenosti a/2 Obihaji-li hvézdy

GProtoie Jgrav = Zz miﬁ-; Jgrav = Zz mlﬁ = Zz mf)’i = ]3; ]3
je celkova hybnost systemu. Vime, ze plati P =konst. Je tedy Gyyn, =

p

P = 0 apodle OTR dipblovée zafeni neexistuje.

W (JAL P + AL ).

Vv roviné (z,y) s thlovou rychlosti w, pak

1
r1 = Eacoswt,arz = —T1;Y1 = 5 a

sinwt, y2 = —yx.
Moment hybnosti 7;;, = [ Toox’ix”“d%’ budemit nenulové
slozky

2

1
cos2wt = —1,,, I Zma® ~ 2wt

1
Ie = Ema yyr dey = h

atenzor kvadrup6lovéhomomentu D;y, = 31, — 0311 ,” Mma
nenulové slozky

3 2 3 2 .
Dy =—Dyy = Zma cos2wt, Dgy = Zma sin 2wt.
Vypottem, ktery nebudeme uvadét, dostavame, ze zéreni ve
sméruosy z je

—2i _ G
hTT h'yI;T om 2 2 2iw(t—r) ;
C™T
. _9; _ G
hTT 2im 2 2e 2iw(t—r) .

Ty Ay’

zatimcove sméruosy z je

l 2, 2 —2iw(t—r) E
2ma w e 647‘.
Frekvence gravitatniho z&
feni je dvojnasobkem orbi-
m  téni frekvence. Ve sméru
kolmém na orbitélni rovinu
binarniho systému je gravi-
ta€ni vinakruhové polarizo-
vana, zatimco ve sméru této
roviny je polarizovanaline-
arné. Po zprlimérovani, pres
T = 2% dostavame celkovy
z&rivy vykon

TT __ TT __
hyy - _hzz -

Yy A
-~

a/2

a/2

Pohyb hvézd jeurCovan gra-

Gm?

vitaci - newtonovské orbity jsou urCeny rovnici =&- =
mw2%, takze w = (22;;”)1/2 ja = (2g§4)1/3. Pozname-
nejme, Zelinearizovanateorie neumoziuje zjistit korekce na
tvar orbity vlivem gravitacni brzdné sily. Pro z&fivy vykon

pak dostavame

64G*m®>  8.24/3
5¢5a® ~ 5¢P

2/ 1den\ ¥
o m en
4.84 x 10 (—M®> ( T ) W

2 5
saf m \3* (1lkm
3.33 x 10 <—M@> <—d ) W

Uvzujeme-li rotujici ,&inku* s m = 10°kg, ¢ = 10m,
spojenou ocelovym lanem umoziiujicim w = 50s~1, pak

L = G7/3(mw)10/3
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L ~ 10732W. Pro dvojhvézdu . Bootes & pulsar PSR
1913+16jeje T ~ 8 hodin, m ~ Mg a L ~ 10%W. (Pro
zkracovani periody v dtisledku vyzafovani gravitatnich vin
plati jednoduchy vztah. Jelikoz £ = —LaT ~ (—E)~3/2,

dostavame po derivaci dle Gasu: ~ = —32 ﬁ )

7.6 Detekce gravitacnich vin

Laboratorni generace pozorovatelnych vin je evidentné vy-
loutena (L ~ 10~32W). Pro astrofyzikalni zdroje je nutno
odhadnout hustotu toku energie na Zemi. Pro tuto hustotu
pro zdroje ve vzdaenosti [ plati

L
(47l?)

_19f m \ 3 (1lden) ® [1kpc ? 9
410 (M) (T) (l>wm |
Horni hranici, danou dvojhvézdou . Bootes (I = 10pc),
dostavame I = 2 x 10~ '¥Wm™2. Mnohem vykon&simi
zdroji v3ak mohou byt katastrofické procesy ve vesmiru -
srazky pulsarti a&ernych dér, vybuchy supernov. Gravitatni
viny pak budou kréatké pulsy (10~=* — 10~2s), pfitemz vy-
zéfeno bude 102 a10~! celkovéklidové hmotnosti zdroje.
Energie prenesenajednim pulsem bude 103 — 10Jm 2.

Pfichod gravita€ni viny je mozno zaregistrovat néko-
lika zplisoby. Nejznamé§i jsou dva - rezonancni a in-
terferometricky. Laserovou interferometrii se méfi zmény
vzdalenosti volnych &astic zplisobované priichodem gravi-
tatni viny. ,Dnes* je pfipravovan v hUSA projekt LIGO,
jenz ma byt schopen méit vzdalenost s presnosti 10721,
Pak bude mozno mé&it i prlichod viny s h ~ 1072L,
LIGO by mélo byt schopno registrovat viny pfichaze-
jici z extréme silnych zdrojd - srazky pulsarli a Eernych
dér a podobné. Rezonancniho principu vyuzivaji gravi-
tacni antény Weberova typu. Na testovaci téleso vaec
plisobii slapove sily 2 215, jez se méni (periodicky).
S S S S V dusledku téchto sil se t&
leso rozkmita. Pokud se frak-
vence dopadgjici gravitacni
. viny shoduje s frekvenci viast-
~10 JHz m2 nich kmitll t&lesa, pak pri re-
zonanci miize amplitudakmit
télesa vyrazné prevySovat hodnoty platné pro volné Castice.
Weberovy dvavélce byly naladény na 1660Hz am?2ly citli-
vost ~ 10Wm ™2,

I =
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Kapitola 8

Standardni relativisticka kosmologie

Evoluci vyvyjejiciho se vesmiru urCuji Einsteinovy gra-
vitatni rovnice, ,ostatni fyzika® nam dava stavovou rov-
nici hmoty ve vesmiru. Od kosmického ¢asu 7' = 10~3s
(~ 100GeV) je to fyzika ovéfitelna v pozemskych labora-
tofich. Od T ~ 10~2s dol{1 se ,, laboratofi “ stava samotny
big bang.

uzavieny vesmir k = +1

gravitatné vazany systém

T =konst
3-dim sféry
nadplochy homogenity
k=0 E=—1
a
i
i
-~ i
T =konst
T =konst prostory
ploché prostory hyperboloidni

Jak plyne z pozorovani, vesmir je na velkych Skalach
(>100 Mpc) homogeni a izotropni. Na zakladé kosmolo-
gického principu, jenz pravi, Ze vSechna mista ve vesmiru
jsou rovnocena, predpokladame, Ze setakto jevi vdem typic-
kym (souputujicim) pozorovatel im. Tito pozorovatelé jsou
v daném misté v klidu v prostorocasu. Sféricky symet-
ricky (izotropni) a zarovefi homogeni prostoroCas popisu-
jeme znamou Friedmanovou—Robertsonovou-Walkerovou
(FRW) metrikou. V souputujicich soufadnicich (T, r, 60, )
ma prislusny délkovy element tvar

dr?

1 — kr?

ds? = —dT? + a*(T) +7r2(d6? +sin® 0 dy) |,

kde skalarni kfivost k£ nabyvahodnot: £ = 1 pro uzavieny
vesmir, k£ = 0 pro plochy vesmir a k = —1 pro otevieny

vesmir. Kosmicky Cas " je synchronizovany vlastni ¢as sou-
putujicich pozorovatell. Skalovy faktor a(7") popisuje Ca-
sovy vyvoj celého vesmiru. Jeho chovani v zavidosti na
kosmickém €ase T' uréime z Einsteinovych rovnic
G, =8rT*,, (8.1)
kdeT*, jetenzor energie-hybnosti celkové vyplnévesmiru
aGH, je Einsteinliv tenzor ziskany z FRW metriky.
Nenulové dlozky Einsteinova tenzoru, spoctené z FRW

metriky, jsou
.2
3[(3) + )

i raN? k
125+ () @)
Tenzor dokonal & kapaliny popisujici rozlozeni hmoty ve

vesmiru mav klidovém systému souputujicich pozorovatel 0
diagonalni tvar

G%

Gl =G? =G

™, =@+pU"U, +pg",,

kde p je vlastni hustota hmoty (energie), p jetlak aU* je 4-
rychlost kosmickeé tekutiny, pro souputujiciho pozorovatele
U* =(1,0,0,0). Plati tedy

T'U‘V = dlag(p7 —p,—P, _p)7
tlak se Sifi vSemi sméry stejné. Predpokladeime, Ze idealni
tekutina spliuje barytropicku stavovou rovnici
p = wp.

Z Einsteinovych rovnic (8.1) pro sozky ,0-0“ a ,1-1"
plynou takzvané Friedmanovy rovnice

at+k
3= = 8, (8.2)
. .2 k
BT 83)
a a
Vlozime-li (8.2) do (8.3) dostavame
a 4
—=——(p+3p).
" 5 (P +3p)
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Efektivni gravitatni energiejetedy p+ 3p, tlak také pFispiva i )
kegravitaci. DalejeztétorovnicezZigmé, zepro p+3p < 0 Temnahmota Temnaenergie
dochézi k urychlovani expanze vesmiru. Nic nebrani tomu, ~ 23% ~ 73%
abychom nastavili hodnoty 3k&lovéhofaktorujako a(0) = 0

na pocatku vesmiru aa(Tp) = 1 dnes.

a(T) k=0 Baryonova hmota

Je zgjimavé, Ze véci o nichz toho mnoho nevime, tvofi
k=1 VEtSinu vesmiru.
. | Pro rychlost vzdal ovani kosmickych objektl, v diisledku
Yo | expanze vesmiru, plati Hubbleliv zakon v = Hyd, kde H
‘ T, T je dnesni hodnota Hubblova parametru definovaného jako

=t
a

Rychlost vzdalovani galaxii jetedy v = Hy -l a Hy =
ffffffffffffff 100hkms™'Mpc™!, kde 0.4 < h < 1.0 (dano observat-
nimi omezenimi). Hubbliv éas H, ' = 9.78h~1 x 10? let
charakterizuje vék vesmiru.

Pokud tedy vesmir expanduje, vinova délka z&feni vzda-
lujicich se objektll \. bude vlivem Dopplerova jevu posu-
nuta smérem k rudému konci spektra. Tento jev ndm umoz-
0 Hy't T T nuje definovat rudy posuv z vztahem

Plati-li z&kon zachovani 7., = 0 pro idealni kapalinu, 2= )“’)\_ Ae _ a(?)
mlizemeje v pripadé FRW metriky napsat jako e a(Te)

_1’

4 kde )\, je ndmi pozorovanavlnovéa délka zafeni.
p+3(p+p)_ =0

Pro rlizné stavové rovnice (8) dostavame z (8) rlizné
zavidosti hustoty na Skélovém faktoru a (7).

nazev  stavovarovnice zavidostnaa(T) vlivnaa(T)

zareni pr =1/3p, pr~a 4 a~TY?

prach Pm =10 P~ a3 an~T2%3
SKfivost®  pr = —1/3pg pr ~ a2 a~T
vakuum  pp = —pa pa = konst. a ~exp (T)

Rlizné typy dokonalé kapaliny jako vyplngé vesmiru a
jejich charakteristiky.

Ve vesmiru miZeme uvaZovat vice rliznych kompo-
nent spolecné, kazdou s prislusnou stavovou rovnici. Podle
pozorovani? je dnes vesmir tvofen temnou energii , DE* a
temnou hmotou ,, DM*. Pak plati

™, = T/;(DE) + T’fz(DM)’

konkré&tné p = ppg + ppm @p = PpE + PDM-

Ldynamika galaxii a kup galaxii, supernovy typu la, fluktuace teploty
reliktniho zé&feni



Priloha A

Dodatky

A.1 Killingovy vektory

Predpokladame, Ze v dané geomrtrii existuje vektorovépole
£+ takove, ze pokud je libovolna mnoZzina bodl premisténa
0 £#dA (kde d) je maé Cido), pak vsechny vzdaenosti
zUstavaji nezménéné. Pak ¢ je polem Killingova vektoru
danO geometrie. Toto pole vyjadfuje symetrii geometrie a
spliuje tzv. Killingovu rovnici

1
g(a;ﬁ) = 3 (ga;ﬁ + gﬁ;a) =0.

A.2 Pohybové konstanty dané Killin-
govy vektory
Je-li ¢*(z*) pole Killingova vektoru a u* je teny vektor
ke geodetice, pak £#u,, je konstanti podél daé geodetiky, tj.
je to pohybovakonstanta. Zmeéna £#u,, podél geodetiky je:
Vulu-&) = (Vyu) - &4+ u- (Vié),
u== $;u* = 4 Plati V,u = 0 jelikoz jde o geode-

. A
tiku; V,u

A.3 Rovnice geodetické deviace
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