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Př́ılohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

1





Úvod

Akrece (pohlcováńı) hmoty černou d́ırou je významným zdrojem zářeńı ve

Vesmı́ru - na rozd́ıl od termonukleárńıch reakćı prob́ıhaj́ıćıch ve hvězdách, kde

účinnost přeměny je menš́ı než 1%, umožnuje akrece využ́ıt až 42% z klidové ener-

gie hmoty. Je proto d̊uležité teoreticky studovat možné procesy v okoĺı černých

děr, přesto (nebo právě proto) že napozorovaných údaj̊u máme nepoměrně méně

než např́ıklad u hvězd.

V okoĺı černé d́ıry, kde hraje jak gravitačńı tak i elektromagnetické pole

d̊uležitou roli, použ́ıváme pro popis chováńı akrečńıho disku relativistickou mag-

netohydrodynamiku (RMHD). Jak ukázal V. S. Semenov s kolegy [1], existuje za

určitých podmı́nek formálńı ekvivalence mezi rovnicemi RMHD a rovnicemi pro

chováńı relativistické struny s tenźı; tento poznatek aplikovali v modelu lineárńı

struny v poli černé d́ıry použitém pro zkoumáńı chováńı magnetických silotrubic

orientovaných rovnoběžně s osou rotace [2].

Supravodivá struna byla zavedena E. Wittenem [3], jakožto topologický de-

fekt vznikaj́ıćı v raných fáźıch evoluce Vesmı́ru, dále byla tato myšlenka rozv́ıjena

r̊uznými autory, viz přehled [4]. Model axiálně symetrické kruhové struny se

skalárńım polem zkoumal A. L. Laresen v práci [5], kde aplikoval Hamiltonovský

formalismus na odvozeńı pohybových rovnic a demonstroval chaotičnost dyna-

miky kruhové struny v poli černé d́ıry [6, 7, 8].

V pr̊ukopnickém článku [9] využili T. Jacobson a T. P. Sotiriou formalismus

axiálně symetrické kruhové struny pro model pohybu magnetických silotrubic v

plasmatu za účelem vysvětleńı tvorby a urychleńı jet̊u (výtrysk̊u) v okoĺı osy

rotace černé d́ıry. V článku [9] prezentované maximálńı urychleńı kruhové struny

v ∼ 0.39c se ovšem ukázalo jako nedostatečné pro vysvětleńı vysoce relativis-

tických jet̊u pozorovaných v aktivńıch galaktických jádrech

Tato disertačńı práce je shrnut́ım našeho dosavadńıho společného výzkumu

s prof. Zdeněkem Stuchĺıkem, v oblasti dynamiky kruhových strun v poli kom-

paktńıch objekt̊u. Jednotlivé články, zveřejněné v impaktovaných časopisech, jsou

uvedeny jako př́ıloha na konci této práce. V prvńım článku [10] jsme navázali na

model zavedený Jacobsononem a Sotiriouem [9] a prozkoumali vliv repulzivńı

kosmologické konstanty na dynamiku kruhové struny. V daľśı práci [11] byla po-

drobně prozkoumána transmutace struny - mechanismus odpovědný za urychleńı

struny podél osy symetrie. Bylo ukázáno, že je možné dosáhnout urychleńı na ul-

trarelativistické rychlosti v ∼ c a to dokonce i v poli nerotuj́ıćı Schwarzschildovy

černé d́ıry. Pohyb struny v poli černých děr a nahých singularit obsahuj́ıćıch
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4 Úvod

Obrázek 1. Schématický obrázek kruhové struny pohybuj́ıćı se v okoĺı černé d́ıry.
Protože předpokládáme axiálńı symetrii, je možné vyšetřovat a zobrazit pohyb celé
struny pouze pomoćı jednoho bodu v rovině x− y.

př́ıdavný člen v podobě tzv. př́ılivového náboje z bránových model̊u Vesmı́ru,

byl vyšetřován v našem článku [12], kde jsme se také začali věnovat přechodu

dynamiky struny z regulárńıho do chaotického režimu v bĺızkosti rovnovážného

bodu. V současné době jsme klasifikovali pohyb kruhové struny v poli rotuj́ıćıch

černých děr a nahých singularit popsaných Kerrovou metrikou [13]. Zde se nám

podařilo vysvětlit problém
”
fokusace“ trajektorie struny [9], ukázat závislost

urychleńı kruhové struny na rotačńım parametru a a odvodit analytický tvar

rovnic pro výpočet frekvenćı malých oscilaćı struny kolem rovnovážné polohy.

Toto téma budeme dále dále rozv́ıjet v připravovaném článku zaměřeného na as-

trofyzikálńı d̊usledky malých oscilaćı struny a kvaziperiodických oscilaćı (QPOs)

pozorovaných na vysokých frekvenćıch v poli černých děr a neutronových hvězd

v binárńıch systémech.

V pr̊uběhu naš́ı práce jsme navázali spolupráci s kolegy prof. B. Ahmedovem

a A. Tursunovem s kterými pracujeme na započteńı vlivu elektromagnetického

pole na dynamiku nabité kruhové struny [14].

V této práci v kapitole 1. zavedeme akci pro strunu nesoućı skalárńı pole, roz-

vineme Hamiltonovský formalismus a spočteme př́ıslušné rovnice pohybu. Poté

ve 2. kapitole ukážeme, jak se kruhová struna nesoućı i elektrické náboje bude

pohybovat v plochém prostoročase a pokuśıme se jej́ı dynamiku fyzikálně inter-

pretovat. V následuj́ıćı 3. kapitole vyšetř́ıme a klasifikujeme pohyb kruhové struny

z hlediska jej́ı energie pro r̊uzné typy černých děr a nahých singularit. Ukážeme

jak na kruhovou strunu p̊usob́ı gravitace a kosmologická konstanta (kosmická

repulze). V posledńı 4. kapitole se pokuśıme aplikovat model kruhové struny

k vysvětleńı ultra relativistických rychlost́ı jet̊u, ukážeme nár̊ust chaotičnosti

systému v závislosti na vzr̊ustaj́ıćı energii v okoĺı stabilńı rovnovážné pozice a

dále pomoćı malých oscilaćı prozkoumáme možnou souvislost s efektem QPOs.
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V celém textu použ́ıváme geometrické jednotky c = G = 1 a v metrice

signaturu (−1,+1,+1,+1). Při přepočtu použ́ıváme r̊uzné kombinace c = 3 ×
108m/s2 a G = 6.7×10−11kg·m/s2 tak, abychom dostali jednotky daných veličin.

Př́ıslušné numerické výpočty trajektoríı kruhových strun byly provedeny s

chybou menš́ı než 10−7 pro jednotlivé trajektorie a s chybou menš́ı než 10−4

pokud bylo nutné spoč́ıtat velké množstv́ı trajektoríı. Veškeré kódy jsou napsány

v programu MathematicaR©.





Kapitola 1

Kruhová struna se skalárńım polem

Budeme uvažovat pohyb struny ve stacionárńım axiálně symetrickém pro-

storočase

ds2 = gttdt
2 + 2gtφdtdφ+ gφφdφ

2 + grrdr
2 + gθθdθ

2. (1.1)

Sférické souřadnice r, θ, φ jsou vztaženy ke kartézským souřadnićım1 x, y, z vztahy

x = sin(θ) cos(φ), y = r cos(θ), z = r sin(θ) sin(φ), (1.2)

kde pro radiálńı souřadnici plat́ı 0 ≤ r < ∞, pro azimutálńı 0 ≤ φ < 2π a pro

polárńı 0 ≤ θ ≤ π. Ekvatoriálńı rovina je určena vztahy θ = π/2 nebo y = 0, viz

obr. 1.1.

Vývoj struny je zcela určen jej́ı světoplochou (ekvivalent světočáry) se

souřadnicemi σa, kde a = 0, 1. Tato 2D světoplocha je vložena do metriky (1.1)

pomoćı zobrazeńı přǐrazuj́ıćıho bod̊um struny prostoročasové souřadnice, Xα(σa)

kde α = 0, 1, 2, 3. Indukovaná metrika světoplochy je tedy

hab = gαβX
α
|aX

β
|b, (1.3)

kde jsme označili ✷|a = ∂✷/∂a. Axiálně symetrická metrika (1.1) je stacionárńı

pro gtφ > 0 - metrika nezáviśı na souřadnicovém času t, ale neńı statická. Kru-

hovou strunu vlož́ıme z d̊uvodu symetrie tak, aby souřadnice světoplochy σ od-

pov́ıdala souřadnici φ metriky (1.1) viz obr. 1.1

Xα(τ, σ) = (t(τ), r(τ), θ(τ), σ + f(τ)); (1.4)

τ je pak parametr charakterizuj́ıćı evoluci struny. Pro souřadnice struny (1.4)

plat́ı

Ẋα = Xα
|τ = (t|τ , r|τ , θ|τ , f|τ ), X ′α = Xα

|σ = (0, 0, 0, 1). (1.5)

1 Netradičńı zavedeńı kartézských souřadnic je použito pro zachováńı kompatibility s
předchoźımi pracemi.
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8 Kapitola 1. Kruhová struna se skalárńım polem

Funkce f(τ) je dále určena jako

f|τ = −(gφφ/gtt)t|τ . (1.6)

Budeme-li uvažovat strunu s tenźı µ > 0 a skalárńım polem ϕ pak akce S a

Lagrangián L jsou

S =

∫

L dσdτ, L = −
√
−h

(

µ+ habϕ|aϕ|b

)

. (1.7)

kde ϕ|a = ja určuje proud na struně. Proud generuje moment hybnosti struny

a jemu odpov́ıdaj́ıćı odstředivé śıly. Takováto akce struny je inspirována teoríı

supravodivých strun [3] jakožto topologických defekt̊u.

Variace akce (1.7) podle indukované metriky hab vede na tenzor hustoty ener-

gie hybnosti na světoploše ve tvaru

Σab =
√
−h

(

2jajb − (µ+ j2)hab
)

, ja = habjb, j2 = habjajb. (1.8)

Jakákoliv 2D metrika, tedy i světoplocha struny, je konformně plochá a lze ji

napsat jako

hab = K2 ηab, (1.9)

kde ηab je plochá metrika a K je skalárńı funkce. Zavedeme-li souřadnice σa =

(τ, σ) tak, aby platilo ητσ = 0 a ηττ = −ησσ = −1 je podmı́nka konformńı

plochosti ekvivalentńı

hτσ = 0, hττ + hσσ = 0,
√
−hhab = ηab. (1.10)

Konformńı faktor K je pak určen vztahem

hσσ = K2ησσ = gφφ. (1.11)

Variace akce (1.7) podle skalárńıho pole ϕ vede na rovnici

(
√
−hhabϕ|a)|b = 0, (1.12)

v konformńı kalibraci (1.9) je pak rovnice (1.12) pro vývoj skalárńıho pole

ϕ|ττ − ϕ|σσ = 0. (1.13)

Předpoklad axiálńı symetrie implikuje nezávislost proudu na souřadnici σ, neboli

ja|σ = 0. Použijeme-li rovnici pro vývoj skalárńıho pole (1.13) vid́ıme, že skalárńı

pole ϕ se dá vyjádřit pomoćı konstant jσ a jτ jako

ϕ = jσσ + jτ τ. (1.14)
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Obrázek 1.1. Sférické souřadnice r, θ, φ a jejich vztah ke kartézským souřadnićım
x, y, z. Kruhová struna při svém pohybu vykresluje 2D světoplochu (vpravo), popsa-
nou souřadnicemi τ, σ. Tuto světoplochu jsme do 4D prostoročasu vložili tak, že jsme
identifikovali souřadnici světoplochy σ s azimutálńı souřadnici prostoročasu φ.

Zavedeme-li

J2 ≡ j2σ + j2τ , ω ≡ −jσ/jτ , (1.15)

lze vyjádřit komponenty hustoty tenzoru energie hybnosti Σab (1.8) ve tvaru

Σττ =
J2

gφφ
+ µ, Σσσ =

J2

gφφ
− µ, Σστ =

−2jτ jσ
gφφ

=
2ωJ2

gφφ(1 + ω2)
. (1.16)

Dynamika kruhové struny záviśı na proudu skrze tenzor energie hybnosti Σab,

tato závislost je vyjádřena pomoćı parametr̊u J2 a ω. Minusové znaménko

ve členu ω je zvoleno proto, aby pozitivńı moment hybnosti struny odpov́ıdal

kladnému parametru ω.

Variace akce (1.7) podle souřadnice Xµ dává rovnice pohybu

D

dτ
P (τ)
µ +

D

dσ
P (σ)
µ = P

(τ)
µ|τ − Γα

µβP
(τ)
α Xβ

|τ + P
(σ)
µ|σ − Γα

µβP
(σ)
α Xβ

|σ = 0 (1.17)

kde jsme použili definici absolutńı derivace a zavedli Christoffelovy symboly

Γα
µβ =

1

2
gαγ

(

gγµ|β + gγβ|µ − gµβ|γ
)

. (1.18)

Hybnosti kruhové struny jsou definovány jako

P (τ)
µ ≡ ∂L

∂Ẋµ
= ΣτagµλX

λ
|a, P (σ)

µ ≡ ∂L
∂X ′µ

= ΣσagµλX
λ
|a, (1.19)
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a rovnice pohybu (1.17) mohou být přepsány do podoby

(

ΣabgµλX
λ
|a

)

|b
− Γα

µβΣ
abgαλX

λ
|aX

β
|b = 0. (1.20)

S použit́ım identit

gβλΓκ
µβPκPλ =

1

2
gαβ|µP

αP β = −1

2
gκλ|µPκPλ (1.21)

mohou být rovnice (1.20) vyjádřeny ve tvaru

(

ΣabgµλX
λ
|a

)

|b
− 1

2
Σabgλβ|µX

λ
|aX

β
|b = 0, (1.22)

což je rovnice (6) z článku [9] - pouze s jinými indexy.

Zavedeme afinńı parametr ζ, který je vztažen k souřadnici τ na světoploše

relaćı

dτ = Σττdζ. (1.23)

Rovnice pohybu (1.22) pro dynamiku struny pak přejdou na tvar

dPµ

dζ
= −1

2
gαβ |µPαPβ − 1

2

[

gφφ(Σ
ττ )2

]

|µ
+

1

2

[

gφφ(Σ
τσ)2

]

|µ
, (1.24)

s klasickými čtyřhybnostmi definovanými jako (1.19)

Pµ ≡ P (τ)
µ = ΣττgµλẊ

λ +ΣτσgµλX
′λ. (1.25)

1.1. Hamiltonovský formalismus a integrály pohybu

Pomoćı Hamilton—Jacobiho rovnic

dXµ

dζ
=

∂H

∂Pµ
,

dPµ

dζ
= − ∂H

∂Xµ
, (1.26)

vid́ıme, že rovnice (1.24-1.25) odpov́ıdaj́ı Hamiltoniánu odvozenému již v [6]

H =
1

2
gαβPαPβ +

1

2
gφφ

[

(Σττ )2 − (Στσ)2
]

, (1.27)

kde α, β jsou souřadnice t, r, θ, φ.

Metrika (1.1) nezáviśı na souřadnici t (stacionarita) ani na φ (axiálńı symet-

rie). Tyto symetrie implikuj́ı zachovávaj́ıćı se veličiny - energii a moment hybnosti

struny. Pro energii struny E plat́ı

−E = Pt = gttΣ
ττXt

|τ + gtφ(Σ
ττXφ

|τ +ΣτσXφ
|σ)

= Σττ
(

gtt − g2tφ/gφφ
)

t|τ + gtφΣ
στ . (1.28)
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Vůči pozorovatel̊um s nulovým momentem hybnosti (ZAMO) [16] v Kerrově

prostoročasu, nebo v̊uči statickým pozorovatel̊um v př́ıpadě Schwarzschildova

prostoročasu, struna nerotuje (1.4). Přesto má moment hybnosti, generovaný

skalárńım polem ϕ na struně

L = Pφ = gφαP
α = gφtΣ

ττXt
|τ + gφφ(Σ

ττXφ
|τ +ΣτσXφ

|σ)

= gφφΣ
στ = −2jτ jσ. (1.29)

Standardńı relativistická kruhové struna bez skalárńıho pole ϕ = 0, tzv.

Nambu—Gotova struna, nemá žádný moment hybnosti.

Použijeme-li nalezené konstanty pohybu (1.28-1.29), můžeme přepsat Hamil-

tonián (1.27) pro pohyb struny v metrice (1.1) jako

H =
1

2grr
P 2
r +

1

2gθθ
P 2
θ +

1

2
gφφ(Σ

ττ )2 +
gφφ(E + gtφΣ

στ )2

2(gttgφφ − g2tφ)
, (1.30)

pro dynamické proměnné r, θ, Pr, Pθ.

1.2. Energetická hranice pro pohyb struny

Pohybové rovnice (1.26) jsou pro obecnou metriku (1.1) poměrně složité. Vyplat́ı

se proto předem vyšetřovat př́ıpustné trajektorie kruhové struny z hlediska jej́ı

energie E.

Pohyb struny se zastav́ı, pokud jsou v určitém bodě trajektorie struny hyb-

nosti nulové P r = P θ = 0. Pak je i kinetická energie nulová a pohyb struny se v

bodě na okamžik zastav́ı; množina všech těchto bod̊u tvoř́ı nepřekročitelnou hra-

nici pro pohyb struny. Použijeme-li podmı́nkuH = 0, danou invarianćı akce (1.7)

v̊uči reparameterizaci, můžeme z Hamiltoniánu (1.30) vyjádřit energii struny v

mı́stě hranice pohybu jako

E = Eb(r, θ) ≡
√

g2tφ − gttgφφ Σ
ττ − gtφΣ

στ , (1.31)

kde jsme zavedli funkci energetická hranice pohybu Eb(r, θ). Struna nemůže svou

hranici překročit - je omezena vlastńı energíı.

Je výhodné přeškálovat energii E → E/µ a proud J → J/
√
µ struny,

zbav́ıme se tak př́ımé závislosti na tenzi struny µ > 0.2

Chováńı funkce hranice pohybu Eb(r, θ) má veliký význam pro klasifikaci

možného vývoje struny - např́ıklad pokud je hranice v některém směru otevřená,

struna může t́ımto směrem utéci. Dále, pokud např́ıklad existuj́ı ve funkci Eb(r, θ)

2 Toto přeškálováńı je ekvivalentńı zvoleńı µ = 1 v př́ıslušných rovnićıch (1.16),(1.31).
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minima, pak může být struna s malou energíı v tomto minimu polapena. Sta-

cionárńı body funkce Eb(r, θ) jsou určeny podmı́nkou

(Eb)
′
r = 0, (1.32)

(Eb)
′
θ = 0. (1.33)

Notace ()′m znač́ı derivaci podle souřadnice m. K vyšetřeńı, zda-li je stacionárńı

bod (re, θe) minimem, nebo maximem funkce Eb(r, θ) muśıme použ́ıt podmı́nky

stability

[(Eb)
′′
rr](re, θe) < 0 (max) > 0 (min) (1.34)

[(Eb)
′′
rr(Eb)

′′
θθ − (Eb)

′′
rθ(Eb)

′′
θr](re, θe) > 0. (1.35)

Extrém funkce Eb(r, θ) může existovat v bodech stacionárńıch, nebo tam, kde

př́ıslušné derivace funkce Eb(r, θ) neexistuj́ı.



Kapitola 2

Fyzikálńı interpretace v plochém

prostoročase

Plochý prostoročas, popsaný Minkowského metrikou, má nejvyšš́ı možnou mı́ru

symetrie. Pokud nebude zavedeno vněǰśı pole, jež tuto symetrii poruš́ı, bude

dynamika kruhové struny jednoduchá a pohyb regulárńı.

2.1. Kruhová struna se skalárńım polem

Minkowského metrika ve válcových souřadnićıch t, x, y, φ, viz obr. 1.1, má nenu-

lové koeficienty

gtt = −1, gxx = 1, gyy = 1, gφφ = x2. (2.1)

Pro dynamické proměnné x, y, Px, Py můžeme vyjádřit Hamiltonián (1.30) jako

H =
1

2
P 2
x +

1

2
P 2
y − 1

2
E2 +

1

2
x2(Σττ )2, (2.2)

kde jsme využili integrál̊u pohybu energie E (1.28) a momentu hybnosti L (1.29).

Z prvńı sady Hamiltonovských pohybových rovnic (1.26) źıskáme vztahy

Px = P x = dx/dζ = ẋ, Py = P y = dy/dζ = ẏ. (2.3)

Můžeme vyjádřit i druhou sadu Hamiltonovských rovnic (1.26) pro pohyb struny

ẍ =
J4

x3
− µ2x, ÿ = konst. (2.4)

Pravou část prvńı rovnice interpretujeme jako p̊usobeńı dvou opačných sil na

element kruhové struny ve směru x:

• Odstředivá śıla Fo = J4/x3, vytvořená skalárńım polem na struně. Tato

śıla, nepř́ımo úměrná třet́ı mocnině poloměru struny (nejsilněǰśı pro malé

poloměry), se snaž́ı kruhovou strunu roztáhnout.

13
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• Śıla tenze struny Ft = −µ2x, lineárně závislá na poloměru kruhové struny,

snaž́ıćı se jej smrštit do bodu. Tenze struny µ neńı závislá na roztažeńı x -

struna je dokonale pružná.

Hamiltonián (2.2) nezáviśı na souřadnici y, a proto se př́ıslušná složka čtyř hyb-

nosti Py stává konstantou pohybu. Ve směru y na strunu nep̊usob́ı žádné śıly a

pohyb podél osy y je zcela volný.

Analytické řešeńı pohybových rovnic pro pohyb kruhové struny v plochém

prostoročase (2.4) můžeme vyjádřit jako

x2(ζ) =
1

2

[

x20 +
J4

x20
+ ẋ20 + 2x0ẋ0 sin(2ζ) +

(

x20 −
J4

x20
− ẋ20

)

cos(2ζ)
]

,(2.5)

y(ζ) = ẏ0ζ + y0, (2.6)

kde x0, y0 a ẋ0, ẏ0 jsou počátečńı souřadnice a rychlost struny. Jedná se o pohyb

regulárńı, struna periodicky osciluje ve směru x, rychlost struny ve směru y se

zachovává.

Z podmı́nky H = 0 pro Hamiltonián (2.2) můžeme vyjádřit energii struny

E2 = ẋ2 + ẏ2 +

(

J2

x
+ x

)2

, (2.7)

kde jsme již přeškálovali energii E → E / µ a proud J → J /
√
µ. Zavedeme

také energii ve směru x a y pomoćı vztah̊u

E2
y = ẏ2, E2

x = ẋ2 +

(

J2

x
+ x

)2

= (xi + xo)
2 = E2

0 . (2.8)

Celková energie struny E se zachovává, je konstantou pohybu. Vzhledem k tomu,

že pohyby struny ve směrech x a y prob́ıhaj́ı v plochém prostoročase nezávisle

(2.4), zachovávaj́ı se také obě energie Ex a Ey.

Energie ve směru x, kterou jsme označili jako E0, je zcela určena minimálńım

xi a maximálńım xo rozpět́ım struny (vnitřńı a vněǰśı rádius)

xi,o =
1

2

(

E0 ∓
√

E2
0 − 4J2

)

. (2.9)

Energie E0 je minimálńı, pokud oscilace struny ve směru x ustanou - vnitřńı a

vněǰśı poloměr struny se shoduj́ı

xi = xo = J. (2.10)

To odpov́ıdá rovnovážné poloze struny, kdy se navzájem kompenzuj́ı odstředivé

śıly a śıly tenze. I když nyńı struna neosciluje, stále má energii danou proudem

na struně

E0(min) = 2J. (2.11)
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Obrázek 2.1. Kruhová struna v plochém prostoročase, startuj́ıćı z bodu [5, 5] s Px =
0, Py 6= 0 a parametry J = 11, E = 29.2. Nalevo vid́ıme pr̊uběh funkce Eb(x) (tlustá
křivka) s minimem v x = J určuj́ıćı hranici pohybu, napravo konkrétńı trajektorii struny.

Energie E0 může být interpretována jako vnitřńı energie osciluj́ıćı struny

nezávisle na pohybu podél osy y. Skládá se z potenciálové a kinetické části;

pouze v př́ıpadě xi = xo je vnitřńı kinetická energie nulová, vnitřńı potenciálńı

energie je rovna 2J .

Hranice omezuj́ıćı pohyb struny v plochém prostoročase má jednoduchý tvar

E = Eb(x, y) ≡
J2

x
+ x, (2.12)

kde funkce energetická hranice pohybu Eb(x, y) nezáviśı na souřadnici y. Funkce

diverguje Eb → +∞ pro x → 0 i pro x → ∞; formuj́ıce tak bariéru pro pohyb

struny.

Z podmı́nky pro existenci stacionárńıch bod̊u funkce Eb(x, y) (1.32-1.33),

nalezneme minimum funkce Eb(x) na

xmin = J, Emin = 2J, (2.13)

pro libovolné y - ve směru souřadnice y je funkce Eb(x, y) konstantńı.

Chováńı funkce Eb(x, y) je zobrazeno na obr. 2.1 - konvexńı tvar funkce Eb(x)

pro všechna y zaručuje, že zde bude vždy existovat vnitřńı i vněǰśı hranice pro

pohyb ve směru souřadnice x. Struna umı́stěná do bodu xmin s energíı E =

Emin = 2J nebude oscilovat - všechna jej́ı energie je obsažena v potenciálové

části vnitřńı energie E0.
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2.2. Vliv elektromagnetického pole na dynamiku struny

Zat́ım bylo námi vyšetřované skalárńı pole na kruhové struně neutrálńı - nein-

teraguj́ıćı s polem elektromagnetickým. Pokusme se nyńı ukázat dopad p̊usobeńı

elektromagneticky interaguj́ıćıho skalárńıho pole na dynamiku struny.

Vněǰśı elektromagnetické pole, určené čtyřpotenciálem Aµ, budeme považovat

stejně jako metriku (2.1) za předem pevně dané. Požadavek na axiálńı symetrii

úlohy předpokládá pouze t a φ nenulové složky čtyřpotenciálu Aµ. V plochém

prostoročase můžeme pro popis stacionárńıho vněǰśıho elektromagnetické pole

použ́ıt klasickou elektrodynamiku se vztahy [15]

Aµ = (Φ, ~A), ~E = −~∇Φ, ~B = ~∇× ~A. (2.14)

K pochopeńı vlivu elektromagnetického pole na dynamiku kruhové struny

vyšetř́ıme dva d̊uležité jednoduché př́ıpady - (1) struna v elektrostatickém poli

bodového náboje Q ≥ 0 a (2) struna v homogenńım magnetickém poli B ≥ 0 ori-

entovaném rovnoběžně s osou y. Př́ıslušný čtyřpotenciál Aµ nabývá ve válcových

souřadnićıch t, x, y, φ (2.1), viz obr. 1.1, tvaru

Aµ
(1) =

Q

r
(1, 0, 0, 0) , Φ =

Q

r
, (2.15)

Aµ
(2) =

B

2
(0, 0, 0, 1) , ~B = (0, B, 0), (2.16)

kde r je vzdálenost od počátku r2 = x2 + y2 a x je radiálńı souřadnice válcových

souřadnic (2.1). Pro permitivitu ǫ a permeabilitu µ jsme použili ǫ = 1 a µ = 1.

Akci pro kruhovou strunu v elektromagnetickém poli1 zavedeme jako [6]

S =

∫

L dσdτ, L = −µ
√
−h− 1

2

√
−hhab(ϕ|a +Aa)(ϕ|b +Ab), (2.17)

kde Aa = AγX
γ
|a. Prvńı část tvoř́ı klasická akce pro Nambu—Gotovu

strunu pouze s tenźı µ, druhá část znázorňuje interakci skalárńıho pole ϕ s

čtyřpotenciálem Aα pole elektromagnetického. Uvedená akce (2.17) je efektivńı

akćı pro popis proudu, tvořeného bosony nebo i fermiony, na supravodivé struně

[3, 4]. K akci (2.17) můžeme připojit člen poskytuj́ıćı Maxwelovy rovnice pro

vývoj pole Aα

SEM = − 1

16π

∫

FµνFνµd
4x, (2.18)

kde Fµν je tenzor elektromagnetického pole

Fµν = Aν|µ −Aµ|ν . (2.19)

1 Oproti již zavedené akci (1.7) přeškálujeme skalárńı pole ϕ → ϕ/2.
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V daľśım budeme předpokládat vněǰśı elektromagnetické pole Aα za předem

pevně dané, a vlastńı elektromagnetické pole struny Aα
s v̊uči němu malé. Pak lze

vliv struny samu na sebe (electromagnetic self-interaction) zanedbat [4]. Struna

bude testovaćı a člen akce (2.18) proto dále neuvažujeme.

Variaćı akce (2.17) podle skalárńıho pole ϕ dostáváme

[√
−hhab(ϕ|a +Aa)

]

|b
= 0. (2.20)

Axiálńı symetrie implikuje ϕ|σσ = 0 i Aφ = Aσ 6= Aσ(φ), proto z rovnice (2.20)

plyne, že existuj́ı zachovávaj́ıćı se veličiny Ω a n, definované jako

Ω = ϕ|τ +Aτ , n = ϕ|σ, (2.21)

přičemž J2 ≡ (Ω2 + n2)/2.

Variaćı akce (2.17) podle indukované metriky hab źıskáme tenzor energie hyb-

nosti struny

Σττ =
Ω2 + (n+Aφ)

2

gφφ
+ µ, Σσσ =

Ω2 + (n+Aφ)
2

gφφ
− µ,

Σστ =
−Ω(n+Aφ)

gφφ
. (2.22)

Hustotu proudu generovaného strunou źıskáme variaćı Lagrangiánu z akce

(2.17) podle čtyřpotenciálu Aα

Jµ =
δL
δAµ

= −ρXµ
|τ + jXµ

|σ,
∂ρ

∂τ
=

∂j

∂σ
, (2.23)

kde vid́ıme, že kruhová struna má hustotu proudu podél struny j = n + Aφ a

konstantńı hustotu elektrického náboje ρ = Ω [6].

Variace akce (2.17) podle souřadnice Xµ vede na rovnice pohybu ve tvaru

D

dτ
Π(τ)

µ +
D

dσ
Π(σ)

µ = 0, (2.24)

kde jsme zavedli kanonické hybnosti

Π(τ)
µ ≡ ∂L

∂Ẋµ
= ΣτagµλX

λ
|a +ΩAµ, (2.25)

Π(σ)
µ ≡ ∂L

∂X ′µ
= ΣσagµλX

λ
|a − (n +Aφ)Aµ. (2.26)

Podobným postupem jako v části pro elektromagneticky neinteraguj́ıćı strunu

(část 1) dojdeme k Hamiltoniánu [6]

H =
1

2
gαβ(Πα − ΩAα)(Πβ − ΩAβ) +

1

2
gφφ

[

(Σττ )2 − (Στσ)2
]

(2.27)
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společně s Hamilton—Jacobiho rovnicemi

Pµ ≡ dXµ

dζ
=

∂H

∂Πµ
,

dΠµ

dζ
= − ∂H

∂Xµ
. (2.28)

Z prvńı rovnice (2.28) źıskáme vztah mezi kanonickými Πµ a mechanickými

hybnostmi Pµ ve tvaru

Pµ = Πµ −ΩAµ. (2.29)

Symetrie určuje zachovávaj́ıćı se veličiny - energii E a moment hybnosti L

−E = Πt = Pt +ΩAt, (2.30)

L = Πφ = gφφΣ
τσ +ΩAφ = −Ωn. (2.31)

Vliv elektromagnetického pole na dynamiku struny je srozumitelný, pokud

provedeme názorné srovnáńı s pohybem nabité částice v tomtéž poli. Hamiltonián

pro pohyb elektricky nabité testovaćı částice s hmotnost́ı m a nábojem q je [15]

Hp =
1

2
gαβ(Πα − qAα)(Πβ − qAβ) +

1

2
m2, Pµ = Πµ − qAµ. (2.32)

Budeme předpokládat, že částice ob́ıhá po kruhové orbitě s poloměrem x s kon-

stantńı úhlovou rychlost́ı ω = P φ/m. Energie částice E = −Πt i moment hybnosti

L = Πφ jsou zachovávaj́ıćı se veličiny.

Hamiltonián pro pohyb částice po kruhové orbitě (2.32) a Hamiltonián kru-

hové struny (2.27) v poli bodového náboje Q (2.15) jsou

Hp(1) =
1

2
P 2
x +

1

2
P 2
y − 1

2

(

E − qQ

r

)2

+
1

2
m2 +

L2

x2
, (2.33)

Hs(1) =
1

2
P 2
x +

1

2
P 2
y − 1

2

(

E − ΩQ

r

)2

+
1

2

(

µx+
J2

x

)2

. (2.34)

Pohyb částice v tomto př́ıpadě může být pouze centrálńı, nebot’ centrálńı je

symetrie elektrického pole. Rovinu pohybu lze volit jako ekvatoriálńı, kdy bude

nutně Py = 0. Pohyb částice z̊ustává regulárńı [15]. Na druhou stranu, pohyb

struny může prob́ıhat i mimo ekvatoriálńı rovinu (paralelně s ńı), ale v tomto

př́ıpadě již nejde o pohyb regulárńı, nýbrž obecně chaotický. V Hamiltoniánu

(2.34) vid́ıme p̊usobeńı radiálńı Columbické śıly ∼ ΩQ/r2 na element kruhové

struny s nábojem Ω; śıla je přitažlivá pro ΩQ < 0 a odpudivá pro ΩQ > 0.

Radiálńı silové pole poruš́ı symetrii v̊uči translaci kruhové struny podél osy y a

pohyb struny již nemůže být regulárńı, viz obr. 2.2(a).

Použijeme-li podmı́nku (2.21), můžeme zavést parametr ω1

ω1 =
1√
2

Ω

J
, −1 ≤ ω1 ≤ 1, (2.35)
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Obrázek 2.2. Vliv elektromagnetického pole na dynamiku struny. Struna v poli bo-
dového náboje Q (a) je ovlivněna sféricky symetrickou silou porušuj́ıćı symetrii úlohy
a zp̊usobuj́ıćı neregularitu pohybu. Struna v homogenńım magnetickém poli ~B pocit’uje
nové śıly snaž́ıćı se pouze změnit poloměr; konfigurace s n < 0 je z energetického hlediska
stabilněǰśı oproti n > 0 konfiguraci.

a vyjádřit funkci energetická hranice pohybu Eb(x, y) pro kruhovou strunu v poli

bodového náboje Q jako

Eb(x, y) = µx+
J2

x
+

√
2ω1JQ

r
. (2.36)

Př́ıpad ω1 = −1 odpov́ıdá situaci s opačnými náboji Q a Ω, ω1 = 0 nenabité

struně a ω1 = 1 souhlasným náboj̊um.

Dynamiku testovaćı částice a kruhové struny v homogenńım magnetickém

poli ~B orientovaném rovnoběžně s osou y (2.16) urč́ıme z Hamiltonián̊u pro

pohyb částice a struny (2.32-2.27)

Hp(2) =
1

2
P 2
x +

1

2
P 2
y − 1

2
E2 +

1

2

(

L

x
− qB

2
x

)2

+
1

2
m2, (2.37)

Hs(2) =
1

2
P 2
x +

1

2
P 2
y − 1

2
E2 +

1

2

(

µx+
J2

x
+

nB

2
x+

B2

8
x3

)2

. (2.38)

Zde elektromagnetické pole symetrii neporuš́ı; nezávislost obou Hamiltonián̊u na

souřadnici y znamená zachovávaj́ıćı se hybnost P 2
y a volný pohyb ve směru y.

Prvńı a druhý člen v závorce Hamiltoniánu pro pohyb struny (2.38) jsou nám

již známé vliv tenze µ a momentu hybnosti L. Srovnáńım s Hamiltoniánem pro

pohyb částice (2.37) vid́ıme, že třet́ı člen reprezentuje Lorentzovu śılu, vzniklou

proudem−n a p̊usob́ıćı ve směru x. Posledńı člen v závorce Hamiltoniánu (2.38) je
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hustota energie magnetického pole. Je zaj́ımavé, že člen reprezentuj́ıćı p̊usobeńı

śıly Lorentzovy se měńı jako ∼ x, tedy stejně jako člen pocházej́ıćı z tenze µ

struny - Lorentzova śıla generuje na kruhové struně
”
magnetickou tenzi“. Stejný

člen s významem Lorentzovské
”
tenze“ se objevuje i v př́ıpadě nabité částice.

Použijeme-li podmı́nku (2.21), můžeme zavést parametr ω2

ω2 = − 1√
2

n

J
, −1 ≤ ω2 ≤ 1, (2.39)

a vyjádřit funkci energetická hranice pohybu pro kruhovou strunu Eb(x, y) v

homogenńım magnetickém poli ~B ve tvaru

Eb(x) = µx+
J2

x
− ω2JB√

2
x+

B2

8
x3. (2.40)

Př́ıpady ω2 = ±1 odpov́ıdaj́ı proud̊um tekoućım podél struny v kladném a

záporném směru, ω2 = 0 struně bez proudu.

Z vyšetřováńı stability proudové smyčky v magnetickém poli B > 0 v́ıme, že

pro n > 0 (ω2 < 0) bude kruhová struna v nestabilńı, pro n < 0 (ω2 > 0) ve

stabilńı pozici, viz obr. 2.2(b).



Kapitola 3

Kruhová struna v okoĺı kompaktńıho

objektu

V této části rozebereme podrobně pohyb kruhové struny ve Schwarzschildově a

Kerrově geometrii, popisuj́ıćı kompaktńı objekt - černou d́ıru nebo nahou singu-

laritu. Následně shrneme výsledky pro vliv kosmologické konstanty.

3.1. Kruhová struna ve Schwarzschildově geometrii

Uvažujeme sféricky symetrickou metriku vyjádřenou délkovým elementem

ds2 = −A(r)dt2 +A−1(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 dφ2). (3.1)

Pro Schwarzschild̊uv prostoročas má charakteristická funkce A(r) tvar

A(r) = 1− 2M

r
, (3.2)

kde M je hmotnost kompaktńıho objektu - černé d́ıry. Podmı́nka A(r) = 0 určuje

pozici horizontu na rh = 2M , oblast prostoročasu r < rh nazýváme dynamickou

oblast́ı [15]. V následuj́ıćım textu se omeźıme pouze na r > rh.

Je vhodné použ́ıvat bezrozměrných souřadnic r → r/M a také zavést bez-

rozměrný parametr J → J/M a energii E → E/M .

Funkce energetická hranice pohybu (1.31) má pro kruhovou strunu ve Sch-

warzschildově metrice tvar

Eb(r, θ) =

√

(

1− 2

r

)(

J2

r sin θ
+ r sin θ

)

. (3.3)

Pro zavedenou funkci Eb(r, θ) plat́ı Eb → +∞ pro r → ∞, a Eb → 0 pro

r → 2M . Na horizontu rh, kde A(r) = 0, nemůžeme sestavit hranici pro pohyb;

pod horizontem rh plat́ı A(r) < 0 a funkce Eb(r, θ) zde neńı dobře definována.

Prvńı podmı́nka pro existenci stacionárńıch bod̊u (1.32) funkce Eb(r, θ) vede

na rovnici vyjádřenou v kartézských souřadnićıch (1.2)

x3 − x2 − J2x+ 3J2 = 0, (3.4)

21
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Obrázek 3.1. Klasifikace možných typ̊u hranice pohybu ve Schwarzschildově pro-
storočase. Na levém obrázku vid́ıme funkci JE(x) (tlustá černá čára) určuj́ıćı pozici
extrémů funkce Eb(x) v ekvatoriálńı rovině pro zvolený proud J . Čárkovaně jsou vy-
značeny křivky JL1,L2 vymezuj́ıćı možnost struny utéci do nekonečna podél osy y. Oblast

”
jeźırek“, neboli uzavřených hranic pohybu, je znázorněna šedě. Na pravém obrázku je
situace zachycena z pohledu parametr̊u J a E. Tlustou černou čárou je vyznačeno maxi-
mum a minimum funkce Eb(x), čárkovaná př́ımka je podmı́nka E = 2J pro únik struny
do nekonečna v y směru. Jednotlivá č́ısla odkazuj́ı na konkrétńı ukázky pr̊uběh̊u funkce
Eb(x, y), uvedených na obr. 3.2.

kde druhá podmı́nka (1.33) dává rovnici y = 0 - stacionárńı body mohou exis-

tovat pouze v ekvatoriálńı rovině. Nejev́ı se výhodné řešit kubickou rovnici (3.4)

vzhledem k souřadnici x, je lepš́ı vyjádřit ji pomoćı parametru J jako

J2 = J2
E ≡ x2(x− 1)

x− 3
. (3.5)

Funkce JE(x) je vykreslena na obr. 3.1 - pevně daný proud J (konstanta pohybu)

zde tvoř́ı př́ımku a jej́ı pr̊useč́ıky s funkćı JE(x) pak udávaj́ı x pozici stacionárńıch

bod̊u funkce Eb(x, y) v ekvatoriálńı rovině y = 0.

Vyšetřeńım pr̊uběhu funkce J2
E(x) zjist́ıme, pro které hodnoty proudu J je

dovolena existence stacionárńıch bod̊u pro Eb(r, θ). Omeźıme-li se v rovině y = 0

pouze na oblast nad horizontem x > rh, pak funkce J2
E diverguje na x = 3 a v

nekonečnu. Funkce J2
E(x) má minimum v

xmin =
5 +

√
13

2
∼ 4.303, J2

E(min) =
47 + 13

√
13

2
, JE(min) ∼ 6.85. (3.6)

Funkce energetická hranice pohybu Eb(r, θ) má dva extrémy1 pro J > JE(min).

1 Na obr. 3.1 vid́ıme dva pr̊useč́ıky př́ımky konstantńıho J s funkćı JE(x).
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Obrázek 3.2. Čtyři možné typy pr̊uběhu funkce energetická hranice pohybu Eb(x, y)
ve Schwarzschildově prostoročase, viz obr. 3.1. Šedě je vyznačena oblast pod horizontem,
tlustá křivka je hranice pro pohyb struny E = Eb(x, y), tenká pak konkrétńı trajektorie.
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Pro J = JE(min), má funkce Eb(r, θ) inflexńı bod na xmin. Pro proud J < JE(min)

funkce Eb(r, θ) nemá extrémy.

Struna může utéci do nekonečna podél osy y, pokud je velikost jej́ı energie E

alespoň jako minimálńı energie v nekonečnu Emin(flat) (2.11)

Eb(x, y, J) = Emin(flat)(J) = 2J. (3.7)

Tuto podmı́nku můžeme vyjádřit vzhledem k parametru J a zavést funkce

JL1,L2(x) ve tvaru

JL1 =
x(
√
x+

√
2)√

x− 2
, JL2 =

x(
√
x−

√
2)√

x− 2
. (3.8)

Podmı́nka pro nemožnost úniku struny do nekonečna (3.7) pak nabývá tvaru

JL1(x, y) < J < JL2(x, y). (3.9)

Obě funkce JL1,L2(x) jsou zakresleny na obr. 3.2. Existuje pouze minimum funkce

JL1(x), umı́stěné na

xL1(min) =
9 +

√
17

4
∼ 3.3, (3.10)

a souhlaśıćı s pr̊useč́ıkem funkćı JL1(x) a JE(x).

Nyńı již můžeme tvar energetické hranice pro pohyb struny E = Eb(x, y)

klasifikovat z hlediska topologie, tj. podle toho zda-li je otevřená ve směr x nebo

y. Ve směru x → ∞ struna uniknout do nekonečna nemůže - zabraňuje tomu tenze

struny µ. Dále existuje bariéra pro x → 0 -
”
prokmitnut́ı“ struny do záporných

hodnot souřadnice x zabraňuje proud J (moment hybnosti) na struně. Zbývá

tedy jen možnost otevřeńı hranice do nekonečna ve směru y a směrem k horizontu

jelikož plat́ı Eb(rh, θ) = 0.

Proto ve Schwarzschildově prostoročase můžeme nalézti čtyři možné tvary

hranice pohybu E = Eb(r, θ); označujeme je č́ısly od 1 do 4:

1. V prvńım př́ıpadě J < JL2 je hranice otevřená jak v x tak i y směru a struna

může utéci do nekonečna podél osy y, nebo může být černou d́ırou pohlcena.

2. Struna v druhém př́ıpadě JL2 < J < JE nemá dostatečnou energii a nemůže

utéci do nekonečna podél osy y; zároveň je hranice pro pohyb otevřená

směrem k horizontu černé d́ıry. V tomto př́ıpadě můžeme předpokládat, že

struna bude časem černou d́ırou pohlcena.

3. Hranice pohybu pro třet́ı př́ıpad JL2 < J < JE tvoř́ı uzavřenou křivku

- struna je polapena uvnitř
”
jeźırka“ okolo minima funkce Eb(r, θ). Pokud

je struna umı́stěná př́ımo v tomto minimu, setrvává zde v klidu, a
”
jeźırko“

pak tvoř́ı pouze tento jediný bod. Minimum funkce Eb(r, θ) lež́ıćı nejbĺıže

horizontu černé d́ıry je umı́stěné těsně nad pozićı xmin ∼ 4.3 viz (3.6), což

je mı́sto mezi fotonovou (xph = 3) a mezńı stabilńı orbitou (xISCO = 6) pro

částice pohybuj́ıćı se ve Schwarzschildově metrice [15].
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4. Pro čtvrtý př́ıpad JL1 < J neexistuje možnost polapeńı černou d́ırou a

hranice je otevřená podél osy y, kudy struna může utéci do nekonečna.

Energetická hranice pouze vymezuje oblasti jichž může struna s energíı E

dosáhnout, konkrétńı trajektorie je přesně určena až počátečńımi podmı́nkami

x(0), y(0), Px(0), Py(0). Názorné př́ıklady uvedených typ̊u hranice jsou vykresleny

na obr. 3.2.

Pohyb kruhové struny v hranićıch typu 1 a 4 (zde je možnost úniku struny

do nekonečna) budeme podrobně zkoumat v části 4.1, jakožto potencionálńıho

modelu jet̊u. Trajektoríım struny v hranici typu 3 se budeme věnovat v části 4.2,

kde ukážeme nár̊ust chaotičnosti pohybu pro vzr̊ustaj́ıćı energii struny.

3.2. Kruhová struna v Kerrově geometrii

3.2.1. Kerrova geometrie

Kerrovu černou d́ıru (BH), nebo nahou singularitu (NS) popisujeme Kerrovou

geometríı, ve standardńıch Boyer-Lindquistových souřadnićıch

ds2 = −
(

1− 2Mr

R2

)

dt2 − 4Mra sin2 θ

R2
dtdφ (3.11)

+

(

r2 + a2 +
2Mra2

R2
sin2 θ

)

sin2 θ dφ2 +
R2

∆
dr2 +R2 dθ2,

kde a znač́ı spin a M hmotnost,

R2 = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 − 2Mr + a2. (3.12)

Předpokládáme podmı́nky 0 < a < M pro BH a M < a pro NS, fyzikálńı

singularita lež́ı na kroužku r = 0, θ = π/2. Je výhodné použ́ıt Kerr-Schildovy

”
kartézské“ souřadnice, svázány s Boyer-Lindquistovými souřadnicemi relacemi2

x = (r2 + a2)1/2 sin θ cos
[

φ− tan−1
(a

r

)]

, (3.13)

z = (r2 + a2)1/2 sin θ sin
[

φ− tan−1
(a

r

)]

, (3.14)

y = r cos θ. (3.15)

Naše kruhová struna má axiálńı symetrii a proto nás budou zaj́ımat pouze

řezy s konstantńı souřadnićı φ; můžeme zvolit co nejvýhodněǰśı řez

φ = tan−1 (a/r) (3.16)

2 Oproti standardńı notaci, jsme zaměnili osy z ↔ y.
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Obrázek 3.3. Ukázka řezu zploštěných sférických souřadnic (3.17) s a = 1.1. Body
x = ±a, y = 0 jsou označeny kroužkem, tlustá čára je pro ‖x‖ < a, y = 0.

a t́ım źıskáme souřadnicovou transformaci v rovině r, θ (x, y)

x =
√

r2 + a2 sin θ, y = r cos θ. (3.17)

V tomto řezu vid́ıme z fyzikálńı singularity dva body umı́stěné na [x, y] = [± a, 0].

Opět budeme pracovat v bezrozměrných souřadnićıch, přeškálujeme také spin

a → a/M .

Oproti Kerrovým BH a < 1, kde existuj́ı horizonty, neobsahuj́ı Kerrovy NS

a > 1 žádný horizont událost́ı. Dynamická oblast mezi horizonty rh± je určena

podmı́nkou

∆ = r2 − 2r + a2 < 0, rh± = 1±
√

1− a2. (3.18)

Podrobné informace o Kerrově metrice lze naj́ıt např. v [15]. Uvedeme pouze

užitečnou identitu platnou v Kerrově metrice

g2tφ − gttgφφ = ∆sin2(θ). (3.19)

Předchoźı vyšetřený př́ıpad Schwarzschildovy BH budeme považovat za speciálńı

př́ıpad Kerrovy BH se spinem a = 0.

Funkce energetická hranice pohybu (1.31) má v př́ıpadě Kerrovy metriky tvar

Eb(r, θ) =
4aωJ2r

(ω2 + 1)G
+
√
∆

(

J2R2

G sin(θ)
+ sin(θ)

)

, (3.20)

kde

G =
(

a2 + r2
)

R2 + 2a2r sin2(θ). (3.21)
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(a) J = 0, a = 0 (b) J = 0, a = 0.99 (c) J = 0, a = 1.1

(d) J = 0.1, a = 0 (e) J = 0.1, a = 0.99 (f) J = 0.1, a = 1.1

(g) J = 1.1, a = 0 (h) J = 1.1, a = 0.99 (i) J = 1.1, a = 1.1

Obrázek 3.4. Funkce energetická hranice Eb(x, y) pro významné hodnoty parametr̊u J
a a. Vliv parametru ω můžeme pro malé hodnoty J zanedbat, zde uvád́ıme pouze př́ıpad
ω = 0. V dynamické oblasti funkce Eb(x, y) neńı definovaná - prázdné oblasti,

”
rohy“

označuj́ı umı́stěńı fyzikálńı singularity. Zřetelně je vidět, že i minimálńı proud J vytvoř́ı
bariéru zabraňuj́ıćı

”
prokmitu“ (změnu znaménka souřadnice x) při pohybu struny. V

př́ıpadě NS je struně dovoleno pohybovat se i pod singularitou. Definičńı obor funkce
Eb(x, y) (rovina x-y) je ukázán pro a = 1.1 na obr. 3.3.

Je zřejmé, že funkce Eb(r, θ) neńı definovaná pro dynamickou oblast (3.18)

Kerrova prostoročasu.

Hlavńı d̊uraz při vyšetřováńı dynamiky kruhové struny pro BH budeme klást

pro oblast nad vněǰśım horizontem odkud, struna může dosáhnout nekonečna.
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3.2.2. Nambu—Goto struna

Chceme-li pochopit, jak p̊usob́ı gravitace a spin kompaktńıho objektu na dy-

namiku kruhové struny, je vhodné nejprve zkoumat jednoduš́ı př́ıpad klasické

Nambu—Goto struny, neboli struny pouze s tenźı a bez proudu J = 0.

Později v sekci 4.1 uvid́ıme, že malé proudy J ∼ 0 jsou velice d̊uležité pro

ultra-relativistické urychleńı struny ve směru y.

Funkce hranice pohybu Eb (3.20) se pro J = 0 zjednodušuje na tvar

E2
b(r, θ) = g2tφ − gttgφφ = sin2(θ)(a2 − 2r + r2). (3.22)

Tato funkce je vykreslena v souřadnićıch x, y (3.17) pro reprezentativńı hodnoty

spinu a ∈ {0, 0.99, 1.1} na prvńım řádku obr. 3.4. Je ukázáno chováńı v okoĺı

počátku souřadnic, kde je pr̊uběh funkce Eb(x, y) rozd́ılný; všechny tři př́ıpady

se sjednot́ı pro velké vzdálenosti od počátku souřadnic.

Kritické body funkce Eb(x, y), kde je derivace nulová nebo neexistuje, jsou

(a) maximum A = [±a, 0]; Eb(A) = a, (3.23)

(b) sedlo B = [±
√

1 + a2, 0]; Eb(B) =
√

1 + a2, (3.24)

(c)
”
udoĺı“ x = 0; Eb(0, y) = 0. (3.25)

Struna umı́stěná do maxima v bodě (a) (
”
špička rohu“) reprodukuje Kerrovu

kruhovou singularitu. Bod (b) je sedlo mezi maximem v (a) a nár̊ustem funkce

Eb(x, y) pro zvyšuj́ıćı se souřadnici x. Body (c) odpov́ıdaj́ı ose y, struna zde

umı́stěná lež́ı v
”
udoĺı“ funkce Eb(x, y) a má nulový poloměr. Ve všech třech

př́ıpadech (a,b,c) může být struna v klidu, v př́ıpadech (a) a (b) se jedná o

pozice nestabilńı v̊uči perturbaćım, př́ıpad (c) je stabilńı ve směru souřadnice x.

Pro strunu bez proudu a s nenulovým poloměrem neexistuje stabilńı mi-

nimu, což je zp̊usobeno nulovým momentem hybnosti struny (1.29). Na uve-

deném př́ıpadě kruhové struny bez proudu J = 0 vid́ıme pouze účinek gravitace

a strunové tenze na funkci energetická hranice pohybu Eb(x, y). Př́ıpad struny

s nenulovým proudem v plochém prostoročase byl podrobně rozebrán v části 2,

zde funkce Eb(x, y) nabývá tvaru dlouhého údoĺı s nejnižš́ı část́ı v x = J pro

všechna x. V obecném př́ıpadě (libovolné parametry a, J, ω, vliv gravitace) má

funkce Eb(x, y) poměrně komplikovaný pr̊uběh, viz srovnáńı na obr. 3.4. Toto

složité chováńı si lze představit jako kombinovaný efekt proudu J v plochém

prostoročase (2.7) a vlivu metriky (gravitace) pro J = 0, viz (3.22). Zaj́ımavý

pr̊uběh má funkce Eb(x, y) zvláště v okoĺı počátku souřadnic, viz řezy ekvatoriálńı

rovinou na obr. 3.5.

3.2.3. Struna se skalárńım polem

Pro strunu nesoućı skalárńı pole J 6= 0 a maj́ıce tak moment hybnosti,

můžeme vyjádřit funkci energetická hranice pohybu Eb(r, θ) v Kerr—Schildových
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Obrázek 3.5. Řezy funkćı Eb(x, y) v ekvatoriálńı rovině y = 0 v bĺızkosti singularity
(pozice určena tečkovanou čárou) pro NS s a = 1.1. Zobrazeny jsou r̊uzné hodnoty
proudu J ; jednotlivé hodnoty parametru ω jsou rozlǐseny jako −1 (čárkovaná), 0 (plná)
a 1 (čerchovaná) křivka.

souřadnićıch x, y (3.17) jako

Eb(x, y) =
{x+ J2

x pro x ≤ a, y = 0

Eb[r(x, y), θ(x, y)] jinde,
(3.26)

kde jsme dodefinovali funkci Eb(x, y) i pro x ≤ a, y = 0 tak, aby byla spojitá.

V mı́stě singularity [x, y] = [a, 0] je funkce definovaná jako Eb(a, 0) = a+ J2/a,

nicméně limita funkce Eb(r, θ) dává hodnotu

lim
r→0

Eb(r, π/2) = a+
2J2ω

a(1 + ω2)
. (3.27)

Jediná neodstranitelná nespojitost proto přež́ıvá v mı́stě singularity pro hodnoty

proudu J > 0 a hodnoty parametru ω ∈ {0,−1}, viz obr. 3.5. Pro př́ıpad ω = −1

existuje v bĺızkém okoĺı nahé singularity oblast negativńıch energíı, viz čárkovaná

křivka na obr. 3.5(c). Nutno podotknout, že v př́ıpadě Kerrovy BH z̊ustává sin-

gularita skryta pod vněǰśım horizontem, kam pohyb struny nesledujeme.

Daleko od počátku souřadnic, kde je již prostoročas téměř plochý, převládnou

ve funkci E(x, y) členy, které již známe z vyšetřováńı dynamiky struny v plochém

prostoročase

Eb(flat)(x) = lim
y→∞

Eb(x, y) = x+
J2

x
. (3.28)

Extrém funkce (kritický bod) může nastat v bodech, kde je derivace nulová

(stacionárńı body), nebo derivace neexistuje. Stacionárńı body funkce Eb(r, θ)

můžeme z podmı́nek na jejich existenci (1.32-1.33) vyjádřit vzhledem k parametru

J a rozdělit do dvou skupin
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Obrázek 3.6. Př́ıklady pohybu struny J = 2 v okoĺı nahé singularity a = 1.1, srovnej
s obr. 3.5(c). Ve všech třech př́ıpadech startuje struna z klidu z bodu [r0, θ0] = [1, π/2+
0.3] pokaždé ale s jinou energíı. Pro př́ıpad ω = −1 je předvedena trajektorie struny s
negativńı enegíı E < 0.

• body lež́ıćı v ekvatoriálńı rovině, zde plat́ı

J2 = J2
(E)r(r, π/2), θ = π/2 (3.29)

• body lež́ıćı mimo ekvatoriálńı rovinu, zde plat́ı

J2 = J2
(E)r(r, θ), J2 = J2

(E)θ(r, θ) (3.30)

Nově zavedené funkce J2
(E)r(r, θ) a J2

(E)θ(r, θ) jsme źıskali z podmı́nky na nu-

lovost parciálńı derivace funkce Eb(r, θ) podle souřadnice r (1.32) a θ (1.33) jako

J2
(E)r(r, θ) ≡ (1 + ω2)G2(2r − 2) sin2(θ)

8a
√
∆ω sin(θ)F1 + (1 + ω2)(G(2(r − 1)R2 + 4r∆)− F2)

,

F1 = G− 4r4 − 2a2r2 − 2a2r
(

r cos2(θ) + sin2(θ)
)

, (3.31)

F2 = 4R2∆
(

r
(

a2 + 2r2
)

+ a2
(

r cos2(θ) + sin2(θ)
))

, (3.32)

J2
(E)θ(r, θ) ≡ (1 + ω2)G2

(1 + ω2)(2Ga2 +R2[G csc2(θ)− 2a2∆])− 8a3ω
√
∆r sin(θ)

.

Stejně jako v př́ıpadě Schwarzschildovy BH, i zde plat́ı, že pro pevně daný proud

J , udávaj́ı rovnice (3.29) a (3.30) souřadnice stacionárńıho bodu funkce Eb(r, θ).

Dále je pro klasifikaci pr̊uběhu funkce Eb(x, y) d̊uležité, zda-li je př́ıslušná

hranice otevřená ve směru y - struna tudy může utéci do nekonečna. Struně se

může podařit utéci do nekonečna podél osy y pokud má dostatečnou energii E,

neboli

E > Eb(0)min = 2J, (3.33)

kde Eb(0)min je minimálńı energie struny v nekonečnu, viz část 2. Pokud kruhová

struna nemá dostatečnou energii, může být BH polapena, nebo být uzavřena v
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Obrázek 3.7. Pro r̊uzné hodnoty parametru a a ω je předveden (jako černá tlustá
křivka) pr̊uběh funkce J(E)eq(r), která určuje extrémy funkce Eb(x, y) v ekvatoriálńı ro-
vině. Dynamická oblast Kerrova prostoročasu je vyznačena šrafováńım. Tečkované křivky
jsou funkce JL1(r) a JL2(r) vyjadřuj́ıćı podmı́nku, zda-li má struna dostatek energie pro
únik do nekonečna. Tyto křivky ohraničuj́ı šedou oblast existence

”
jeźırek“ - uzavřených

hranic pro pohyb struny. Uvnitř
”
jeźırka“ lež́ı minimum funkce Eb(x, y) - stabilńı klidová

pozice pro pohyb struny. V př́ıpadě BH, je pro ω > 0 šedá oblast bĺıže vněǰśımu horizontu,
pro ω < 0 dále.

pevně ohraničené oblasti -
”
jeźırka“ funkce Eb(x, y). Podmı́nku (3.33) můžeme

také vyjádřit vzhledem k parametru J jako

JL1,L2 =

(1 + ω2)G±
√

(1 + ω2)G
(

(1 + ω2)(G−∆R2)− 4arω sin(θ)
√
∆
)

(1 + ω2) csc(θ)
√
∆R2 + 4arω

,

(3.34)

kde + znač́ı JL1 a − znač́ı JL2. Pokud je funkce Eb(x, y) uzavřená ve směru x

i y a tvoř́ı tak uzavřenou křivku, pak je struna polapena v ohraničené oblast́ı -

funkce Eb(x, y) tvoř́ı ”
jeźırko“ s minimem uvnitř.

3.2.3.1. Extrémy v ekvatoriálńı rovině

Tı́m, že jsme v ekvatoriálńı rovině y = 0 dodefinovali funkci Eb(x, y) také pro

body pod singularitou a < 0, viz (3.26), źıskáme maximum v mı́stě Kerrovy

singularity [x, y] = [a, 0]. Pro malé hodnoty proudu J < a také sedlo na x = J .

Tyto body lež́ı pod vněǰśım horizontem pro př́ıpad Kerrovy BH.
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Obrázek 3.8. Existence extrémů funkce Eb(r, θ) v ekvatoriálńı rovině v závislosti na
parametru a. Černé křivky udávaj́ı pozici horizont̊u a ohraničuj́ı vyšrafovanou dynamic-
kou oblast. Šedou barvou je vyznačen region, kde funkce je J2

(E)eq(r) kladná - zde mohou
existovat extrémy funkce Eb(r, θ). Oblast výskytu maxim funkce Eb(r, θ) je od oblasti
minim oddělena tlustou černou čárou - jedná se o extrémy funkce J2

(E)eq(r), viz obr. 3.7.
Tento obrázek slouž́ı ke klasifikaci možných typ̊u chováńı funkce Eb(r, θ) pro Kerrovy
BH i NS.

Nyńı vyšetř́ıme extrémy funkce Eb(x, y) v ekvatoriálńı rovině nad singularitou

x > a. V této oblasti můžeme bez problémů použ́ıvat souřadnici r mı́sto eliptické

x a mı́sto extrémů funkce Eb(x, y) vyšetřovat funkci Eb(r, θ).

V ekvatoriálńı rovině θ = π/2 dostáváme z rovnic pro existenci stacionárńıch

bod̊u (3.31-3.32) podmı́nku vyjádřenou vzhledem k parametru J

J = J2
(E)eq(r) ≡ J2

(E)r(r, π/2), (3.35)

kde jsme zavedli funkci

J2
(E)eq(r) =

(r − 1)
(

ω2 + 1
) (

a2(r + 2) + r3
)2

4aω
√
∆(a2 + 3r2) + (ω2 + 1) (a2r (r2 − 3r + 6)− 2a4 + r5 − 3r4)

.

(3.36)

Funkce J2
(E)eq(r) je pro významné kombinace parametr̊u a, ω ukázána na obr.

3.7. Zvolený proud J tvoř́ıćı př́ımku prot́ıná funkci J2
(E)eq(r) a t́ım určuje počet a

pozici stacionárńıch bod̊u funkce Eb(r, θ). Vid́ıme, že pro malé hodnoty proudu

J extrémy existovat nemuśı, pro vyšš́ı hodnoty může existovat extrémů v́ıce.

Je vhodné určit i extrémy funkce J2
(E)eq(r), s jejichž pomoćı můžeme rozlǐsovat

mezi maximy a minimy funkce Eb(r, θ). Tato vlastnost plyne ze spojitosti funkce

Eb(r, θ) - mezi dvěma maximy muśı ležet minimum. Má-li např́ıklad funkce

J2
(E)eq(r) na rmin minimum Jmin pak pro J > Jmin v okoĺı bodu rmin existuj́ı

dva stacionárńı body - maximum a minimum pro funkci Eb(r, θ). Pro J = Jmin

bude v rmin inflexe Eb. Pokud proud sńıž́ıme J < Jmin extrémy funkce Eb(r, θ) v

okoĺı bodu rmin zmiźı. Existence extrémů funkce J2
(E)eq(r) v závislosti na Kerrově
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Obrázek 3.9. Významné poloměry pro pohyb kruhové struny v Kerrově metrice

ve srovnáńı s poloměry kruhových ekvatoriálńıch orbit částic. Tučně je vyznačen

vněǰśı horizont BH rh, dále pak fotonová rph, mezńı vázaná rmb a mezńı stabilńı

rms orbita pro pohyb částic [16]. Čárkovaně jsou nakresleny orbity prográdńı

(direct (+)) ob́ıhaj́ıćı ve směru rotace Kerrovy metriky, tečkovaně pak orbity re-

trográdńı (retrograde (−)) ob́ıhaj́ıćı v protisměru. Mezńı stabilńı pozice kruhové

struny sms je určena minimem funkce J(E)eq(r), a mezńı vázaná pozice smb pak

minimálńı hodnotou souřadnice r pro kterou je funkce J(E)eq(r) ještě definována,

viz obr. 3.7. Ṕısmeno s je pro poloměr použito kv̊uli přehlednosti.

rotačńım parametru a je uvedena na obr. 3.8. Zde vid́ıme, že pro ω ∈ {−1, 1}
existuj́ı pouze dva rozd́ılné typy chováńı extrémů pro Eb(r, θ): Kerr BH a Kerr

NS, nicméně pro ω = 0 máme typy tři Kerr BH, Kerr NSa a Kerr NSb. Jinými

slovy, můžeme rozlǐsit tři typy (ω ∈ −1, 0, 1) chováńı funkce Eb(r, θ) v ekva-

toriálńı rovině pro Kerr BH (viz obr. 3.7(b,c,d)). Pro Kerr NS existuj́ı typy čtyři

(viz obr. 3.7(e,f,g,h), typ ω = 0 má dva podpř́ıpady: př́ıpad 1 < a < acrit a př́ıpad

Kritická hodnota parametru acrit byla určena numericky

acrit
.
= 1.169052. (3.37)

Pozice co nejbĺıže horizontu, na nichž může být struna v klidu, urč́ıme opět

z pr̊uběhu funkce Eb(x, y). Pro Kerrovy BH máme v ekvatoriálńı rovině y = 0
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Obrázek 3.10. Vývoj
”
jeźırek“ - uzavřené hranice E = Eb(x, y) (černá tlustá křivka)

pro strunu s energíı E, v okoĺı mimo ekvatoriálńıho minima (černý kř́ıžek) funkce
Eb(x, y). Šedé vrstevnice znač́ı hranice pro pohyb struny s jinou energíı a poskytuj́ı
tak pohled na tvar funkce Eb(x, y). Kerrova singularita se nalézá v bodě [a = 1.1, 0].
Na prvńım obrázku má struna energii vetš́ı než E > 2J a může jak utéci do nekonečna,
tak i přej́ıt přes ekvatoriálńı rovinu. Na druhém obrázku již tato energetická podmı́nka
splněna neńı a struna je uzavřena v mimo ekvatoriálńım jeźırku. Na posledńım obrázku
jsou obě mimo ekvatoriálńı jeźırka propojena.

nestabilńı pozici smb v maximu Eb(x) a stabilńı pozici sms v minimum Eb(x);

tyto poloměry struny svými vlastnostmi odpov́ıdaj́ı mezńı vázané rmb a mezńı

stabilńı rms orbitě pro pohyb částic na kruhových drahách [16].

Pro 0 ≤ a < 1 a ω = ±1 plat́ı, že strunový mezńı vázaný poloměr smb je

roven fotonové orbitě rph a strunový mezńı stabilńı poloměr sms lež́ı mezi rmb a

rms, viz obr. 3.9. Připomeňme, že hodnota ω = 1 odpov́ıdá pozitivńımu momentu

hybnosti kruhové struny L, hodnota ω = −1 negativńımu L. Pro př́ıpad ω = 0,

struna nemá moment hybnosti L = 0, viz rovince (1.16) a (1.29).

3.2.3.2. Extrémy mimo ekvatoriálńı rovinu

K nalezeńı stacionárńıch bod̊u funkce Eb(x, y) mimo ekvatoriálńı rovinu

použijeme vztah (3.30)

J2
(E)r(r, θ) = J2

(E)θ(r, θ), (3.38)

kde připoušt́ıme pouze kladné hodnoty funkćı J2
(E)r, J

2
(E)θ (3.31-3.32). Bohužel

uvedená podmı́nka (3.38) vede na velice komplikovanou implicitńı funkci

souřadnic r, θ a explicitńı výraz pro pozici mimo ekvatoriálńıch stacionárńıch

bod̊u nebyl nalezen - muśıme si vystačit pouze s numerickými výpočty.

Jednoduchou úvahou zjist́ıme, že nejnižš́ı část funkce E(x, y) lež́ı v okoĺı

počátku souřadnic, kde je gravitačńı p̊usobeńı nejsilněǰśı. Efekt proudu na struně

vytvoř́ı sńıžeńı v ekvatoriálńı rovině na x ∼ J , zároveň pro J < a existuje maxi-

mum v mı́stě singularity na x = a. Popsané efekty jsou zodpovědné za existenci

mimo ekvatoriálńıch minim (
”
jeźırek“) a dále plyne, že tato minima mohou exis-

tovat pouze v okoĺı počátku souřadnic a pro proudy J < a. Vzhledem k symetrii
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Obrázek 3.11. Př́ıklady pohybu struny v okoĺı Kerrovy singularity umı́stěné v bodě
[a, 0]. Černá klikatá čára je trajektorie struny s energíı E, tlustá křivka je hranice pro
pohyb E = Eb(x, y). Šedé vrstevnice jsou hranice pro jiné energie.

y ↔ −y modelu vyskytuj́ı se tato jeźırka vždy v páru. Jiné extrémy než minima,

funkce Eb(x, y) mimo ekvatoriálńı rovinu nemá.

3.2.4. Klasifikace pohybu struny v poli Kerrovy BH a NS

Pro pohyb strun v okoĺı Kerrovy BH existuj́ı čtyři možné typy hranice, klasifi-

kujeme je podle dvou vlastnost́ı: zda-li struna může uniknout do nekonečna ve

směru y a zda-li může být černou d́ırou pohlcena. Př́ıklady všech čtyř možných

typ̊u funkce hranice pohybu Eb(x, y) pro BH jsou na obr. 3.2.

V př́ıpadě Kerrovy NS možnost pohlceńı zaniká, z hlediska topologie hranice

pohybu zbývá jen možnost, zda-li struna může uniknout do nekonečna ve směru

y či nikoliv. Ovšem samotný pr̊uběh funkce Eb(x, y) je pro NS mnohem kom-

plikovaněǰśı, než pro BH, jelikož nyńı má struna př́ıstup i do oblasti, jenž byla

skryta pod vněǰśım horizontem. Pro NS existuj́ı nové možnosti hranice pohybu -

mimo ekvatoriálńı jeźırka a jeźırka pobĺıž singularity. Př́ıklady jednotlivých typ̊u

funkce hranice pohybu Eb(x, y) pro NS jsou na obr. 3.13

Možné chováńı hranice pohybu struny v Kerrově BH a NS metrice vzhledem

k parametr̊um a a ω můžeme klasifikovat následovně (viz obr. 3.12)

• Schwarzschildova BH

Pro nerotuj́ıćı (a = 0) BH existuj́ı stacionárńı body pouze v ekvatoriálńı

rovině. Funkce J2
(E)eq(x), určuj́ıćı extrémy, má pouze jedno minimum J2

min -

viz obr. 3.8(a). Pro proudy J > Jmin existuje vždy maximum a minimum pro

hranici pohybu Eb(x, 0), pro proudy J < Jmin žádné extrémy funkce Eb(x, 0)

neexistuj́ı. V př́ıpadě pohybu struny v okoĺı Schwarzschildovy BH můžeme

mı́t čtyři typy hranice pohybu, viz obr. 3.2. Celková klasifikace vzhledem k

parametr̊um E, J je zachycena na obr. 3.12(a).

• Kerr BH ω = −1

V př́ıpadě struny s negativńım momentem hybnosti L, viz. rovnice (1.15) a

(1.29), máme extrémy Eb(x, y) pouze v ekvatoriálńı rovině. Funkce J2
(E)eq(x)

má opět pouze jedno minimum J2
min nad vněǰśım horizontem, obr. 3.8(b).
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Obrázek 3.12. Klasifikace možných hranic pro pohyb struny v Kerrově metrice z po-
hledu nejd̊uležitěǰśıch parametr̊u - energie E a proudu J . Tlusté černé čáry znač́ı maxima
a minima funkce energetická hranice pohybu Eb(x, y) v ekvatoriálńı rovině. Minima
Eb(x, y = 0) určuj́ı, kde bude vytvořeno jeźırko, maxima Eb(x, y = 0) zabraňuj́ı otevřeńı
hranice směrem k horizontu a polapeńı struny. Možnost struny utéci do nekonečna podél
osy y je vyznačena čárkovanou př́ımkouE = 2J , pod touto křivkou nemá struna dostatek
energie k úniku. Šedou je vyznačena oblast existence

”
jeźırek“ - uzavřených hranic pro

trajektorii struny, omezuj́ıćıch pohyb struny pouze na určitou oblast. Tenká černá čára u
Kerr NS označuje hodnotu funkce energetická hranice pohybu Eb(r → 0, θ = π/2) tedy
těsně pod singularitou. Čı́sla v grafu uvedená, odkazuj́ı na konkrétńı ukázky hranice
E = Eb(x, y) na obr. 3.2 (pro BH) a 3.13 (pro NS). Oblast nepř́ıpustných konfiguraćı
parametr̊u E a J je označena symbolem ∄. Pro Kerrovy BH (prvńı řada obrázk̊u) neńı
situace odlǐsná od již zkoumaného pohybu kruhové struny ve Schwarzschildově metrice,
viz obr. 3.1. Pro Kerrovy BH se pouze posunuj́ı extrémy funkce Eb(x, y) v závislosti na
parametrech a a ω. Pro Kerrovy NS (dolńı dvě řady obrázk̊u) je situace komplikovaněǰśı,
zvláště pro oblast malých hodnot parametr̊u E, J (posledńı řada obrázk̊u). Může se stát
ω ∈ {−1, 0} obr. (e-g), že minimum funkce Eb(x, y) (tlustá čára) neńı nejmenš́ı možnou
hodnotou energie struny E, ale muśıme použ́ıt Eb(r → 0, θ = π/2) (tenká čára), což
ukazuje na existenci záporných energíı pro pohyb struny s ω = −1 v Kerr NS, viz obr
3.5. Pro př́ıpad ω = 1 obr. (h) neexistuje maximum funkce Eb(x, y) pro žádnou kombi-
naci parametr̊u E, J . Šrafováńım je vyznačena oblast existence minim (

”
jeźırek“) mimo

ekvatoriálńı rovinu.
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0 5 10 15 20 25 30 35
-10

-5

0

5

10

15

20

25

x

y

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

x

y

(a) typ 1 (J = 12)

0 5 10 15 20 25 30 35
-10

-5

0

5

10

15

20

25

x

y

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

x

y

(b) typ 3a (J = 16)

0 5 10 15 20 25 30 35
-10

-5

0

5

10

15

20

25

x

y

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

x

y

(c) typ 3b (J = 18.5)

Obrázek 3.13. Různé typy hranice pohybu E = Eb(x, y) pro strunu s E = 35.5 v
okoĺı Kerrovy NS (a = 1.1), viz obr. 3.12. Ostatńı šedé vrstevnice patř́ı strunám s jinou
energíı.

Pro proudy J > Jmin existuje vždy maximum a minimum pro hranici pohybu

Eb(x, 0), pro proudy J < Jmin žádné extrémy funkce Eb(x, 0) neexistuj́ı. Jako

v př́ıpadě pohybu struny v okoĺı Schwarzschildovy BH i zde můžeme mı́t

pouze čtyři typy hranice pohybu, viz obr. 3.2. Negativńı moment hybnosti L

zapř́ıčiňuje posunut́ı pozice nejbližš́ıho možného jeźırka dále od vněǰśıho hori-

zontu BH. Celková klasifikace hranic pro pohyb struny, vzhledem k d̊uležitým

parametr̊um E, J , je zachycena na obr. 3.12(b).

• Kerr BH ω = 0

Kruhová struna s nulovým momentem hybnosti L = 0, v poli Kerrovy BH.

Popis chováńı funkce Eb(x, y) je stejný jako pro předchoźı př́ıpad, celková

klasifikace vzhledem k parametr̊um E, J na obr. 3.12(c).

• Kerr BH ω = 1

Pro strunu s pozitivńım momentem hybnosti L je situace obdobná jako v

předchoźıch dvou uvedených př́ıpadech. Je nutné poznamenat, že maximum

funkce Eb(x, 0) lež́ı pro a = 0.99 již velice bĺızko vněǰśıho horizontu BH a tak

”
jeźırka“ ve funkci Eb(x, y) (polapené trajektorie struny v uzavřené oblasti)

mohou existovat i těsně nad vněǰśım horizontem BH, viz obr. 3.8(d). Tento

efekt je zp̊usoben pozitivńım momentem hybnosti L a odpov́ıdá podobnému

jevu, nastávaj́ıćımu pro pohyb částic ob́ıhaj́ıćıch BH po prográdńı dráze -

vid́ıme posunováńı orbit se zvyšuj́ıćım se rotačńım parametrem a směrem k
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horizontu BH [16], viz obr 3.9. Celková klasifikace pohybu struny pro tento

př́ıpad je na obr. 3.12(d).

• Kerr NS ω = −1

Struna s negativńım momentem hybnosti L v poli Kerrovy NS. Pro všechny

NS mohou existovat extrémy funkce Eb(x, y) jak v ekvatoriálńı rovině tak i

mimo ni. Mimo ekvatoriálńı minima existuj́ı pouze pro malé hodnoty proudu

J < a, a jsou umı́stěny v okoĺı Kerrovy singularity. Tato minima existuj́ı

pro všechny hodnoty parametru ω - pro malé proudy J záviśı funkce Eb na

parametru ω velmi slabě viz obr. 3.5. Funkce J2
(E)e(r) má v tomto př́ıpadě

dva extrémy Jmin a Jmax viz obr. 3.8(e). Pro J < a má funkce Eb pouze

minimum, které je zároveň nejnižš́ım bodem, viz čárkovanou křivku na obr.

3.5(b). Pro a < J < Jmax existuje pro funkci Eb v okoĺı singularity jak

minimum tak i maximum. Pro Jmax < J < Jmin funkci Eb extrémy nemá a

jej́ım nejnižš́ım bodem se stává pozice pod singularitou, kde Eb může nabývat

i záporných hodnot, viz obr. 3.5(c). Př́ıklad trajektorie struny s negativńı

energíı je zobrazen na obr. 3.6(a). Pro Jmin < J již extrémy pro funkci Eb

existuj́ı, viz shrnut́ı na obr. 3.12(e).

• Kerr NS ω = 0, 1 < a < acrit
Kruhová struna bez momentu hybnosti L = 0 pohybuj́ıćı se v okoĺı Kerrovy

NS. Opět existuj́ı mimo ekvatoriálńı minima pro malé proudy J . Extrémy v

ekvatoriálńı rovině jsou opět určeny funkćı J2
(E)eq, zde ovšem existuje pouze

minimum Jmin, viz obr. 3.8(f). Jelikož pro r → 0 plat́ı J2
(E)eq = 2, má funkce

Eb pro J <
√
2 pouze minimum v okoĺı singularity, viz černou křivku na

obr. 3.5(b); pro
√
2 < J se pak objev́ı nav́ıc i maximum Eb v těsné bĺızkosti

singularity - obr. 3.5(c). Pro J > Jmin objevuj́ı se standardńı extrémy funkce

Eb v okoĺı bod̊u x = J . V tomto př́ıpadě mohou současně existovat v ekva-

toriálńı rovině tři oddělené uzavřené oblasti pro pohyb struny - dvě
”
jeźırka“

funkce Eb(x, y) v okoĺı singularity a
”
jeźırko“ v okoĺı x = J , viz př́ıpad 3b na

obr. 3.12(f) a 3.13. Konkrétńı daľśı př́ıklady možných hranic pohybu pro NS

můžeme sledovat na obr. 3.13

• Kerr NS ω = 0, a > acrit
Rozd́ıl mezi předchoźım uvedeným př́ıpadem (f) a nyněǰśım (g) je pouze v

chováńı funkce J2
(E)eq. Zde existuje nav́ıc i maximum Jmax, a proto minimum

funkce Eb pobĺıž singularity zaniká pro hodnoty J > Jmax - druhé jeźırko

v okoĺı singularity a jeźırko v okoĺı x = J mohou existovat současně, pouze

pokud Jmax > Jmin, viz obr. 3.12(g).

• Kerr NS ω = 1

Kerrova NS obsahuj́ıćı strunu s pozitivńım momentem hybnosti L. Jako pro

ostatńı NS, i zde existuj́ı mimo ekvatoriálńı minima pro malé proudy J .

Extrémy v ekvatoriálńı rovině jsou zcela určeny určeny funkćı J2
(E)eq, jenž

nemá v tomto př́ıpadě žádné extrémy - pro všechny hodnoty parametru J

bude mı́t vždy funkce Eb pouze minimum určuj́ıćı jeźırka v ekvatoriálńı ro-

vině, viz. obr. 3.7(h) a 3.12(h).
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3.3. Vliv kosmologické konstanty

Vliv kosmologické konstanty Λ na pohyb kruhové struny se skalárńım polem v

de Sitterově (dS) a Schwarzschild–de Sitterově (SdS) prostoročase je podrobně

popsán v práci [10] (viz př́ıloha 1), zde se omeźıme na přehled nejd̊uležitěǰśıch a

nejzaj́ımavěǰśıch závěr̊u.

Pro SdS metriku má charakteristická funkce A(r) v obecné sféricky symetrické

metrice (3.1) tvar

A(r) = 1− 2M

r
− 1

3
Λr2. (3.39)

Opět budeme pracovat v bezrozměrných souřadnićıch, zavedeme i bezrozměrný

kosmologický parametr

λ =
1

3
ΛM2. (3.40)

V následuj́ıćıch obrázćıch je použ́ıvána neúměrně veliká hodnota kosmologického

parametru λ = 10−4, a to proto, aby bylo možno dobře zobrazit požadované

efekty λ. V realistických situaćıch, např. pro extrémńı quasar TON618 s hmot-

nost́ı centrálńıho objektu M ∼ 6.6× 1010M⊙, máme pouze λ ∼ 10−24 ([17]).

Horizonty SdS prostoročasu źıskáme z podmı́nky A(r) = 0, pro λ < 1/27,

máme kosmologický rc a černoděrový rh horizont daný relacemi [18]

rh =
2√
3λ

cos
π + ξ

3
, rc =

2√
3λ

cos
π − ξ

3
, ξ = cos−1

(

3
√
3λ

)

. (3.41)

Oba horizonty splývaj́ı pro λ = 1/27, pro λ > 1/27 dostáváme nahou singularitu.

Podmı́nka A′
r = 0 určuje takzvaný statický poloměr

rs = λ−1/3, (3.42)

na němž jsou přitažlivá śıla gravitace a repulzivńı śıla kosmologické konstanty

vyrovnány [18]. V dS a SdS prostoročasech existuje otevřená hranice pro po-

hyb struny do nekonečna ve směru x, v tomto př́ıpadě repulzivńı charakter kos-

mologické konstanty Λ překoná śılu tenze struny µ a poloměr struny roste do

nekonečna, viz druhý obr. 3.15.

Funkce energetická hranice pohybu kruhové struny je pro př́ıpad SdS pro-

storočasu dána

Eb(r, θ) =

√

(

1− 2M

r
− λr2

)(

J2

r sin θ
+ r sin θ

)

. (3.43)

Na obou horizontech plat́ı A(r) = 0, nemůžeme sestavit hranici pro pohyb pro

oblast A(r) < 0 - funkce Eb(r, θ) zde neńı definovaná. Přesto se struna může v

oblasti A(r) < 0 pohybovat.
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Obrázek 3.14. Klasifikace možných typ̊u hranice pohybu ve SdS prostoročase (λ =
10−4). Na levém obrázku vid́ıme funkci JE(x) (tlustá černá čára) určuj́ıćı pozici extrémů
funkce Eb(r, θ) v ekvatoriálńı rovině; čárkovaně jsou vyznačeny funkce JL1,L2(r) vyme-
zuj́ıćı možnost struny utéci do nekonečna podél osy y. Oblast

”
jeźırek“, uzavřených hranic

pohybu odkud neńı úniku, je znázorněna šedě. Na pravém obrázku je situace zachycena
z pohledu parametr̊u J a E. Tlustou černou čárou je vyznačeno maximum a minimum
funkce Eb(r, π/2), čárkovaná př́ımka je podmı́nka E = 2J pro únik struny do nekonečna
v y směru. Jednotlivá č́ısla znač́ı ukázky konkrétńıch typ̊u hranice pro pohyb struny
E = Eb(r, θ) na obr. 3.2 a 3.15.

Podmı́nka pro existenci stacionárńıch bod̊u (1.32) (možných extrémů) funkce

Eb(r, θ) vede na rovnici pátého stupně pro souřadnici r

−2

3
Λr5 + r3 − r2 − J2r + 3J2 = 0, (3.44)

přičemž podmı́nka (1.33) vede nejenom k θ = π/2, ale nav́ıc i k A′
r = 0. Nová

podmı́nka znamená existenci stacionárńıch bod̊u funkce Eb(r, θ) také na sta-

tickém poloměru rs, viz (3.42). Statický poloměr rs hraje stejnou fundamentálńı

roli pro pohyb struny jako pro pohyb částic [18] v SdS prostoročase. Zde statický

poloměr udává maximálńı možnou velikost
”
jeźırek“; nad statickým poloměrem

již struna nemůže být klidu a při svém pohybu je kruhová struna kosmologickou

konstantou urychlována podél osy y.

Rovnici (3.44) můžeme vyjádřit pro souřadnici x ve tvaru

J2 = J2
E ≡ x2(x− 1− 2λx3)

x− 3
, (3.45)

pr̊uběh funkce JE(x) je uveden na obr. 3.15. Extrémy funkce J2
E(x) jsou určeny

podmı́nkou

λ = λE(x) ≡
x2 − 5x+ 3

x3(4x− 15)
. (3.46)
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Obrázek 3.15. Ukázka hranice pohybu Eb(x, y) ve SdS metrice. Na prvńım obrázku
vid́ıme modifikaci typu 4 (J = 11), viz obr. 3.2; na druhém (J = 17) je nový typ 5 -
př́ıpad exponenciálńı expanze poloměru struny zp̊usobené λ. Uvedeny je statický poloměr
rs (čárkovaně) i kosmologický horizont rc (tečkovaně). Struna v obou př́ıpadech startuje
v klidu z bodu [x, y] = [5, 2].

Pro malé hodnoty kosmologického parametru λ < λtrap = 0.00497 [10] má funkce

J2
E(x) dva extrémy - minimum JE(min) a maximum JE(max) - viz obr. 3.14.

Možnost kruhové struny uniknout podél osy y do nekonečna můžeme vyjádřit

vzhledem k parametru J pomoćı funkćı

JL1,L2(x) =
x(
√

x(1− 3λ1/3)±
√

2− 3xλ1/3 + λx3)√
x− 2− λx3

. (3.47)

Pr̊uběh obou funkćı JL1 a JL2 je ukázán na obr. 3.14, kde vid́ıme že se uvedené

funkce prot́ınaj́ı i s funkćı JE(r) v bodě xR = J (na statickém poloměru r = rs)

- pr̊useč́ık je označen jako JRS.

Uzavřené hranice pro pohyb struny -
”
jeźırka“, mohou existovat za splněńı

podmı́nky na hodnotu parametru J

JE(min) < J < JRS. (3.48)

Pro hodnoty J < JE(min) má struna nedostatečný moment hybnosti, a tak je

hranice pro pohyb struny otevřená směrem k černoděrovému horizontu rh. Pro
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Obrázek 3.16. Vliv kosmologické konstanty na pohyb struny - srovnáńı trajektoríı
v okoĺı Schwarzschildovy a SdS černé d́ıry. V obou př́ıpadech struna startuje z bodu
[x, y] = [20, 7] s parametry J = 11 a E

.
= 24. Podstatné rozd́ıly v rychlostech struny

podél osy y pro oba př́ıpady jsou až nad statickým poloměrem rs. Zde zač́ıná převažovat
p̊usobeńı kosmické repulze, jenž urychluje v SdS strunu ve směru y (

”
natahuje trajekto-

rii“). Hranice pro pohyb struny E = Eb(r, θ) (silná čára) se viditelně odlǐsuj́ı také teprve
až pro r > rs (čárkovaná kružnice).

J > JE(min) je hranice omezuj́ıćı pohyb otevřená směrem k horizontu kosmolo-

gickému rc.

Uvnitř
”
jeźırka“ se nacháźı minimum funkceEb(x, y), kde struna může setrvat

v klidu; nad statickým horizontem r > rs již žádná jeźırka existovat nemohou a

struna je urychlována směrem k kosmologickému horizontu.
”
Jeźırka“ a stabilńı

minima funkce Eb(x, y) existuj́ı pouze pro SdS prostoročas s kosmologickým para-

metrem menš́ım než kritická hodnota λtrap ∼ 0.00497, což je zhruba o řád v́ıce než

hodnota relevantńı pro existenci stabilńıch kruhových geodetik λms ∼ 0.000237

pro pohyb částic ve SdS prostoročase [18].

Vzhledem k senzitivitě pohybových rovnic (chaotický systém) na počátečńı

podmı́nky může i malá hodnota kosmologického parametru změnit konkrétńı tra-

jektorii struny. Statisticky (pro velký soubor trajektoríı) neńı efekt kosmologické

konstanty v okoĺı černoděrového horizontu velký, významným se vliv Λ stává

až poté co struna překroč́ı statický poloměr rs. Zde pozorujeme exponenciálńı

urychleńı kruhové struny podél osy y; kosmologický horizont rc překroč́ı struna

s rychlosti světla, viz obr. 3.16.



Kapitola 4

Aplikace modelu - jety, chaos a QPOs

V této kapitole se pokuśıme aplikovat prozkoumanou dynamiku kruhové struny

se skalárńım polem na některé astrofyzikálně zaj́ımavé situace.

4.1. Urychleńı kruhové struny podél osy y

Pohyb struny v plochém prostoročase (viz kapitola 2) je regulárńı a analyticky

řešitelný - struna osciluje ve směru x a moment hybnosti pohybu struny ve směru

y se zachovává. V silném gravitačńım poli je ovšem pozorováno přeléváńı energie

oscilaćı struny ve směru x do energie translačńıho pohybu ve směru y a naopak,

tento efekt je nazván transmutaćı struny [7, 9, 10].

Transmutace struny funguje v obou směrech (viz obr. 4.1), je možné oscilace

ve směru x zeslabit a strunu urychlit ve směru y, je také možné zvětšit oscilace

struny v x a pohyb struny ve směru y zpomalit. Z astrofyzikálńıho hlediska by

prvńı situace, urychlováńı pohybu struny ve směru y, mohla sloužit k vysvětleńı

relativistických rychlost́ı pozorovaných ve výtrysćıch (jetech) [19] pozorovaných

u aktivńıch galaxíıch.

Nejprve je potřeba upřesnit definici rychlosti kruhové struny. Normovaćı

podmı́nku na čtyřrychlost UαUα = −1 pro pohyb struny podél osy y, můžeme

vyjádřit jako

gttγ
2 + gyyu

2 = −1, (4.1)

kde Lorentzovský γ factor (1 ≤ γ < ∞) a y složka čtyřrychlosti u (0 ≤ u < ∞)

jsou určeny relacemi

U t =
dt

dT
= γ, Uy =

dy

dT
= u. (4.2)

T je vlastńı čas pozorovatele pohybuj́ıćıho se strunou ve směru y. Tento pozoro-

vatel neńı pevně přilepen na struně - neosciluje s ńı ve směru x, týká se jej pouze

pohyb struny podél osy y.

43
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Obrázek 4.1. Efekt transmutace struny - na prvńım řádku urychleńı struny, na druhém
řádku zpomaleńı. Černé křivky jsou trajektorie struny, tlustá čára vymezuje hranici
pohybu E = Eb(x, y). Zpočátku struna osciluje ve směru x a pohybuje se ve směru y s
počátečńı rychlost́ı v

.
= 0.41 směrem k horizontu černé d́ıry, pro afinńı parametr ζ ∼ 8

se struna přibĺıž́ı do oblasti silné gravitace nedaleko horizontu, kde dojde k transmutaci
energíı Ex ↔ Ey. Struna pak se změněnou rychlost́ı unikne podél osy y do nekonečna.

V plochém prostoročase plat́ı gtt = −1 a gyy = 1, a rovnice (4.1) a (4.2) dávaj́ı

klasické vztahy

γ2 = u2 + 1, u = γv, γ2 =
1

1− v2
, v =

dy

dt
. (4.3)

Souřadnicová rychlost v y směru v (0 ≤ v < 1) použ́ıvá souřadnicový čas t.

Pokud se struna při pohybu podél osy y zastav́ı (u = 0) a pouze osciluje ve

směru souřadnice x, pak zachovávaj́ıćı se t komponenta čtyř-rychlosti (1.28) je

−E0 = Pt = gttP
t = − dt

dζ
, (4.4)

kde E0 budeme označovat jako
”
klidovou“ energii struny, viz (2.8). V tomto

souřadném systému plat́ı dt = dT a z relace (4.4) dostáváme

dT = E0dζ. (4.5)
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Obrázek 4.2. Možné trajektorie struny startuj́ıćı z klidu s energíı E = 25 a J = 2, ale
z r̊uzných počátečńıch pozic ys odhaluj́ıce tak mechanismus urychleńı na obr. 4.3.

Nyńı z rovnice (2.8) můžeme vyjádřit klasický vztah mezi energiemi [9]

E = γE0, (4.6)

kde E je celková energie kruhové struny pohybuj́ıćıho se podél osy y s

vnitřńı energíı E0. Zkombinujeme-li rovnice (2.8) a (4.6), pak y složka strunové

čtyř-rychlosti struny je

P y =
dy

dζ
= E0

dy

dT
= E0U

y. (4.7)

Opět vid́ıme, že energie E0 je klidovou energíı kruhové struny.

Vzhledem k vlastnostem pro dynamiku struny E0 = xi + xo, kde xi je mi-

nimálńı a xo maximálńı poloměr oscilaćı struny ve směru x (2.8), můžeme k

určeńı rychlosti struny podél osy y použ́ıt Lorentz̊uv gama faktor

γ =
E

E0
=

E

xi + xo
, γ2 =

1

1− (P y/E)2
, (4.8)

kde druhá uvedená relace plyne z rovnice (4.7). Obě rovnice mohu být použity

k určeńı γ faktoru v asymptoticky plochém nekonečnu, pro urychleńı struny ve

Schwarzschildově metrice, viz obr. 4.3.

Ve Schwarzschildově metrice s charakeristickou funkćı A(r) (3.2), můžeme

vyjádřit energii struny (1.31) v kartézských souřadnićıch

E2 = A(r)
(

gxxẋ
2 + 2gxyẋẏ + gyy ẏ

2
)

+A(r)x2
(

J2

x2
− 1

)2

, (4.9)

kde koeficienty metriky v x a y souřadnićıch jsou

gxx =
x2 +A(r)y2

A(r)(x2 + y2)
, gyy =

y2 +A(r)x2

A(r)(x2 + y2)
, gxy = xy

1−A(r)

A(r)(x2 + y2)
, (4.10)
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Obrázek 4.3. Rozděleńı rychlost́ı struny startuj́ıćı z klidu s energíı E = 25 a prou-
dem J = 2 (horńı obrázek) a J = 11 (dolńı obrázek), v poli nerotuj́ıćı BH. Počátečńı
souřadnice x je stanovena relaćı E = Eb(x, y), souřadnici y plynule měńıme. Trajektrorie
pohlcené horizontem BH jsou vyznačeny šedě, maximálńı vypočtené urychleńı je uvedeno
jako γtop. Pro př́ıpad J = 11 s γmax

.
= 1.14 jsou zobrazeny i trajektorie, které dosahuj́ı

téměř úplné konverze oscilačńı energie a tak źıskaj́ı maximálńı možné urychleńı γ ∼ γmax.
Pro J = 2 je urychleńı výrazně větš́ı, nebot’ zde je γmax = 6.25 - struna má dovoleno
přetransformovat větš́ı část své energie E.

kde r2 = x2 + y2. Schwarzschildova metrika v x a y souřadnićıch nabývá tvaru

ds2 = −A(r)dt2 + gxxdx
2 + 2gxydxdy + gyydy

2 + x2dφ2. (4.11)

Člen gxyẋẏ v rovnici (4.9) zp̊usobuje výměnu energie mezi Ex a Ey - transmutačńı

efekt, viz srovnáńı vyjádřeńı energie v plochém prostoročase (2.7). Koeficient

metriky gxy je významný pouze v okoĺı černé d́ıry, ke transmutaci struny docháźı

v této oblasti.

Všechna energie z Ey módu může být přetransformována do Ex módu - os-

cilace struny ve směru x vzrostou na maximálńı úroveň a struna se zastav́ı v

pohybu podél osy y. Všechna energie z Ex módu nemůže být přelita do Ey módu

- vždy zde z̊ustává netransformovatelná vnitřńı energie struny

E0(min) = 2J. (4.12)

Pro strunu s konstantami pohybu, proudem J a energíı E, dostáváme maximálńı

urychleńı ve směru y (co nejvyšš́ı γ faktor (4.6)), pokud je klidová energie kruhové
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Obrázek 4.4. Urychleńı kruhové struny (γ faktor) pro kĺıčové hodnoty parametru J =
0.1 a J = 11. Je zobrazena oblast (x, y) ∈ (0.1, 30) × (0.1, 30) pro kterou je spočteno
9 · 105 barevně rozlǐsených trajektoríı. Černě je znázorněna oblast pod horizontem, šedě
trajektorie pohlcené BH a b́ıle trajektorie kterým se nepodařilo utéci do

”
nekonečna“

umı́stěném na r = 103 za dobu ζ = 200. Rychlosti uniklých trajektoríı v
”
nekonečnu“

jsou barevně rozlǐseny dle zobrazené nelineárńı stupnice. Jednotlivé trajektorie z každého
obrázku maj́ı r̊uznou energii E v závislosti na jejich startovaćı pozici, viz horńı řadu
obrázk̊u. Př́ıpad SdS s λ = 4× 10−5 (rs

.
= 29, rc

.
= 157) obsahuje i nadsvětelné rychlosti

(fialová barva), jelikož př́ıslušný γ faktor měř́ıme na poloměru r = 77 pro statického
pozorovatele. Statický poloměr rs je vyznačen tečkovanou kružnićı.

struny E0 minimálńı (4.12). Proto existuje nejvyšš́ı možné urychleńı kruhové

struny dané relaćı

γmax =
E

2J
, (4.13)

a pro Lorentz̊uv gama faktor urychleńı struny plat́ı γ ∈ 〈 1, γmax〉.
Největš́ı akcelerace kruhové struny dosahujeme pro vysoké energie E a malé

proudy J [11]. Konkrétně pro pevně danou energii E = 25 vid́ıme na obr. 4.3

větš́ı urychleńı pro proud J = 2 (dovolené γmax = 6.25, pozorované γtop
.
= 3.87)

než pro J = 11 (dovolené γmax
.
= 1.14, pozorované γtop

.
= 1.12). Pro proudy

J ∼ 0 je možné teoreticky dosáhnout libovolně velkého γ faktoru pro rychlost

podél osy y, např́ıklad i γ > 100 [12].

Urychleńı kruhové struny je možné testovat v r̊uzných geometríıch. Prezentu-

jeme urychleńı ve Schwarzschildově geometrii (obr. 4.4(a-b)), ve SdS prostoročase
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Obrázek 4.5. Vliv rotačńıho parametru a na urychleńı kruhové struny v Kerrových
BH a = 0.99 a NS a = 1.1. Nab́ıźı se srovnáńı s obr. 4.4, který popisuje nerotuj́ıćı
BH a = 0. Vliv parametru ω na dynamiku struny je pozorovatelný pouze v př́ıpadě
J = 11, pro hodnotu J = 0.1 je zcela zanedbatelný. Neexistence trajektoríı pohlcených
horizontem BH (šedá oblast) je výrazným rozd́ılem mezi urychleńım v NS. Daľśı rozd́ıly
mezi urychleńım v BH a NS, i mezi jednotlivými př́ıpady parametru ω, pozorujeme v
okoĺı počátku souřadnic.

(obr. 4.4(c)) ukazujeme vliv kosmologické konstanty, zkoumáme i vliv rotace a v

Kerrově metrice (obr. 4.5(a-d)).

Jsou uvedeny dvě kĺıčové hodnoty parametru J . Pro malou hodnotu J = 0.1,

kde očekáváme velké urychleńı a kde neexistuj́ı uzavřené hranice
”
jeźırka“, ome-

zuj́ıćı pohyb a zabraňuj́ıćı úniku struny; a pro hodnotu J = 11, kde již mohou

”
jeźırka“ existovat. Spočteme trajektorii a výsledné urychleńı struny startuj́ıćı

z klidu, pro všechny body oblasti (x, y) ∈ (0.1, 30) × (0.1, 30). Jednotlivé tra-

jektorie maj́ı pevně stanovenou hodnotu parametru J , ale r̊uznou energii E

danou podmı́nkou E = Eb(x, y). Zde proto neńı vhodné př́ımé srovnáńı mezi

urychlováńım struny pro J = 0.1 a J = 11; jednotlivé př́ıpady odpov́ıdaj́ı zcela

odlǐsným hodnotám energie: E ∈ (0, 28) pro J = 0.1 a E ∈ (2, 1150) pro J = 11,

viz prvńı řadu graf̊u na obr. 4.4.

Ukazuje se, že významný transmutačńı efekt nastává pro silná gravitačńı pole,

a to zvláště v př́ıpadech, v nichž je funkce Eb(x, y) velice strmá [12, 13]. Nahé sin-
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a = 0
a = 0.99 a = 1.1

ω = −1 ω = 0 ω = 1 ω = −1 ω = 0 ω = 1

J = 0.1
5.8 5.9 61.7

3.73% 4.35% 14.04%

J = 11
25.2 15.2 16.5 34.5 20.0 16.8 14.0

0.25% 0.27% 0.27% 0.28% 0.36% 0.36% 0.34%

Tabulka 4.1. Numericky vypočtené hodnoty γ faktoru pro př́ıpady z obr. 4.4 a 4.5.
Prvńı č́ıslo znač́ı nalezenou maximálńı hodnotu urychleńı γtop, druhé č́ıslo je pro-
centuálńım vyjádřeńım počtu trajektoríı dosahuj́ıćıch alespoň rychlosti v = 0.9c (γ

.
= 2.3,

zelená a výše). Tabulka slouž́ı k porovnáváńı vlivu jednotlivých geometríı, neńı vhodné
př́ımé srovnáńı mezi urychlováńım struny pro J = 0.1 a J = 11 - jednotlivé př́ıpady
odpov́ıdaj́ı zcela odlǐsným hodnotám energie E viz obr. 4.4.

gularity jsou oproti černým d́ırám zvýhodněny, jelikož pro NS nemůže být žádná

struna polapena a urychlených trajektoríı je v́ıce. Trajektorie struny se může

pro NS zanořit hlouběji do regionu silného gravitačńıho pole, jenž bývá u BH

skryt pod horizontem. Pro NS je šedá oblast nahrazena barevnými trajektoriemi

s vysokým γ faktorem, viz obr. 4.5.

V SdS geometrii jsou všechny trajektorie urychlovány kosmologickou repulźı

(barevný posun obrázku), nad statickým poloměrem rs ve směru y již všechny

trajektorie muśı ut́ıkat do nekonečna (b́ılá oblast je uzavřena), viz obr. 4.4(c).

Jak je z obrázk̊u 4.4, 4.5 i z tabulky 4.1 zřejmé, neńı mechanismus urych-

leńı struny pro r̊uzné geometrie diametrálně odlǐsný - transmutačńı efekt je

projevem axiálńı konfigurace kruhové struny. Výhodou předvedeného modelu je

možnost dosažeńı ultra relativistického urychleńı i v Schwarzschildově metrice -

neńı potřeba rotuj́ıćı černé d́ıry, jako je tomu v př́ıpadě Blandford—Znajekova

efektu [20].

4.2. Chaos a regularita

Pohyb struny v okoĺı kompaktńıho objektu je obecně chaotický [7]. Nicméně se

i zde, stejně jako v př́ıpadě chaotického pohybu částic [21, 22], můžou vyskyt-

nout
”
ostr̊uvky regularity“. Např́ıklad pokud se struna bude vyskytovat přesně

v minimu energetické hranice Eb(r, θ), pak je
”
pohyb“ s nulovými hybnostmi

triviálně regulárńı r(ζ) = r0, θ(ζ) = θ0 - struna se nepohybuje. V této části se

pokuśıme vyjasnit vztah mezi regulárńı a chaotickou dynamikou právě v okoĺı

tohoto minima.

Eliptické body stability [23] Hamiltoniánu (1.30) odpov́ıdaj́ı lokálńımu mi-

nimuXα
0 = (r0, θ0) funkce určuj́ıćı hranici pro pohyb Eb(r, θ). Je výhodné přepsat

Hamiltonián do podoby

H = HD +HP =
1

2
grrP 2

r +
1

2
gθθP 2

θ +HP (r, θ), (4.14)
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Obrázek 4.6. Poicarého řezy r/pr (θ = π/2) pro skupiny trajektoríı v okoĺı rezo-
nančńıch i nerezonančńıch minim funkce Eb. Funkce Eb(r, θ) hraje roli

”
efektivńıho po-

tenciálu“ (viz např. [11]), jej́ı tvar je určen parametrem J , spočteným podle př́ıslušného
minima. Každá trajektorie ze skupiny se odlǐsuje r̊uznými počátečńımi podmı́nkami
r, Pr, Pθ, maj́ıce však stejnou energii E (černá silná křivka je energetická hranice) i pa-
rametr J , tud́ıž se pohybuje ve stejném

”
efektivńım potenciálu“ Eb(r, θ). Vid́ıme rozpad

tor̊u pro rezonance ωθ : ωr = 1 : 1 a 1 : 2; pro jiné rezonance a pro nerezonančńı poměry
z̊ustávaj́ı tory zachovány. Nejzachovaleǰśı tory existuj́ı v př́ıpadě zlatého řezu 1 : ϕ.

kde jsme rozdělili Hamiltonián (1.30) na
”
dynamickou“ HD a

”
potenciálńı“ HP

část. Zavedeme-li malý parametr ǫ << 1, pak můžeme přeškálovat hybnosti a

souřadnice

Xα = Xα
0 + ǫX̂α, Pα = ǫP̂α, (4.15)

pro α ∈ {r, θ}. Nyńı rozvineme Hamiltonián do Taylorovy řady a separujeme

jednotlivé části podle řádu ǫ

H(P̂α, X̂
α) = H0 + ǫH1(X̂

α) + ǫ2H2(P̂α, X̂
α) + ǫ3H3(P̂α, X̂

α) + . . . , (4.16)

kde člen Hk je řádu k. Poznamenejme, že hybnosti Pα se vyskytuj́ı kvadraticky v

(4.14), a objev́ı se v Hk pouze pro k ≥ 2. Je-li struna v minimu funkce Eb, máme

HD = 0 a tud́ıž je i prvńı člen rozvoje (4.16) nulový H0 = 0, dále podmı́nky

(1.32-1.33) pro existenci stacionárńıch bodu Eb(r, θ) dávaj́ı H1(X̂
α) = 0.
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Nyńı můžeme podělit rovnici (4.16) členem ǫ2 (H = 0) a dostáváme Hamil-

tonián v okoĺı lokálńıho minima ve tvaru
”
část regulárńı“ plus

”
perturbace“

H = H2(P̂α, X̂
α) + ǫH3(P̂α, X̂

α) + . . . (4.17)

Pokud je parametr ǫ = 0, máme integrabilńı Hamiltonián

H = H2(P̂α, X̂
α) =

1

2

∑

α

[

gαα(P̂α)
2 + ω̃2

α(X̂
α)2

]

(4.18)

reprezentuj́ıćı dva nezávislé harmonické oscilátory. Pro strunu v minimu Eb(r, θ)

se souřadnicemi r = r0 + δr, θ = θ0 + δθ dostáváme periodické oscilace

δ̈r + ω2
r δr = 0, δ̈θ + ω2

θ δθ = 0, (4.19)

s lokálně naměřenými frekvencemi

ω2
r =

1

grr

∂2HP

∂r2
, ω2

θ =
1

gθθ

∂2HP

∂θ2
. (4.20)

Na souřadnicové transformace (4.16) je kladen požadavek kanoničnosti [23], ten

nebude splněn pro rezonančńı frekvence ωr : ωθ = 1 : 1, 2 : 1 a 1 : 2, viz [23, 24].

Trajektorie 2D harmonického oscilátoru s 4D fázovým prostorem dynamických

proměnných r, Pr , θ, Pθ bude ležet na toru S1 ×S1. Pro malé perturbace z̊ustává

tento torus zachován a v Poicarého řezu vid́ıme r̊uzně deformované kružnice, viz

obr. 4.7. Toto neplat́ı pro př́ıpad rezonančńıch frekvenćı 1 : 1, 2 : 1, 1 : 2, kde se

p̊uvodńı tory rozpadaj́ı. Nicméně i zde je pohyb pro malé perturbace regulárńı

viz obr. 4.6.

Uvedená procedura (4.17) je ekvivalentńı linearizaci pohybových rovnic v

okoĺı minima funkce Eb.

Podle Kolmogorov-Arnold-Moserova teorému (KAM) [23], bude struna kvazi-

periodicky oscilovat v okoĺı bodu (r0, θ0) pokud parametr ǫ z̊ustane malý. Jakmile

parametr ǫ vzroste a podmı́nka ǫ << 1 bude porušena, nelineárńı část Hamil-

toniánu se stane výraznou, a struna vkroč́ı do nelineárńıho režimu. Zvýšeńı neli-

nearity systému v okoĺı minima je zapř́ıčiněno vzr̊ustem energie, pr̊uběh přechodu

od zcela regulárńıho pohybu k chaosu je ukázán na obr. 4.7. K zachyceńı změn

jsme použili Poincarého řezy, Fourierovské spektrum trajektorie struny i samot-

nou trajektorii struny [25, 26, 27].

Přechod z regulárńıho do chaotického režimu je jednoduchým vysvětleńım

efektu
”
fokusace“ trajektorie struny, uvedeného v [9], kdy se určité trajektorie

s malou energíı jev́ı
”
namačkány“ v okoĺı ekvatoriálńı roviny a nesnaž́ı se pro-

zkoumávat celou svou hranici. Efekt je diskutován v přiložených článćıch [12, 13].

Mı́ru chaotičnosti můžeme vyjádřit pomoćı Lyapunovských koeficient̊u, kde se

využ́ıvá vysoké citlivosti chaotického systému na počátečńı podmı́nky. Uvažujeme

dvě trajektorie, maj́ıćı v čase t0 malý rozd́ıl počátečńıch podmı́nek d0 ve fázovém



52 Kapitola 4. Aplikace modelu - jety, chaos a QPOs

9.4 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

x

y

9.5 9.6 9.7 9.8

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

r

pr

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Νr

F@
rH
Τ
LD

1.54 1.55 1.56 1.57 1.58 1.59 1.60

-2

-1

0

1

2

Θ

pΘ

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

ΝΘ

F@
Θ
HΤ
LD

(a) E = 19.8
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(b) E = 20
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(c) E = 20.15
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(d) E = 20.5

Obrázek 4.7. Přechod z regulárńıho režimu pohybu do chaotického v poli Sch-
warzschildovy BH. Kruhová struna s proudem J = 11 se pohybuje v okoĺı minima
(r0

.
= 9.64, θ0 = π/2), v jednotlivých př́ıpadech se zvyšuj́ıćı se energíı E. Pro každý

ze čtyř př́ıpad̊u je spočtena trajektorie struny, Poicarého řez r/pr (θ = π/2) a θ/pθ
(r = r0), Fourierovské spektrum oscilaćı pro souřadnici r a θ. Ve Fourierovských spek-
trech jsou vyznačeny i frekvence νr = ωr/(2π), νθ = ωθ/(2π). Pro prvńı př́ıpad (a) je
pohyb zcela pravidelný a trajektorie struny tvoř́ı Lissajousovy obrazce, na posledńım
obrázku (d) naopak vid́ıme pohyb zcela náhodný. Dynamika je regulárńı až zhruba do
energie E ∼ 20.15, kde zač́ıná chaotický režim pohybu, viz obr. 4.8.
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Obrázek 4.8. Vývoj největš́ıho Lyaputonovského exponentu λ v závislosti na energii
kruhové struny E pro pohyb v okoĺı minima, viz obr. 4.7. Jak zaručuje KAM teorém,
pro malé energie nad energíı v minimu Emin

.
= 19.7 máme pohyb zcela regulárńı, pro

energie větš́ı již pohyb chaotický. Přechod mezi zmı́něnými režimy pohybu je v tomto
př́ıpadě v energii E ∼ 20.15. Pı́smenka označuj́ı jednotlivé př́ıpady trajektoríı z obr. 4.7.

prostoru. Tak jak se systém v čase vyv́ıj́ı, tyto dvě trajektorie se budou od sebe

exponenciálně vzdalovat, pokud je systém v chaotickém režimu. Klasický Lyapu-

novský exponent [25]

λL = lim
d0→0

t→∞

(

1

t
ln

(

d(t)

d0

))

(4.21)

popisuje separaci těchto dvou trajektoríı a tedy měř́ı mı́ru chaosu. Laputo-

novský exponent můžeme vypoč́ıst pro každý stupeň volnosti systému. Vývoj

maximálńıho Lyapunovského exponentu [25] zřetelně demonstruje na obr. 4.8

přechod struny z regulárńıho do chaotického režimu v závislosti na rostoućı

energii struny. Kritická energie přechodu regulárńı/chaotický je pro tento př́ıpad

E ∼ 20.

Vid́ıme že kruhová struna může také složit jako model při zkoumáńı chaosu

v obecné relativitě.

4.3. Malé oscilace struny a QPOs

Kvaziperiodický charakter pohybu struny, polapené v
”
jeźırku“ okolo minima

funkce Eb(x, y), můžeme použ́ıt k daľśı astrofyzikálně zaj́ımavé interpretaci -

vysvětleńı vysokofrekvenčńıch kvaziperiodických oscilaćı (HF QPOs) pozoro-

vaných v rentgenovém oboru mnoha Low Mass X-Ray Binaries systémů (ne-

utronová hvězda/černá d́ıra) [28, 29], nebo černých děr [30, 31].

Některé z HF QPOs se objevuj́ı v párech, jako horńı a dolńı frekvence (νU,

νL), tedy jako dvojitý peak (ostrý vrchol) ve Fourierovském spektru. Jelikož

jsou peaky vysokých frekvenćı velice bĺızko frekvenci mezńı stabilńı orbity pro

Keplerovský disk v okoĺı černé d́ıry (neutronové hvězdy), nab́ıźı se vysvětleńı, že

HF QPOs jsou efektem velmi silné gravitace [32]. Většinou se k vysvětleńı pozoro-

vaných HF QPOs v okoĺı černých děr a neutronových hvězd použ́ıvá Keplerovská
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Obrázek 4.9. Frekvence oscilaćı νr, νθ kruhové struny v okoĺı minima funkce E(r, θ)
v ekvatoriálńı rovině. Frekvence jsou uvedeny ve fyzikálńıch jednotkách pro objekt s
hmotnost́ı M = 2M⊙, tak jak je měř́ı pozorovatel v nekonečnu. Pr̊uběh frekvenćı oscilaćı
struny nezáviśı, oproti pohybu částic [32], př́ılǐs na rotačńım parametru a. Zobrazeny
jsou křivky pro a = 0 (plné čáry) a a = 2 (čárkované čáry). Rezonančńı poloměry 3 : 2
a 2 : 3 jsou vyznačeny.

νK = νφ a epicyklické (radiálńı νr a latitudinálńı νθ) frekvence. Nicméně žádný

se současných model̊u neńı schopen popsat všechny HF QPOs v mikrokvazarech

[33]. Rozd́ılnost radiálńı νr a latitudiálni νθ oscilačńı frekvence v závislosti na

souřadnici r vede k r̊uzným poměr̊um frekvenćı, a slouž́ı tak k modelováńı HF

QPOs.

Frekvence oscilaćı kruhové struny νr, νθ v okoĺı minima funkce Eb(r, θ), tak

jak je měř́ı ve fyzikálńıch jednotkách pozorovatel v nekonečnu, jsou pro př́ıpad

Schwarzschildovy metriky

νa =
1

2π

c3

GM
ωa, ω2

r =
r2 − 5r + 3

r4
, ω2

θ =
1

r3
, (4.22)

kde a ∈ {r, θ}. Je velice zaj́ımavé, ze latitudiálni oscilačńı frekvence kruhové

struny νθ je rovna latitudiálni frekvenci epicyklického geodetického pohybu částic

v poli Schwarzschildovy černé d́ıry [32]. Radiálńı frekvence oscilaćı νr se ale v

př́ıpadě částic a kruhové struny lǐśı. Je tedy možné, že oscilace kruhové struny

jsou korekcemi k model̊um HF QPOs založených na geodetických epiciklických

oscilaćıch pohybuj́ıćıch se částic.
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Obrázek 4.10. Fitováńı naměřených dat pro QPOs viz tab. 4.2., pomoćı 3 : 2 a 2 : 3
parametrického rezonančńıho modelu pro rezonance kruhové struny. Nab́ıźı se srovnáńı
s obr. 6 z [32] pro pohyb částic.

zdroj GRO 1655-40 XTE 1550-564 GRS 1915+105

M/M⊙ 6.03 — 6.57 8.5 — 9.7 9.6 — 18.4

νU [Hz] 447 — 453 273 — 279 165 — 171

νL [Hz] 295 — 305 179 — 189 108 — 118

a 0.65 — 0.75 0.29 — 0.52 ∼ 0.7(> 0.98)

Tabulka 4.2. Pozorovaná data pro r̊uzné zdroje QPOs převzatá z [32].

Pro př́ıpad Kerrovy rotuj́ıćı černé d́ıry maj́ı radiálńı a latitudiálni frekvence

už i pro ω = 0 poměrně komplikovaný pr̊uběh

ω2
r =

1

r (a2 − r3) (a2(r + 2) + r3)2

(

r6((5− r)r − 3) + 3a6r +

a4(r(2r(5r − 9) + 9)− 6)− a2r3(r((r − 10)r + 35) − 27)
)

, (4.23)

ω2
θ =

a4(2− 3r) + 2a2(3 − 2r)r2 − r5

r2 (a2 − r3) (a2(r + 2) + r3)
, (4.24)

Závislost funkćı ω2
r (r), ω

2
θ(r) na rotačńım parametru a je zřejmá z obr. 4.9.

Pozorované hodnoty frekvenćı QPOs pro zdroje GRO 1655-40, XTE 1550-564

a GRS 1915+105 zřetelně ukazuj́ı na poměr frekvenćı

νU : νL = 3 : 2 (4.25)

pro horńı νU a dolńı νL frekvence, viz tab.4.2. Pokusili jsme se aplikovat 3 : 2

parametrický rezonančńı model [32] také na naši kruhovou strunu t́ım, že jsme
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identifikovali pozorované frekvence νU, νD s frekvencemi νθ, νr (4.23-4.24). Oproti

rezonanćım pro pohyb testovaćıch částic, existuje pro strunu nejen poměr 3 : 2

ale i 2 : 3, viz obr. 4.9 - máme 3 : 2 a 2 : 3 parametrický rezonančńı model pro

kruhovou strunu.

Předběžné výsledky z připravovaného článku jsou pro př́ıpad ω = 0 ukázány

na obr. 4.10.



Závěr

V této práci bylo předvedeno chováńı kruhové struny nesoućı skalárńı pole v poli

kompaktńıho objektu. Zkoumáńım dynamiky v r̊uzných prostoročasech, můžeme

poodhalit některé vlastnosti těchto geometríı. Ukázali jsme také, že model kru-

hové struny může být použit v řadě astrofyzikálńıch situaćı. Shrňme podstatné

závěry dosavadńı práce:

• Na struně umı́stěné skalárńı pole, je kĺıčové pro vytvořeńı momentu hybnosti

kruhové struny. Skalárńı pole zajǐst’uje existenci stabilńıch pozic pro dyna-

miku struny.

• Pozice mezńıho vázaného a mezńıho stabilńıho poloměru pro kruhovou strunu

napov́ıdá, že dynamika struny v Kerrově BH metrice, neńı stejná jako pohyb

foton̊u ani jako pohyb částic po kruhových drahách, ale je mezi oběma uve-

denými př́ıpady, viz obr. 3.9.

• Repulzivńı kosmologická konstanta Λ př́ılǐs neovlivńı oscilace struny ve směru

x, ale zp̊usob́ı urychleńı kruhové struny podél osy y, významně pak nad sta-

tickým poloměrem.

• Ultra relativistické urychleńı kruhové struny podél osy y neńı zp̊usobeno no-

vou silou zvedenou do modelu, ale sńıžeńım volnosti pohybu - struna je de-

finitoricky axiálně symetrická a kolmá na osu y, a tak může uniknout pouze

podél osy y.

• Proces urychleńı nezáviśı př́ılǐs na tvarech r̊uzných geometríı; oproti černým

d́ırám, jsou nahé singularity zvýhodněny pouze neexistenćı struny pohl-

cuj́ıćıho horizontu a tud́ıž větš́ım počtem uniklých trajektoríı, jenž navšt́ıvily

oblast silné gravitace. Významného urychleńı je dosahováno pro velký poměr

energie struny E / strunový parametr J .

• Pohyb kruhové struny v poli kompaktńıch objekt̊u je oproti pohybu testo-

vaćı částice chaotický. Struna v okoĺı stabilńıho eliptického bodu (minima)

vykonává pohyb regulárńı, pokud je jej́ı energie nad eliptickým bodem malá.

Přestože bylo vykonáno dosti práce k pochopeńı dynamiky kruhové struny,

stále ještě existuje mnoho nezodpovězených otázek a zaj́ımavých problémů:

• Je možné, že akce (1.7) použitá pro popis kruhové struny, neodpov́ıdá do-

konale reálné fyzikálńı situaci a objev́ı se přesněǰśı (komplikovaněǰśı) mo-

del. Bylo by dobré odvodit za jakých podmı́nek můžeme model (1.7) použ́ıt,

určitého pokroku v tomto směru bylo dosaženo v práci [34]
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• Vliv elektromagnetického pole na dynamiku struny je kĺıčový pro pochopeńı

modelu. Pohyb kruhové struny v homogenńım magnetickém poli jsme již

začali vyšetřovat v článku [14]. Zde se ovšem objevuj́ı nové problémy, jako je

např́ıklad elektromagnetická interakce struny sama se sebou i elektromagne-

tické zářeńı kruhové struny.

• Možnost odhadu energie přechodu systému z regulárńıho do chaotického

režimu, neboli odhad maximálńı poruchy kterou systém ještě ustoj́ı, může

být daľśım směrem našeho bádáńı.

• Vztah pozorovaných QPOs a malých oscilaćı struny v okoĺı minima (sta-

bilńıho eliptického bodu) vzhledem k závislosti na rotačńım parametru

Kerrovy metriky a nyńı intenzivně vyšetřujeme. Zaj́ımavým se jev́ı i fakt

rozpadu tor̊u pro malé poměry rezonanćı 1 : 1, 2 : 1, 1 : 2 a vztah k pozoro-

vaným rezonanćım 3 : 2, 2 : 3.

Těmto a daľśım otázkám je možné se věnovat v následuj́ıćım výzkumu dynamiky

kruhové struny.
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