Resni velmi lehké zélo¢tové pisemky 1b - 2011
Text neproSel korekci a tak se v ném mohou vyskytovat
chyby

Priklad 1. Vypoctéte integral

/ ya® da dy, (1)
A
kde A je mnoZina ohrani¢ena kiivkami
o= a® -2, 2
Y2 = . 3)

ReSeni: Jednd se o dvojny integrdl a nejdfive je nutné
nakreslit si obrdzek mnoziny A a z tohoto obrazku uréit
meze integrace. Kfivka y»(2) = z je jednoduchd pfimka
prochazejici pottekm, kiivka y; (z) = 2% — 2 je parabola
s minimem v bodé A = [1,—1] a s priseciky s osou = na
P, = [0,0] P2 = [0,2]. Komu nakresleni t&chto dvou
kiivek d&l4 potiZe, nechf si zopakuje vySetfovani pribéhu
funkce. Priseciky obou kfivek najdeme tam, kde plati

Y1 = Yo 4

tedy vbodech A = [0,0] a B = [3, 3]. Vzhledem k tomu, Ze
mnoZzina neni elementarni oblast (obdelniCek), ale rizné se
ktivi v zavislosti na soufadnicich x,y, je jasné, Ze i meze
musi vykazovaz zdvislost na soufadnicich x,y. Zvolime
napted meze pro soufadnici x jako

0<z<3 (5)

a mez pro souc€adnici y se nyni bude ménit v zdvislosti na x
od kfivky y1 (x) (dolni) do yo(x) (horni), tedy

:17272:E§y§x.

(6)

Zname-li jiz meze, miZeme nas dvojny integral (1) napsat
jako dvojndsobnou integraci

3 T
/ (/ ya? dy) dz.
0 2 —2x

Je dobré si povSimnout, Ze napfed integrujeme podle
proménych jejichZ meze jsou zdvislé na soufadnicich a
meze, které jsou na soufadnicich nezdvislé (Cisla) bu-
deme pouzivat az nakonec. Dévejte dobry pozor, ke ktré
proménné meze patii.

Nyni uZ budmeme integrovat, integrujeme pouze podle
jedné soufadnice - ostatni se chovaji jako konstanty.
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Vysledkem je obsah wutvaru vymezeného fukci
F(z,y) = y2? nad mnoZinou A.
Priklad 2. Vypoctéte dalsi integral
/ V(2?2 +y?) dzdy, (12)
A
kde A je mezikruzi
1<a?+y? <4 (13)

ReSeni: Kazdého snad napadne, 7e 22 + y2 je vzdélenost
(kvadrit) od stfedu a tudiZz Ze by bylo vhodné zmeénit
kartézské soufadnice z,y na polarni soufadnice 7, .
Polarni soufednice, které 1épe vystihuji symetrii dlohy jsou

(14)
15)

z(a) = rcos(a),

yla) = rsin(a),

kde r > 0a« € (0, 27). Je dobré poznamenat, Ze plati

2 = 22 4oy

(16)
Také upozornuji, Ze pro element plochy v kartzskych a
polérnich soufadnicich plati

dzdy = rdrda. (17

Objevuje se zde ¢len J = r - Jacobidn transformace, ktery
pak nesmime zapomenout do integralu pfidat.
Podminka (13) pro mnoZinu A bude v polarnich

soufadnicich vypadat
1<r<2. (18)

Zde jsme pouzili vlastnost (16) a celou nerovnici odmocnili.
Nyni jiZ mdZeme napsat integral (12) jako

/12 (/02ﬂr-rda>dr
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(12) = (19)

Piiklad 3. Naleznéte délku kruZnice s polomérem R
zadanou parametricky jako

z(t) =
y(t) =

kde parametr ¢ € (0, 27).

21
(22)

Rcos(t),
Rsin(t),

ReSeni: Pro délku kiivky

plati
L:/|F| dt,
¥

(kfivkovy integrdl 1. druhu)

(23)



kde T je teny vektor ke kfivce . Pro vektor 7 a jeho veli-
kost | 7| plati

2 2
() () () e
V nasem pfipadé mame tecny vektor 7
7= (—Rsint, Rcost). (25)
a velikost |7 je
17l = +/(Rsint)? + (Rcost)? (26)
= Ry/sin?(t) + cos?(t) = R. 27
Délka kruznice (23) je
2
A |7 dt = ) Rdt = [R)?™ = 27R. (28)

Piiklad 4. Jakou préci vykond silové pole F = (22,1?2)
posune-li bfemeno z bodu (1, 0) do (5, 2) po kiivce

z(t) = t2+1, (29)
y(t) = t, (30)
kde pro parametr ¢ plati ¢ € (0,2).
Reseni: Pro praci (kiivkovy integral 2. druhu) plati
W:/ﬁ-fdt, 31
¥
kde T je te¢ny vektor ke kiivce .
V nasem pripadé plati
7=(2t,1), F=(t>+1)>1). (32)
Prace (31) v nasem pfipad¢ je
. 2
/F~?dt / (# +1)%,¢%) - (2t,1)dt (33)
v 0
2 <
= / (2t° + 413 +t2 +2t)dt  (34)
0
= 44. (35)
Priklad 5. Najdéte feseni diferencidlni rovnice
y' oy =da, (36)

Proved te zkousku a napiSte o jaky typ diferencidlni rovnice
se jednd.

ResSeni: Jedna se o nelinearni diferencialni rovnici prvniho
fddu. Budmem ji fesit metodou separace proménych -

budeme se snazit na jednu stranu rovnice pievést x a na
druhou stranu y. Nesmime také zapominat na

_dy

= =, 37
V=1 (37
Rovnice (36) je
d
e A (38)
dz
v dy = 4z3dz, (39)
/ yidy = / 423 dx, (40)
3
LA ) 1)
3
y = V/3@@*+e¢) 42)
(43)
Pro provedeni zkou$ky musime vyjddfit derivaci y’
1
y = g(3:;;4 +3¢)72/3(122°). (44)
Rovnice (36) je
(32 4 3¢)%/% - (32 + 3¢) 723 (42®) = 42,  (45)

a tim je rovnice ovéfena.

Priklad 6. Pokuste se najit vSechna feSeni diferencidlni
rovnice

Y +yr=x (46)

ReSeni: Jednd se o linedrni diferencialni rovnici prvniho
fadu. Proto miZzeme vyuzit

kde y, je fesni rovnice homogen{ a ¥, je partikuldrni feSeni
rovnice (46). Napfed budeme hledat feSeni homogeni rov-
nice

d

Ty = 0, 48)

d
== (49)

d
?y = —ade, (50)

d
gy = —/xdx, (&2))]

2

ny = Tx—i—c, (52)
elny — e—$2/2—i-c7 (53)
y = e "o e 2 (54
(55)



kde k = e je nova konstanta. Homogeni fesent je
Yn = ke /2, (56)

Partikularni feSeni rovnice (46) se miiZzeme pokusit uhod-
nout. Pokud zvolime

y=1, y =0, (57)

pak je (46) splnéna.
Vsechna feSeni rovnice (46) jsou

ye = ke /2 41, (58)

Partikuldrni feSeni rovnice (46) miZeme také ziskat me-
todou variace konstant. Konstanta u homogeniho feSeni (56)
se stane funkci proméné k = k(z), tedy

y(z) = k(z)e = /2, (59)

Pokud k = k(z) pak prvni derivace je

y =K (x)e ™2 4 k(z)e /2, (_2;) : (60)

NasSe diferencidlni rovnice (46) pak je

Ke @2 ke 2. o4 ke 2.0 = 2 (61)
ro—x2/2
Miéme tedy
M &

/dk - /9:~ex2/2d:1:. (64)

Pro vyfeseni integralu
2
2
/x-ez/ dz, (65)
pouzijeme substituci

2?/2=t, xdr=dt (66)

Nyni hledand funkce k(x) je
k(z) = /et dt =e' +c=e""/% 4, (67)

kde intekraéni konstantu ¢ miZeme poloZit rovnu nule,
protoZe nam bude stacit pouze jedno pratikuldrni feSeni. Pa-
rikularni feSeni rovnice (46) ziskané metodou variace kon-
stant je

yp = k(z) - e /2 =1, (68)

coz je stejné feSeni jako to, jenZ jsme pouze uhodli.



